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Aufgabe 9

Zeigen Sie: Zu jeder ¥;-Formel (x4, ..., xy) gibt es eine strikte ¥i-Formel ¢(zq, ..., xx), so daB fir
alle ny,...,ng gilt: PAE o(ng, ..., g) < (A, ..., 7).

Aufgabe 10

Eine n-stellige Relation R C N" heifit arithmetisch, falls es eine Formel ¢r mit genau n freien
Variablen gibt, so daf fiir alle ki, ..., k, € N gilt: R(ky,...,k,) © N E or(ki, ..., kn).

Zeigen Sie:

1. Die Menge aller natiirlichen Zahlen ist arithmetisch.

2. Die leere Menge ist arithmetisch.

3. Die Menge aller ungeraden natiirlichen Zahlen ist arithmetisch.

4. Die Menge der arithmetischen Relationen ist abgeschlossen unter Negation, Konjunktion und
Allquantifikation.

5. Die Menge der arithmetischen Relationen ist abgeschlossen unter primitiv rekursiven Funktio-
nen, d.h. falls R arithmetisch und f primitiv rekursiv, dann ist (im einstelligen Fall) @) mit
Q(k) & R(f(k)) arithmetisch. (Bemerkung: Dies gilt auch fiir totale p-rekursive Funktionen.)

6. Jede primitiv-rekursive Relation ist arithmetisch.

Aufgabe 11
Sei T' die Menge der Godelnummern von wahren Aussagen, d.h. T := {"¢" | N |= ¢}.
Zeigen Sie: T ist nicht arithmetisch.

Aufgabe 12

Beweisen Sie den folgenden Satz von Tarski: Falls PA konsistent ist, so gibt es keine Formel 7 mit
einer freien Variablen, so daf fiir alle Aussagen v gilt: PA F or(T¢7) < 9.

1. Beweisen Sie diesen Satz direkt.

2. Beweisen Sie diesen Satz aus Aufgabe 11.



