MATHEMATISCHE LOGIK (STAND: ENDE JAN’09) QUANTORENLOGIK
II Quantorenlogik

In diesem Abschnitt wird die Quantorenlogik behandelt — gleichbedeutend zum
Begriftf Quantorenlogik sind die Begrifte Prddikatenlogik und Logik erster Stufe.

Die Quantorenlogik erweitert die Aussagenlogik, indem sie nicht mehr nur Aus-
sagen als Ganzes analysiert, sondern auch deren innere Struktur betrachtet.
Nach einer informellen Motivation, welche dies detailierter ausfiihrt, wird die
Quantorenlogik analog zur Aussagenlogik eingefiihrt: Definition der formalen
Sprache, der Semantik und schliefflich eines syntaktischen Kalkiils. Im Anschluss
wird wie schon in der Aussagenlogik die semantische Vollséindigkeit des Kalkiils
gezeigt.

Informelle Motivation: Die Quantorenlogik unterscheidet sich in folgenden
Punkten wesentlich von der Aussagenlogik:

(1) Betrachtung von: Individuen, Funktionen und Relationen

Wir werden (in einer formalen Sprache) iiber Individuen eines Gegen-
standsbereiches (Elemente einer Menge) und Funktionen und Relationen
iiber diesen Bereich reden. Der Bereich zusammen mit den ausgezeichne-
ten Individuen, Funktionen und Relationen wird Struktur genannt.

(2) Verwendung neuer Zeichen im Alphabet:

(a) logische Zeichen: V, 3, = und Variablen zg, z1, ...
(b) nicht-logische Zeichen, wie:
Individuen-Konstanten (etwa ¢)
Funktions-Zeichen (etwa f(-,...,-) oder +)
Relations-Zeichen (etwa P(-,...,-) oder <)

Der Punkt " iiber den nicht-logischen Zeichen verweist darauf, dass diese
sprachliche Zeichen sind; soll in der Metasprache auf die entsprechenden
Objekte (Interpretation der Zeichen) Bezug genommen werden, wird der
Punkt weggelassen.

Diese Notation wird jedoch nicht einheitlich verwendet. Haufig wird das-
selbe Zeichen in Objekt- und Metasprache verwendet, da aus dem Kontext
heraus klar ist, was gemeint ist.

(3) Verwendung von Termen: Man benutzt Terme, um tiber die Individuen
des Grundbereiches in der formalen Sprache zu sprechen. Dazu werden
Variablen, Individuen-Konstanten und Funktionszeichen verwendet.

Etwa: f(a).
(4) Verwendung von Formeln: Durch Formeln werden Behauptungen aufge-

stellt. Diese konnen im Gegensatz zu Termen wahr oder falsch sein, ver-
weisen also auf Wahrheit bzw. Falschheit.

Etwa: Jz: z<(z+x)
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§ 8 Sprache der Pradikatenlogik

In diesem Abschnit werden formale Sprachen eingefiihrt. Diese Sprachen wer-
den mit £ bezeichnet. Die einzelnen Sprachen, die hier definiert werden sollen,
unterscheiden sich darin, welche nicht-logischen Zeichen zur Verfiigung stehen.

Deshalb werden zur Definition einer formalen Sprache £ drei (méglicherweise
leere) Index-Mengen I, K, L bendtigt, die paarweise disjunkt sind. Diese Men-
gen legen fest, wieviele Individuen-Konstanten, Funktions- und Relationszeichen
in der Sprache vorkommen.

8.1 DEF (Alphabet): Das Alphabet einer formalen Sprache £ besteht aus
den folgenden Zeichen:

Logische Zeichen:

(1) Junktoren: —, L  Ebenfalls: —, A, V, <

(2) Quantoren: V (Allquantor) Ebenfalls: 3 (Existenzquantor)
(3) Variablen: fiir jedesn € N: z,

(4) Gleichheitszeichen: =

Nicht-logische Zeichen (in Klammern metasprachliche Variablen):

(1) Individuen-Konstanten: fiir jedes i € I': ¢ (a, b, ...)
(2) Funktionszeichen: fiir jedes k € K: fr  (f, 9, ...)
(3) Relationszeichen: fiir jedes e L: R, (P, Q, ...)

Hilfszeichen:

(1) Klammerpaar: (,)

(2) Komma: |

Bemerkungen:

(1) Spéter wird gezeigt, dass der Existenquantor durch den Allquantor aus-
gedriickt werden kann. Entsprechend wiirde hier zur Sprachdefinition der
Allquantor zusammen mit den Junktoren L und — geniigen.

(2) Mit VAR := {x,; n € N} wird die Menge der Variablen bezeichnet.

(3) Die nicht-logischen Zeichen wurden mit einem kleinen Punkt notiert. Dies
dient zur Unterscheidung der nicht-logischen Zeichen von den Objekten,
auf die diese Zeichen spiter verweisen werden. Ist es aus dem Kontext
heraus klar, dass Zeichen gemeint sind, werden die Punkte hiufig wegge-
lassen.
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Im néchsten Schritt muss festgelegt werden, welche Stelligkeit die Funktions-
und Relationszeichen haben. Es wird also festgelegt, wieviele Argumente die
Funktions- und Relationszeichen haben.

8.2 DEF (Stelligkeit und Signatur): Die beiden Abbildungen
c:K—-N und 7:L—N

legen die Stelligkeit der Funktions- und Relationszeichen fest. Dabei hat das
Funktionszeichen f;, die Stelligkeit o(k) und das Relationszeichen R; die Stel-
ligkeit (). Das Tupel (o, 7,I) wird Signatur von £ genannt.

Bemerkung: In Abhingigkeit der Mengen I, K, L und der beiden Funk-
tionen o und 7 wurde tatséichlich eine ganze Klasse von formalen Sprachen
eingefithrt. Diese konnen einfach durch die Signatur unterschieden werden, in
der alle wesentlichen Informationen iiber die Sprache £ zusammengefafit sind.

Beispiel (Sprache der Gruppentheorie): Wir illustrieren und motivieren
am Beispiel der Gruppentheorie die Definitionen dieses Abschnittes.

(1) Zur Erinnerung: Eine Gruppe besteht aus einer Grundmenge G, einer
zweistelligen Verkniipfung, etwa der Addition, und einem neutralem Ele-
ment. Um dariiber reden zu kénnen, wird in der Sprache L4 der Gruppen-
theorie eine Individuen-Konstante und ein zwei-stelliges Funktionszeichen
bendtigt. Es werden keine Relationszeichen bendtigt. Wir definieren also:

I:={0}, K:={+} und L:=90

I, K und L sind paarweise disjunkt. Damit stehen ¢y und f+ als nicht-
logische Zeichen im Alphabet von Lg zur Verfiigung.

Durch die Festlegung o(+) := 2 ist o auf ganz K definiert. Da L = & gilt,
ist 7 trivial gegeben.

Damit ist er ein zwei-stelliges Funktionszeichen und die Signatur von Lg
ist durch (o, 7, I) gegeben.

(2) Wir erweitern die Sprache L zu einer reicheren Sprache Lgv:
I''=I, K':={+,-} und L' :={<}
Zusétzlich soll gelten:
o(=):=1 und 7():=2

Damit stehen in der Sprache L zusiitzlich ein ein-stelliges Funktionszei-
chen f_ und ein zwei-stelliges Relations-Zeichen R< zur Verfiigung.

Bemerkung: Sind die Stelligkeiten der Funktions- und Relationszeichen aus
dem Kontext klar, kann man die Signatur auch einfach durch Auflistung der
Zeichenmengen angeben, z.B. im Beispiel (1) durch das Tupel ({+}, @,{0})
und im Beispiel (2) durch das Tupel ({+, -}, {<},{0}).
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Im Folgenden gehen wir davon aus, dass die Signatur fiir eine Sprache L fest
gegeben ist, und definieren nun rekursiv die Terme und Formeln von £ in
Abhéngigkeit von der Signatur. Ziel ist es, spdter mit den Termen iiber In-
dividuen sprechen zu kénnen.

8.3 DEF (Terme): Die Menge TERM aller Terme von £ ist die kleinste
Menge X, so dass folgendes gilt:

(1) Fiir jedesneN: =z, € X
(2) Firjedesiel: ¢ e X
(3) Fiir jedes k € K und alle Terme t1,...,t,x) € X: fk(tl, oo tey) €X

Das Zeichen = wird auch fiir die syntaktische Gleichheit von Termen verwendet.

Beispiel (Terme):
(1) Folgende Terme gehéren etwa zur Sprache Lo (und damit auch zu Lgr):
¢o, 5, f1(z1,¢0)

(2) Wir erlauben zur Lese-Erleichterung eine informelle Notation der Terme.
Wir schreiben 0 statt ¢p und + fiir f; und notieren zusétzlich Funktions-
ausdriicke infix. Also sind auch folgende Zeichenreihen Terme:

0, (0+$4) + x3

(3) Das einstellige Funktionszeichen f., von Lg wird zur Lese-Erleichterung
durch einen Strich iiber dem Argument notiert. Damit gibt es zusétzlich
in der Sprache L5/ etwa folgende Terme:

To, (1 +72)+0

Mithilfe der Terme kénnen nun die Formeln der Sprache £ rekursiv eingefiihrt
werden. Formeln verweisen auf Wahrheit bzw. Falschheit. In der Definition wird
die Sprache £ mit der Menge aller Formeln dieser Sprache identifiziert.

8.4 DEF (Formeln): Die Menge £ aller Formeln der Sprache £ ist die kleinste
Menge X, so dass folgendes gilt:

1
2

(1) LeX

(2) Fallst,s e TERM: t=s€e€X

(3) Fiir jedes [ € L und alle Terme t4,...,%,q): Ri(ty,... trqy) € X
(4) Falls ¢,7 € X, dann auch: (¢ov) € X und (—¢) € X

(5) Fiir allex € VAR und alle ¢ € X: (Vx¢) € X und (Fr¢) € X

Formeln, die aufgrund der Regeln (1) bis (3) zu £ gehoren, werden atomare
Formeln oder auch Atome genannt; mit ATM C £ wird die Menge aller atoma-
ren Formeln bezeichnet. Mochte man hervorheben, zu welcher Sprache Formeln
gehoren, spricht man auch von £-Formeln.
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Konvention (Notation):

(1)

(2)

(3)

Analog zur Aussagenlogik verwenden wir Schreib-Konventionen zur Klam-
merersparnis. Neu hinzu kommt, dass Quantoren stiarker binden als Junk-
toren.

Gelegentlich werden fiir eine bessere Lesbarkeit die Quantoren von der
Restformel mit einem Doppelpunkt abgesetzt.

Wie schon bei den Funktionszeichen werden wir auch gebrauchliche Rela-
tionszeichen (etwa <) verwenden und, falls diese zweistellig sind, sie auch
infix notieren. Etwa: 1<0 fiir < (1,0).

Beispiel (Formeln): Einige Formeln der (erweiterten) Gruppentheorie:

1
2

(1)
(2)
(3)
(4)

4

Vag: 2o+ 0=x9 € Lg C Lg
T1t+xo =29+ 11 € LG C L
Vo1Voe : o1+ T =29 +x1 € Lo C Lo

Vog: 20 +0<To+0 € Lo'\La

Weiterfithrende Bemerkungen:

(1)

(2)

3)

Weitere Begriffe: Wie schon in der Aussagenlogik kénnen Begriffe wie
Gliederungsbaum und Rang einer Formel fir die Quantorenlogik rekursiv
definiert werden.

Induktion: Analog zur Induktion in der Aussagenlogik werden in der
Pradikatenlogik Behauptungen iiber Formeln durch Induktion gezeigt.

Oft ist es aufgrund der komplexeren Definition der Sprache notwendig,
zunichst eine Induktion iiber die Terme und dann erst eine Induktion
iiber die Formeln durchzufiihren.

Definitionen: Rekursive Definitionen iiber dem Bereich der Terme und
dem Bereich der Formeln sind analog zur Aussagenlogik moglich.

Freie und gebundene Variablen: In der Priadikatenlogik wird das Konzept
der freien und gebundenen Variablen benétigt. Dabei wird das Vorkommen einer
Variable x in einer Formel ¢ als gebunden bezeichnet, falls z im Wirkungsbereich
eines Quantors vorkommt.

Dabei steht  im Wirkungsbereich eines Quantors Va (), falls in der Teilformel
1, vor die der Quantor gestellt wurde (also Vi) < ¢ bzw. Jzip < ¢), die Variable
x ungebunden vorkommt. Dieses Vorkommen von ¢ in der Formel ¢ wird der
Wirkungsbereich des Quantors genannt. Variablen, die in ¢ vorkommen, ohne
gebunden zu werden, nennt man frei.
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Das Konzept der freien und gebundenen Variablen wird in den folgenden De-
finitionen priizisiert. In einem ersten Schritt werden die freien Variablen eines
Termes definiert, um dann mit diesem Begriff die freien Variablen einer Formel
definieren zu kénnen.

8.5 DEF (Freie Variablen eines Terms): Die Menge FV(¢) der freien
Variablen eines Terms t € TERM ist wie folgt rekursiv definiert:

(1) Fallst =z fir x € VAR: FV(t) := {2}
(2) Fallst=¢; firiel: FV(t) =0

(3) Fallst = f(t1,...,t,) mit t1,...¢, € TERM: FV(¢) :=J,_, FV(tx)

Man sagt, dass eine Variable x frei in einem Term ¢ vorkommt, falls z € FV(¢).

8.6 DEF (Freie Variablen einer Formel): Die Menge FV(¢) der freien
Variablen einer Formel ¢ € L ist wie folgt rekursiv iiber dem Aufbau von For-
meln definiert:

) Fallsp=1: FV(¢): =2

) Falls ¢ =t = s fiir Terme t,s: FV(¢) :=FV(t) UFV(s)

3) Falls ¢ = P(ty,...,t,) fir Terme tq,...,t,: FV($):=p_, FV(ts)
) Falls ¢ = 1) o o fiir Formeln ¢ und o: FV(¢) :=FV(¢) UFV(0)

und falls ¢ = —p: FV(¢) :=FV ()

(5) Falls ¢ = Varp (bzw. Jze)) fiir eine Variable x und Formel «:

FV(¢) := FV(¢)\{z}

Man sagt, dass eine Variable z frei in einer Formel ¢ vorkommt, falls x € FV(¢).

Dem Begriff der freien Variablen wird der Begriff der gebundenen Variablen
entgegengesetzt. Da in Termen keine Quantoren vorkommen kénnen, muss in
der Definition lediglich auf den Formelaufbau zuriickgegriffen werden.

8.7 DEF (Gebundene Variablen einer Formel): Die Menge BV(¢) der ge-
bundenen Variablen einer Formel ¢ € L ist wie folgt rekursiv iiber dem Aufbau
von Formeln definiert:

(1) Falls ¢ atomar: BV(¢) :=o

(2) Falls ¢ =1 oo fiir Formeln ¢ und o: BV(¢) := BV (¢) UBV(0)
und falls ¢ = —p: BV(¢) := BV(¢))

(3) Falls ¢ = Vi) (bzw. Jzep) fiir eine Variable x und Formel v, wobei zusitz-
lich z € FV(¢): BV(¢) :=BV(y) U {z}

Man sagt, dass eine Variable x gebunden in einer Formel ¢ vorkommt, falls
x € BV(9).
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Beispiel (Gebundene und freie Variablen): Einige Beispiele aus der
Sprache L sollen die Definitionen illustrieren:

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

FV(é) =FV(0) = @

FV(z140) = {z1}

fir g =Vo:z+y=y+aist: FV(¢) = {y} und BV(¢) = {z}.
fir ¢ = VaVy: 2 +y=y+z ist: FV(¢) = @ und BV(¢) = {z,y}.

firg=Ve:z4+y=0AVy:x+y=0ist:
FV(¢) = {z,y} und BV(¢) = {z,y}.

Mithilfe der freien Variablen wird in der Priidikatenlogik (im Gegensatz zur
Aussagenlogik) zwischen Aussagen und Formeln unterschieden.

8.8 DEF (geschlossen/offen):

(1)

Ein Term ¢t € TERM oder eine Formel ¢ € £ heifit geschlossen, falls keine
freien Variablen vorkommen (FV(t) = @ bzw. FV(¢) = ).

Eine geschlossene Formel heifit auch Aussage.

TERM, ist die Menge aller geschlossen Terme, SENT die Menge aller
Aussagen.

Terme oder Formeln, die nicht geschlossen sind (also freie Variablen ent-
halten), heiflen offen.
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§9 Semantik

Nachdem im letzten Abschnitt formale Sprachen L eingefiihrt wurden, kann
nun die Bedeutung der Sprachen definiert werden. W#hrend in der Aussagen-
logik dafiir im Wesentlichen nur die Bewertung aller Formeln benétigt wurde,
gestaltet es sich in der Pridikatenlogik aufwendiger.

Zunéchst wird der Strukturbegriff eingefiihrt. Das ist im Wesentlichen eine Men-
ge, in der die nichtlogischen Zeichen von L interpretiert werden. AnschliefSend
werden Belegungen von Variablen definiert. Damit kénnen dann Terme durch
Individuen und Formeln durch Wahrheitswerte ausgewertet werden. Daran an-
schlieflend kann die Giiltigkeit von Formeln definiert werden.

Im Folgenden wird wieder — solange nicht anders gesagt — eine Sprache £ mit
Signatur (o, 7, I) vorausgesetzt.

9.1 DEF (Struktur): Das geordnete Paar 2 := (A, Q) heifit £L-Struktur, falls
A # @ eine nichtleere Menge und ) eine Abbildung auf ganz I UK UL ist, so
dass folgendes gilt:

(1) Fiir jedes i € I ist (i) =: ¢; € A ein Element von A.

(2) Fiir jedes k € K ist Q(k) =: fi eine o(k)-stellige Funktion.
Also:  fi : A7) — A,

(3) Fiir jedes I € L ist Q(1) =: Ry eine 7(I)-stellige Relation.
Also: R, C A™®),

Bemerkungen:

(1) Die Abbildung Q ist wohldefiniert, da die Mengen I, K, L paarweise dis-
junkt sind.

(2) Die Menge A wird Grundbereich, Grundmenge, Trigermenge, Individuen-
bereich oder auch Universum genannt.

Manchmal wird fiir das Universum A auch |2| geschrieben, um den Bezug
zur zugrundeliegenden Struktur 2 zu verdeutlichen.

(3) Q legt fest, durch welche Objekte die sprachlichen Zeichen interpretiert
werden. Die Bilder von 2 werden Interpretation der nicht-logischen Zei-
chen unter ) oder auch ausgezeichnete Objekte genannt.

Wir verwenden manchmal auch die suggestive Schreibweise (¥ um die
Interpretation des nicht-logischen Zeichens ¢ in der Struktur 2 zu be-
zeichnen.

(4) Hiufig notieren wir in Strukturen die ausgezeichneten Objekte anstatt der
Abbildung 2 und geben so 2 implizit an.

Wir schreiben also: (A, (fx)rer, (Ri)icr, (¢i)icr)-
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Bemerkung (Signatur): Die Signatur der Sprache £ 148t sich auch anhand
einer L£-Struktur feststellen. Jeder Konstanten entspricht ein ausgezeichnetes
Element, jedem Funktions- und Relationszeichen eine Funktion bzw. eine Rela-
tion gleicher Stellenzahl. Entsprechend werden wir auch von der Signatur einer
L-Struktur sprechen. Verschiedene L£-Strukturen zu einer Sprache £ sind sich
aufgrund ihrer gemeinsamen Signatur dhnlich. Entsprechend wird die Signatur
einer £-Struktur als Ahnlickeitstyp bezeichnet. Diese kann als abstraktes Objekt
aufgefafit werden, das beschreibt, was allen £-Strukturen gemeinsam ist.

Beispiel (Strukturen): Es werden Beispiele fiir Strukturen zur Sprache L
und L angegeben:

(1) Die additive Gruppe der Ganzen Zahlen 3 := (Z,+,0) ist zusammen mit
dem ausgezeichnetem Element 0 € Z und der gewohnten Addition in Z
eine Lq-Struktur.

Zeichnet man zusétzlich die Abbildung — : Z — Z : x — —z und die
zwei-stellige Relation < aus, erhdlt man mit 3’ := (Z,+,—, <,0) eine
L -Struktur zur reicheren Sprache Lq.

Detailiert und formal korrekt:

Fiir 3:
A=7+#0o.
Q(0):=0

Q) =fr: AxA—-A:(z,y) —z+vy
Und fiir 3’ zusézlich:
Q-)=g:A—-A:z— —x
Q<) = {{z,y): w <ypC A
Es ist zu beachten, dass 2 als Argument uninterpretierte Elemente aus

den einzelnen Index-Mengen hat und als Bild uns bekannte Elemente,
Funktionen und Relationen, die wir hier lediglich gleich notieren.

(2) Die Einheitengruppe der Ganzen Zahlen & := ({£1},-,1) ist zusammen
mit dem ausgezeichnetem Element 1 und der gewohnten Multiplikation
eine Lg-Struktur.

(3) Lg-Strukturen miissen keine Gruppen sein. Die Interpretationen der nicht-
logischen Zeichen kénnen auch ganz ,wild“ gewéhlt werden. Sie miissen
lediglich zur Signatur passen. Etwa:

Als Universum die natiirlichen Zahlen: A :=N # @.
Fiir das 0-Zeichen die 5 € N:  Q(0) :=5
Fiir das +-Zeichen die Minimumsfunktion:

Q(+) :=min: Nx N — N: (x,y) — min(z, y)

Das Tupel 20 := (A, Q) ist eine Lg-Struktur.
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Bisher sind die Bedeutungen der Namens- und Funktionszeichen definiert wor-
den. Die Bedeutung der Variablen wird durch Belegungen festgelegt.

Im Folgenden sei eine £-Struktur A = (A, ...) zur Signatur (o, 7, I) gegeben.

9.2 DEF (Belegung):

(1) Eine Abbildung
v: VAR — A

heiflt Belegung der Variablen in 2.

(2) Fiir a € A und eine Variable x € VAR ist v[z — a] diejenige Belegung w,
fiir die folgendes gilt:

w(z)=a und fiiry £z wy)=uv(y)

v[x +— a] heifit auch Variante oder genauer z- Variante von v.

Bemerkungen:

(1) Nachdem die Bedeutungen der nicht-logischen Zeichen und der Variablen
festgelegt sind, kénnen die Terme und Formeln ausgewertet werden. Das
bedeutet: Man bestimmt diejenigen Individuen, auf die Terme verweisen,
und den Wahrheitswert von Formeln.

(2) Die Auswertungen erfolgen immer in Abhiéingigkeit von einer Belegung in
einer vorgegebenen Struktur. Damit spielen Strukturen und Belegungen
in der Pradikatenlogik eine &hnliche Rolle wie Wahrheitswertzuordnungen
in der Aussagenlogik.

9.3 DEF (Auswertung von Terme): Seiv: VAR — A eine Belegung der
Variablen in 2. Die Auswertung von Termen ist eine Abbildung

[1*: TERM — A
die wie folgt iiber den Aufbau von Termen definiert ist:
(1) fiir jedes n € N: [x,] := v(zy)
(2) fir jedesi e I: [¢&] =

(3) fir jedes ke K: [[fk(t17 e to(k))]] = fk(l[tlﬂ7 e [[ta(k)]])

Bemerkungen:
(1) Die Indizierung der Semantik-Klammern [-] wurde zur leichteren Lesbar-

keit der Definition weggelassen. Die Auswertung erfolgt trotzdem immer
in Abhéingigkeit einer vorgegebenen Struktur und einer Belegung.
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(2) Durch die Definition ist intendiert, dass die jeweiligen Zeichen durch die
zugehorige Interpretation in der Struktur ausgewertet werden.

(3) Man beachte, dass innerhalb der Semantik-Klammern Zeichen des Alpha-
bets stehen (angedeutet durch den Punkt iiber dem jeweiligen Zeichen),
rechts des Gleichheitszeichens jedoch von den ausgezeichneten Objekten
und Funktionen der Struktur gesprochen wird.

(4) Nullstellige Funktionen sind Individuen.

Beispiel (Terme in der Gruppentheorie): Es werden einige Terme in der
Lg-Struktur 3’ = (Z,+,—, <,0) unter der Belegung v : VAR — Z : x,, — n
schrittweise ausgewertet:
(1) [f+(Co, 03" = [eo]d + [é]3 =0+0=0
2) [f-@)] = ~[e]} = —v(@1) = -1
3) [(z2 +73)] = —[(z2 + T3)] = —([z2] + [3]) = —([w2] + (—[s]))
= —(v(z2) + (—v(23))) = =2+ (=3)) = —=(=1) =1

Die ersten beiden Beispiele wurden formal korrekt aufgeschrieben; fiir das letzte
Beispiel wurden die Schreiberleichterungen verwendet.

Mithilfe der Auswertung der Terme koénnen nun die Formeln der Sprache £
ausgewertet werden. Die Auswertung einer Formel ist immer ein Wahrheitswert.

9.4 DEF (Auswertung von Formel): Sei v: VAR — A eine Belegung der
Variablen in 2. Die Auswertung von Formeln ist eine Abbildung

[13: £ —{0,1}
die wie folgt iiber den Aufbau von Formeln definiert ist:

1) [L]*:=0

2) [ta=t]d=1 o [tu]¥=[t]>

3) fiirjedesl € Li [Ri(tr,... t,q)]* =1 & ([]%... [trw]¥) € Ry

[0 9]3 = fo([8]3, [¥]3)

und [=¢]3 = f([4]})

(5) [Vzo]® =1 :& fiir jedes a € A gilt: [[qﬁ]]g[zHa] =1

und [Fr g =1 & esgibteinac Agilt: [g]7, , =1

(1)
(2)
(3)
(4)

4
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Bemerkungen:

(1)

(2)

(4)

Die Auswertung von Formeln funktioniert analog zur Auswertung von Ter-
men. Entsprechend wird das gleiche Symbol verwendet; die Bemerkungen
zur Auswertung von Termen gelten analog.

Klausel (5) fithrt den Wahrheitswert einer quantifizierten Formel auf den
Wahrheitswert einer offenen Formel zuriick. Das stellt den wesentlichen
Grund fiir die Einfiihrung von Belegungen dar. Wiirden wir Variablen
nicht mithilfe von Belegungen eine (kiinstliche) Bedeutung zuweisen, kénn-
ten durch All- oder Existenzquantifikation entstehende Formeln nicht in-
terpretiert werden. Selbst dann nicht, wenn sie keine freien Variablen ent-
halten.

Im Gegensatz zu anderen Ansétzen (vgl. etwa van Dalen) bendtigen wir
zur Auswertung der Quantoren keine objektsprachlichen Namen fiir je-
des Objekt des Universums und ersparen uns damit die Betrachtung von
Spracherweiterungen. (Um etwa eine quantifizierte Aussage in der additi-
ven Gruppe der reellen Zahlen auszuwerten, muss bei diesem Ansatz die
die Sprache L der Gruppentheorie um Namenszeichen fiir jede reelle Zahl
erweitert werden.)

Natiirlich miissen wir in der Metasprache iiber die Objekte des Universums
sprechen und quantifizieren kénnen, um die Quantoren V und 3 auswerten
zu konnen.

Der Allquantor hitte iiber das Minimum der entsprechenden Auswertun-
gen, der Existenzquantor iiber das Maximum definiert werden koénnen.
Damit wird deutlich, dass ersterer den Junktor A und letzterer den Junk-
tor V verallgemeinert.

Nullstellige Relationen sind Wahrheitswerte. Einstellige Relationen sind
Eigenschaften von Individuen.

Das folgende Koinzidenz-Lemma sagt aus, dass zur Auswertung einer Formel
eine Belegung nur auf den freien Variablen der Formel betrachtet werden muss.
Insbesondere sind damit die Auswertungen von Aussagen ¢ (FV(¢) = @) unter
allen Belegungen gleich.
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9.5 Koinzidenz-Lemma: Fiir alle Terme ¢ und Formeln ¢ von £ und allen
L-Strukturen 2 gilt: Sind v, w zwei Belegungen, die auf den freien Variablen
von ¢ (bzw. t) iibereinstimmen, dann gilt schon:

[613 = [l (bzw. [t = [I3)
Bew.:
Zunéchst wird die Behauptung fiir Terme gezeigt:
Dies ist fiir Individuen-Konstanten ¢ und Variablen z trivial.

Sei also t = f(t1,...,t,) fiir Terme ¢1,...,t, und seien v, w zwei Belegungen,
die auf den freien Variablen von t iibereinstimmen.

Insbesondere stimmen die Belegungen jeweils auch auf den freien Variablen von
t1,...,t, liberein und damit kann die IV verwendet werden:

[13 = 6D, - [aD2) = 20D Il = [

Damit kann man die Behauptung fiir beliebige Formeln zeigen:

¢ atomar: Fir ¢ = | trivial. Fiir ¢ = P(tl, ..., ty) oder ¢ =t = s verwenden
wir die analoge Aussage iiber Terme.

¢ komplex: Fiir aussagenlogische Kombinationen ist die Aussage trivial, da die
Auswertung funktional ist. Der einzige interessante Fall ist ¢ = Va1) (bzw.
Jx4h), da im Allgemeinen nicht gilt: FV(¢) C FV(o).

Seien also v, w zwei Belegungen, die auf FV(¢) iibereinstimmen.

[6]* =1 <« fiir jedes a € A (bzw. ein a) gilt: [[w]]%[z»—»a] =1
L fiir jedes a € 2 (bzw. ein a) gilt: Hw]]zi[am—»a] =1 & [¢2=1

(%)  Wir konnen hier die IV anwenden, da v[z — a] und wlz — a] zwei
Belegungen sind, die auf FV(¢) U {z} = FV(¢) iibereinstimmen.

Damit wurde die Behauptung gezeigt. Q.E.D.
Mithilfe der Auswertung kann nun die Giiltigkeit von Formeln definiert werden.

9.6 DEF (Giiltigkeit in Strukturen): Sei ¢ € £ eine Formel.

(1) ¢ ist in einer £-Struktur 2 unter einer Belegung v giiltig.
& [ =1. Man schreibt dann: A=, ¢
Ist dies nicht der Fall, schreibt man auch: 2 ¢
(2) ¢ ist in einer £-Struktur 2 giiltig (A ist ein Modell von ¢).
& ¢ ist in A unter jeder Belegung v : VAR — A giiltig.
Man schreibt dann: 2= ¢
Ist dies nicht der Fall, schreibt man auch: 20 ¢.
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(3) Eine £-Struktur 2 ist ein Modell von I' C L.
& Fiir jedes ¢ € T gilt: AE¢. Man schreibt dann: AT
Ist dies nicht der Fall, schreibt man auch: 2AFT.

Bemerkung: 2 ¢ bedeutet nicht, dass ¢ unter keiner Belegung in 2/ giiltig
ist! Es kann eine Belegung v geben, sodass 2 =, ¢. Damit ist insbesondere auch
AL ¢ im Allgemeinen nicht dquivalent mit A | —¢! Vergleiche dazu auch das
folgende Beispiel.

Beispiele (Giiltigkeit in Strukturen): Wir betrachten die Sprache L der
Gruppentheorie.

(1) 3 = (Z,+,0) ist eine Lg-Struktur. Sei ¢ := x =z + x € L eine Formel
und v eine Belegung mit v(z) =0 € Z. Es gilt:

[6]2 =[x = 2+ 2]? =1, da in der Struktur 3 gilt:

213 = 0() = 0 = 0+ 0 = v() + v(z) = [2]3 + [2]3 = [z + 2]3.
Also: 3k, ¢.

Fiir eine Belegung w mit w(z) = 3 gilt aber:

[o]3, = w(z) =3 £ 3+3 = w(z) + w(z) = o]} + [a3 = [ + a]3.
Damit dann: [z =z + 2], = 0 und 3, ¢.

Aus letzterem folgt wiederum: 3 H ¢.

Das bedeutet: Die offene Formel x = z + z ist zwar unter der Belegung
v in 3 giiltig; insgesamt ist sie aber in der Struktur 3 nicht giiltig, 3 ist
also kein Modell der Formel z = = + z.

(2) Auch die ,,wilde* Strukur 20 = (N, min, 5) ist eine Lg-Struktur. Sei ¢ wie
eben und v eine beliebige Belegung. Es gilt nun:
[6]F = [z =2+ 2]® =1, da in der Struktur 27 gilt:
[217 = v(z) = min{v(z), v(z)} = min{[2]7, [2]"} = [= + 23"
Damit gilt unter der Belegung v die Formel = x 4+ x in der Struktur 20,
in Zeichen: Wk z=xz+x.

Da die Belegung v beliebig gewéhlt war, gilt W=, © = « + x schon fiir
jede Belegung.

Also: WEz=z+=.

Alternative Notation:

(1) Wir schreiben statt % |=, ¢ auch: A= dlai, ..., a,], falls folgendes gilt:
FV(¢) ={xiy,..., 2, } und 41 < ... < i, und v(z;,) = ag.
D.h.: die k-te freie Variable von ¢ wird durch aj belegt.

(2) Entsprechend verwenden wir die Vektor-Notation: 2= ¢[al.

- 55 -



MATHEMATISCHE LOGIK (STAND: ENDE JAN’09) QUANTORENLOGIK

9.7 DEF (Erfiillbarkeit): Sei ¢ € £ eine Formel.

(1) Eine Formel ¢ heiit erfillbar (kontingent), falls es eine Struktur 2 gibt,

(2)

in der ¢ giiltig ist. D.h.: A E¢.

Ansonsten heifit ¢ unerfillbar oder Kontradiktion.

Eine Formelmenge I' C L heiflt erfillbar, falls es eine Struktur %A gibt,
sodass jede Formel ¢ € T in 2 giiltig ist. Also:

fir jedespeI': AE¢

Ansonsten heifit I unerfillbar.

9.8 Theorem: Seien ¢, € L Formeln. Dann gilt fiir jede £-Struktur 2:

(
(
(
(
(

1
2
3
4
)

)
)
)
)
)

Ak-¢ = A

A=¢ und ARy, o AEPAD

A=¢ oder Ay, = AoV

Akgp—p =  Wemn A=¢ dann AR
Ak ¢ genau dann, wenn A, =  A=d o1

Die Umkehrungen gelten, wo nicht angegeben, nicht allgemein.

Bew.:

Wir zeigen exemplarisch (1) und (2). Der Rest verbleibt als Ubungsaufgabe.

(1) Es gelte A= —¢.

Damit gilt fiir jede Belegung v: A=, —¢.
Das bedeutet: [-¢]® = 1.
Sei v beliebige Belegung.

[¢} =1-[-¢]i =1-1=0

Es gilt also fiir diese Belegung v:  AF, .
Insgesamt gilt also: A .

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Betrachte dazu folgendes Ge-
genbeispiel:

Sei A = (A,...) eine L-Struktur zu einer beliebigen Sprache L, wobei
A := {0, 1} zwei-elementig ist. Fiir die Formel ¢ := x = y gilt: A ¢.

(Fiir eine Belegung v mit v(z) := 1 # 0 =: v(y) ist [¢]* = 0.)
Es gilt aber auch nicht: 2 —¢.
(Fiir eine Belegung v mit v(z) := 0 =: v(y) ist [-¢]* = 0.)
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(2) Es gelte A= ¢ und A 9 fiir zwei Formeln ¢ und 4. Damit gilt fiir jede
Belegung v: A=, ¢ und A=, ¢.

Das bedeutet: [¢]* = [¢]* =1. (%)

Sei v beliebige Belegung.
[o vl =[6] [l 2 1-1=1

Das bedeutet: A=, ¢ A .

Da v beliebig gewéhlt war, gilt: AE ¢ A .

Gilt hingegen 2 = ¢ A ¢, dann gilt fiir eine beliebige Belegung v:
[617 > [617 - W1 =l Aol =1

Also gilt insbesondere auch 2 = ¢. Analog erhiilt man auch: A 1.

Damit wurden beide Richtungen gezeigt. Q.E.D.

9.9 Theorem: Sind ¢,9 L-Aussagen (FV(¢) = FV(¢) = &), dann gilt
zusétzlich zu den oben genannten Implikationen auch:

1) AFEe = AE-9
AE=p VY = AE=¢ oder A=),

Wenn 20f=¢ dann A= = A — 1)

2
3

(
(
(
(4

)
)
)
) AEp—1 =  Ak¢ genau dann, wenn Af=1h.

Bew.:
Es wird die erste Behauptung gezeigt, der Rest verbleibt als Ubungsaufgabe.

(1) Es gelte: AE .
Damit gibt es (mindestens) eine Belegung w, so dass: A, ¢.
Also [¢]2 = 0. Damit gilt auch: [-¢]2 =1-[¢]2=1-0=1.
Sei v beliebige Belegung.
Da FV(=¢) = FV(¢) = @ folgt mit dem Koinzidenz-Lemma:

[~ol7 = [-¢ln =1
Da v beliebig gewihlt, gilt auch 2 —¢.

Q.E.D.
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9.10 DEF (Allabschluss): Sei ¢ € £ Formel, so dass FV(¢) = {zi,,..., =i, }
mit 43 < ... < i,. Die Aussage V(¢) 1= Vz;, ...Vx; ¢ € L heifit dann der
Allabschluss von ¢.

9.11 Lemma (Allabschluss): Sei ¢ € £ beliebige Formel. In jeder £-Struktur
A=(A4,...) gilt:
ALV o Ako
Bew.:
Sei n € N mit V(¢) = Vzq,...,Vz,. Wir schreiben Z fir (z1,...,z,).

.= Sei v eine beliebige Belegung. Es gilt v(Z) = b fiir ein b € A™.
Aus A V() folgt: AE, V(¢). Also: [V(o)]2 =1.

Das bedeutet: fiir alle @ € A™: [[QS]]%[[JH&] =1
(n-fache Auswertung des Allquantors.)
Insbesondere gilt damit auch: [¢]> @ MH?[EHE] =1

(%) v = [T — b].
»,<=“ Falls A V(¢), dann gibt es Belegung v und ein @ € A™ mit [[¢]]%[5Ha] =0.

Damit wurde mit v[Z — d| eine Belegung gefunden, unter der ¢ mit 0
ausgewertet wurde. Damit gilt schon: A} ¢. Q.E.D.
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§ 10 Sétze zur Semantik

In diesem Abschnitt werden folgende Themen behandelt: Folgerungsbegriff,
Substitution, Tautologien und Prinexe Normalformen.

10.1 DEF (allgemeingiiltig): Eine Formel ¢ € £ heiit allgemeingiiltig
(tautologisch), falls ¢ in jeder L£-Struktur 2 giiltig ist.

Man schreibt dann: = ¢.

Bemerkung: Ist eine Formel —¢ € £ allgemeingiiltig, dann ist ¢ selbst kon-
tradiktorisch (vgl. DEF 9.7). £ ¢ ist jedoch nicht hinreichend dafiir, dass ¢ eine
Kontradiktion ist.

10.2 DEF (AL-Form): Eine Formel ¢ hat die Aussagenlogische-Form 1)
(AL-Form 1), falls ¢ eine AL-Formel ist und ¢ durch geeignete Substitution der
Aussagevariablen von v entsteht. Es gibt also fiir ¢ mit ATM(v)) = {p1,...,pn}
priadikatenlogische Formeln ¢1, ... ¢, € L, so dass folgendes gilt:

¢J—“1/’[¢17-~-7¢n/]917~-«7pn]

Beispiele:
(1) Jede pridikatenlogische Formel ¢ € £ hat trivialerweise die AL-Form py,
da: ¢ = pi[o/p1].
(2) Ve:z=2— (Jz:2 =2 — Vo :z = z) hat unter anderem die AL-Form

p1 — p2 und auch die AL-Form py — (p1 — p2).

Insbesondere ist die AL-Form einer Formel ¢ € £ nicht eindeutig gegeben.

10.3 Theorem (AL-Tautologie): Hat eine Formel ¢ € £ die AL-Form einer
aussagenlogischen Tautologie v, dann ist sie (im Sinne der Priidikatenlogik)
allgemeingiiltig.

Bew. (Skizze):
Es gelte fiir geeignete Formeln: ¢ = ¢[¢1,...,én/D1,. -, Dnl-

Sei dann 2 eine beliebige £-Struktur und v eine beliebige Belegung der Variablen
in 2. Ferner sei w, eine aussagenlogische Wahrheitswertzuordnung, so dass fiir
jedes 1 < k < n folgendes gilt: w,(px) := [dr]>

Mit einer leichten Induktion LiBt sich zeigen: [¢]* = [¢]w, =1
Da v beliebig gewihlt wurde, gilt also: 20 }=¢.
Da 2 beliebig gewéhlt war, gilt insgesamt: = ¢. Q.E.D.

Beispiel: Die Formel Vz¢ — (Jz(yp — o) — Vz¢) ist allgemeingiiltig (fiir
beliebige Formeln ¢,1,0 € L), da sie die AL-Form p — (¢ — p) hat und das
eine AL-Tautologie ist.
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10.4 DEF (Folgerung): Eine Formel ¢ € L folgt aus einer Formelmenge
I' C L, falls fiir jede £-Struktur 2 und dort fiir jede Belegung v gilt:

Ql':v]'—‘ = m}:vﬁb

Man schreibt dann: T'f=¢.

Bemerkungen:

(1) Es geniigt nicht, solche Strukturen zu betrachten, in denen I' giiltig ist.
Insbesondere miissen auch in Strukturen 2 mit AT solche Belegungen
v betrachtet werden, unter denen gilt: A=, T.

(2) Mithilfe des Koinzidenz-Lemmas kann die Definition fiir Aussagen verein-
facht werden:
Fiir ¢ € £ Aussage und I' C £ Aussagenmenge gilt: T'E¢
< Fiir jede £-Struktur 2 gilt: AET = Ao
(3) Vergleicht man diese Definition mit der aussagenlogischen Folgerung, wird

die Parallele zwischen den Wahrheitswertzuordnungen einerseits und den
Strukturen und Belegungen andererseits deutlich.

(4) IstT = {41,...,1,} endlich, dann schreiben wir auch 1, . .., ¥, = ¢ statt
{w1a7’l/)n}’:¢

(5) Sind A,T' C L zwei Formelmengen und ¢ € L eine Formel, dann folgt aus
A CT und A ¢ schon I' = ¢.

(6) Die logische Folgerung ist bei uns fiir Formeln mit freien Variablen so
definiert, dass sie fiir jede einzelne Belegung gilt. Haufig wird der Begriff
der logischen Folgerung nur fiir Aussagen definiert.

10.5 Lemma (Import-Export): Sei I' C £ Formelmenge, ¢, € L zwei
Formeln. Dann gilt: AU{¢}E¢ genau dann, wenn Ak — ¢

Bew.:
»= Sei A eine L-Struktur, v eine Belegung, so dass A=, A. Falls A}, 1, dann

gilt schon A= 1 — ¢. Gilt hingegen 2 =, 1, dann folgt aus AU {¢} ¢
zunichst A =, ¢ und wieder A=, 1 — ¢.

»<=“ Analog. Q.E.D.

10.6 DEF (logisch-iquivalent): Zwei Formeln ¢,v € L heiflen logisch-
dquivalent (¢ 5 E 1), falls folgendes gilt: ¢E und P E¢.

Bemerkung: Zwei Formeln ¢,1 € L sind genau dann logisch-dquivalent,
wenn £ ¢ <« 1 gilt.
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10.7 Satz (Quantoren): Fiir alle £-Formeln ¢ und alle Variablen z gelten
folgende Beziehungen:

(1) FzpdE-Ve-¢ und VepdpE-Tx-¢
(2) VaVypg EVyVere¢ und Faxyé g E Iy

(3) FaVy¢ | VyIrg
Die Umkehrung gilt nicht im Allgemeinen. Es gibt also Formeln ¢ mit:

Va Iy H FyVad

Bew.: Verbleibt als Ubungsaufgabe. Q.E.D.

Im Folgenden soll die Substitution definiert werden. Wieder muss man diese
zuerst fiir Terme definieren, um dann die Definition auf Formeln erweitern zu
konnen. Auf eine exakte (rekursive) Definition, wie in der Aussagenlogik ge-
macht, wird hier zugunsten der leichteren Lesbarkeit verzichtet.

10.8 DEF (Substitution): Die Substitution ist wie folgt definiert:

(1) Seit,s € TERM, z eine Variable: t[s/x] ist derjenige Term, in der jedes
Vorkommen von z in ¢ durch s ersetzt wurde.

(2) Sei ¢ € L, s € TERM und z eine Variable: ¢[s/x] ist diejenige Formel,
in der jedes freie (!) Vorkommen der Variablen z in der Formel ¢ durch
den Term s ersetzt wurde.

(3) Sei ¢ € L, 51,...,8, € TERM und z1,...,z, paarweise verschieden Va-
riablen:  ¢[s1/x1, 82/, ..., $n/xn] = ¢[5/Z] ist diejenige Formel, in der
simultan alle freien Vorkommen der Variablen z1,...,x, in der Formel ¢
durch die entsprechenden Terme ersetzt wurden.

(4) Sei I’ C L eine Formelmenge, s € TERM und x eine Variable:

[[s/x] .= {¢[s/z]; ¢ €T}

Konvention (Notation der Substitution): Es wird fiir die Substitution
eine informelle, suggestive Notation verwendet:

Wird an einer Stelle ¢(x1, . .., x,) geschrieben, bedeutet dies, dass in der Formel
¢ die Variablen x4, ...,x, vorkommen kénnen. Wird dann im selben Kontext
o(t1,...,t,) geschrieben, dann wird damit die simultane Substitution durch die
Terme t1,...,t, angedeutet.
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Bemerkungen:

(1) Man beachte, dass bei der Substitution nur freie Vorkommen einer Va-
riablen ersetzt werden. Gebundene Vorkommen der Variablen bleiben un-
verandert.

(2) Wie schon in der Aussagenlogik unterscheidet sich die mehrfache Hinter-
einanderausfithrung von Substitutionen von der simultanen Substitution.
Analoge Beispiele wie in der Aussagenlogik lassen sich leicht angeben.

(3) Eine Formel kann bei Substitution ihre Bedeutung wesentlich verindern;
dies geschieht, wenn durch die Substitution neue Variablen in den Wir-
kungsbereich von Quantoren kommen. Betrachte dazu folgende Formel:

o:=dr:x=1+4+y

Unabhéngig von der Belegung der Variablen y gilt diese Formel in den
natiirlichen Zahlen.
e dzfyl=TFr:x=1+42
Hier hat sich offenbar an der Wahrheit der Formel nichts geéindert.
o plzfyl=Tx:x=1+4+2x
Diese Formel ist in den natiirlichen Zahlen nicht mehr giiltig; ihr

Wahrheitswert hat sich verdndert.

Die Substitution sollte aber wahrheitskonservierend sein.

Die letzte Bemerkung motiviert zu folgender Definition.

10.9 DEF (frei einsetzbar): Ein Term ¢ ist in einer Formel ¢ frei einsetzbar
fiir die Variable x, falls:

1) ¢ atomar ist,

2) falls ¢ =1 oo und t sowohl in 1 als auch in o fiir x frei einsetzbar ist,

3) falls ¢ = —1p und t in @ fiir = frei einsetzbar ist oder

(1)
(2)
(3)
(4) falls ¢ = Qyi fiir einen Quantor Q und es gilt:

o © & FV(¢) oder ()
e y Z FV(t) und t ist frei einsetzbar fiir x in .

Das bedeutet: durch die Substituition gerét keine Variable in den Wirkungs-
bereich eines Quantors, der diese Variable binden wiirde.

Konvention: Im Folgenden wird bei Substitutionen immer vorausgesetzt,
dass freie Einsetzbarkeit vorliegt.
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10.10 Uberfithrungs-Lemma: Sei ¢(x) € L beliebige Formel, ¢t ein Term,
der in ¢ fiir die Variable x frei einsetzbar ist. Dann gilt fiir jede L£-Struktur
A = (A4,...) und jede Belegung v:

[} = [[¢($)]]%[1H[[t]]3l]
Bew.:
Durch Induktion. Verbleibt als Ubung. Q.E.D.

Eng verwandt mit der Substitution ist das Konzept der gebundenen Umbenen-
nung. Dabei geht es darum, logisch gleichwertige Varianten von Formeln zu
konstruieren, in denen die Variablen, die durch Quantoren gebunden sind, um-
benannt werden.

10.11 DEF (Variante): Sei ¢ € L beliebige Formel.

(1) Sei Qzy(x) < ¢ fiir einen Quantor @ € {V,3} eine Teilformel von ¢ und
y eine Variable, die in ¢ nicht vorkommt (weder gebunden noch frei).

Die Formel ¢/, die aus ¢ entsteht, indem die Teilformel Qx 1(x) durch die
Formel Qy ¢ (y) ersetzt wurde, heifit einfache Variante von ¢.

Diese Ersetzung von Teilformel wird gebundene Umbenennung genannt.

(2) Entsteht ¢’ durch beliebig hiufige Anwendung der gebundenen Umbenen-
nung aus ¢, so heifit ¢’ Variante von ¢.

(3) Eine Formelmengen IV C £ heifit Variante einer Formelmenge I' C £, falls
sie folgendes erfiillt:
(a) Jede Formel ¢’ € I ist Variante einer Formel ¢ € T.

(b) Fiir jede Formel ¢ € T gibt es eine Formel ¢’ € I, so dass ¢’ eine
Variante von ¢ ist.

Bemerkungen:

(1) Durch die gebundene Umbenennung kann man erreichen, dass zu einer
vorgegebenen Formel ¢ und einem Term ¢ eine Variante von ¢ gefunden
wird, in der ¢ frei einsetzbar ist.

(2) Variantenbildung ist nicht symmetrisch.

So ist etwa die Formel ¢ := Vz : © = 2 AVy : y = y eine Variante der
Formel ¢ :=Vz:z=axAVz:z =12

Da aber bei der Varianten-Bildung nur neue Variablen zugelassen sind
und jeweils nur ein Vorkommen eines Quantors ersetzt wird, kann ¢ keine
Variante von ¢ sein.

(3) Ist eine Formel ¢ € L Variante einer Formel ¢ € £, dann sind ¢ und v
logisch-dquivalent. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.
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(4) Vorsicht: Die Variante I einer Formelmenge I' muss nicht die gleiche
Kardinalitét haben wie die urspriingliche Menge.

So ist {¢/ € L : ¢ ist Variante von Vo : = z} eine unendlich grofie
Variante der einelementigen Menge {Vx : x = x}.

Ebenfalls kann die Variante einer Menge echt kleiner als die urspriingliche
Menge werden, falls in der urspriinglichen Menge verschiedene Varianten
einer Formel enthalten sind. So ist {Vz : x = x} eine Variante der Menge
{Ve:z=2a,Vy:y=y}

Zum Abschluss dieses Abschnittes werden prianexe Normalformen von Formeln
diskutiert. Um die Beweise zu vereinfachen, wird ab hier angenommen, dass
neben den beiden Quantoren V und 3 lediglich L und — als Junktoren in der
Sprache vorkommen. Die anderen Junktoren werden als abkiirzende Schreibwei-
sen verstanden.

10.12 DEF (PNF): Eine Formel ¢ heifit Prinexe Normalform (PNF), falls
sie der Form ¢ = Q12y, ... Qrxn, ¥ ist, wobei die (); beliebige Quantoren und
1 eine quantorenfreie Formel sind. Der Quantorenblock wird auch Prdifiz und
die Formel v als Kern oder Matrixz von ¢ bezeichnet.

Zur Konstruktion einer PNF zu einer beliebigen Formel werden einige logische
Aquivalenzen benétigt:

10.13 Theorem (Logische Aquivalenzen): Seien ¢, € leeliebige For-
meln. x eine Variable, so dass ¢ FV(¢). Dann gelten folgende Aquivalenzen:

(1) Vz(¢ = ¢) =Y — Vzo)
(2) (¢ — )4 — Fxg)
3) Va(¢ —¢) 4 E(Erg — ¢)
(4) 3a(¢ = ¢)HE(Vro — )

Bew.:
Wir zeigen exemplarisch (1), der Rest verbleibt als Ubung.
Sei dazu 2 = (A, . ..) beliebige Struktur, v beliebige Belegung. Es ist zu zeigen:

Ak, Vo —¢) & AE,P - Voo

»= Es gelte also: A=, Va (v — ¢). Angenommen A, ) — V.
Dann muss gelten: A=, ¢ und es gibt ein a € A mit A, 5 d(2).
Da z ¢ FV(¢) gilt mit dem Koinzidenz-Lemma: 2 ’:v[zl—nz] )
Damit wurde aber ein a € A gefunden mit: Q(bév[x,_”ﬂ v — P

Das ist ein WIDERSPRUCH zu: 2 V(¢ — ¢)
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»<=* Es gelte nun A =, 1) — Va¢. Angenommen A, V() — ¢).
Dann gibt es ein @ € A mit: AP (b —¢). (%)
Damit gilt insbesondere: 2=, ¢.

Und mit Koinzidenz-Lemma auch: A= .

Nach Voraussetzung muss also auch gelten: A=, Vo
Nach (x) gilt aber: AP 1 ¢.

Was ein WIDERSPRUCH ist.

Damit wurden beide Richtungen der Aquivalenz gezeigt. Q.E.D.

Bemerkung: Aus (3) ergibt sich leicht, dass die Formel Jz(¢(z) — Vyo(y))
allgemeingiiltig ist. Das erscheint auf den ersten Blick paradox. Man mache sich
semantisch klar, warum diese Formel allgemeingiiltig ist.

10.14 Theorem (PNF): Zu jeder Formel ¢ € £ gibt es eine logisch-dquiva-
lente Formel ¥ € L, so dass 1 eine prianexe Normalform ist und dieselben freien
Variablen wie ¢ hat (FV(¢) = FV(¢)).

Bew.:

Um die Behauptung zu beweisen, sollen die Aquivalenzen aus obigem Theo-
rem verwendet werden. Dazu muss sichergestellt werden, dass die Variablen-
Bedingungen erfiillt sind. Dies erreicht man durch geeignete Varianten der zu
betrachtenden Formeln. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber den Formel-
aufbau.

¢ ist atomar: Dann ist ¢ schon in PNF und es ist nichts zu zeigen.
IV: Zu ¢ und o gibt es geeignete Formeln ¢’ und ¢’ in PNF.

¢ = Va1): Die Formel Vxv' ist in PNF.
Ebenfalls gilt FV(¢) = FV(Vay') und E ¢ < Vay'.

¢ = 1 — o: Mit der IV erhalten wir geeignete ¢’ und ¢’ in PNF. Es gilt also:

W= Qulzy ... Quant” und o' = Qui1Znit - QnimTnimo’
fiir geeignete n,m € N und v”, 6" € L quantorenfrei.

Seien y1, ..., Yn+m paarweise verschiedene, neue Variablen, die alle nicht
in ¢ = ¢ — ¢’ vorkommen. (Solche Variablen gibt es, da die Formel
endlich lang ist und unendlich viele Variablen zur Verfiigung stehen.)
Insbesondere gilt fiir 1 <i <n+m damit: y; ¢ FV(¢') (%)

Sei ¢ das Resultat der gebundenen Umbenennung der Quantoren Q;x;
in Q;y; in der Formel ¢".

Nun kénnen alle Quantoren von ¢”’ der Reihe nach mit Theorem 10.13 vor
die Formel gezogen werden, da aufgrund von (x) die Variablen-Bedingung
erfiillt ist.

Das Resultat ¢~> hat dieselben freien Variablen wie ¢, beide Formeln sind
logisch-dquivalent und ¢ ist eine PNF. Q.E.D.
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Bemerkung;:

(1)

Die PNF zu einer Formel ¢ ist nicht eindeutig bestimmt. Es kommt auf die
Umbenennung der gebundenen Variablen an; auf die Reihenfolge, in der
die einzelnen Quantoren nach vorne gezogen werden, und schliefSlich kann
man die innere Formel v auch durch logisch-dquivalente Formeln ersetzen.

Der Satz deutet nur an, wie man praktisch bei einer gegebenen Formel
¢ eine geeignete PNF findet. In der Praxis werden zuerst alle gebunden
Variablen wie im Fall — umbenannt. Anschliefiend ist eine Umbenennung
nicht mehr notwendig und die Quantoren koénnen schrittweise aus den
einzelnen Teilformeln herausgezogen werden.

Verwendetet man weitere Junktoren in der Sprache, kann man diese ent-
weder alle durch — und L ausdriicken oder man benotigt weitere logische
Aquivalenzen, um die Quantoren aus den Teilformeln herauszuziehen.
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§ 11

Syntaktisches Schlief3en

Der Kalkiil des Natiirlichen Schlieflens wird in diesem Abschnitt auf die Pridi-
katenlogik erweitert. Es werden formal wieder mehrere verschiedene Kalkiile
eingefiihrt, die sich durch die verwendeten Schlussregeln unterscheiden. Diese
bezeichnen wir aber alle als Kalkiil des Natiirlichen Schlieflens.

Vorbemerkungen:

(1)

Der Kalkiil aus der Aussagenlogik wird hier erweitert. Das bedeutet, dass
alle Schlussregeln fiir Junktoren aus der Aussagenlogik unveréndert {iber-
nommen werden.

Sétze, in denen lediglich iiber Junktoren gesprochen wurde, kbnnen aus
der Aussagenlogik direkt in die Pridikatenlogik iibertragegen werden und
bleiben damit hier erhalten.

Die auf den Schlussregeln eines Kalkiils aufbauenden Definitionen (etwa:
Ableitung, Hypothesenmenge oder Ableitbarkeit) miissen fiir jeden neu-
en Kalkiil in Abhéngigkeit der dort vorhandenen Schlussregeln separat
definiert werden.

Diese Definitionen erfolgen vollig schematisch in Analogie zu den Defini-
tionen, die in der Aussagenlogik vorgestellt wurden. Entsprechend werden
diese Definitionen hier nur noch implizit vorausgesetzt.

Es wird — soweit nicht anders gesagt — eine formale Sprache £ mit be-
liebiger Signatur (o, 7,I) vorausgesetzt. Im Alphabet von L stehen der
Allquantor (V) und folgende Junktoren zur Verfiigung: L, — und A.

Die Negation wird grundsétzlich als abkiirzende Schreibweise verstanden.

Die andere Junktoren (insbesondere die Disjunktion und die Biimplikati-
on) und auch der Existenzquantor (3) werden, solange nichts anders gesagt
wird, als Abkiirzungen verstanden (es gilt: Jx¢ = =Vz—g).

In einigen Satzen — dort wird noch einmal darauf hingewiesen — wird auch
die Konjunktion zur Vereinfachung des Beweises als abkiirzende Schreib-
weisen interpretiert.

Als grobe Regel 1483t sich festhalten: Gehoren die Schlussregeln bzgl. eines
Zeichens zum betrachteten Kalkiil, dann wird das Zeichen als zur Sprache
gehorend aufgefafit. In diesem Fall muss die gegenseitige Ableitbarkeit
zwischen Formel und Abkiirzung — die hier tatséchlich keine ist — bewiesen
werden.

Stehen die Regeln im Kalkiil nicht zur Verfiigung, dann handelt es sich
um echte Abkiirzungen. In diesem Fall ist die gegenseitige Ableitbarkeit
trivial. Das Gelten der gewohnten Schlufiregeln hingegen muss bewiesen
werden.

Gelegentlich wird im Folgenden aus Platzgriinden bei konkreten Ableitun-
gen auf die Notation der verwendeten Schlussregel verzichtet; diese 148t
sich aber leicht aus dem Kontext ergénzen.
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Bemerkung: Die Schlussregeln fiir Quantoren erfordern eine gewisse Vorsicht
beim Umgang mit den Variablen. Niheres steht bei den einzelnen Regeln. Die
Regeln werden jeweils zweimal angegeben: links in informeller und rechts in
,,offizieller“ Notation.

11.1 DEF (Regeln fiir Quantoren): Fiir die Quantoren gelten folgende
Regeln:

(1)

Einfithrung des Allquantors:

D D
¢(x) ¢
Vao(z) (V) \A70) (v1)

Die Variable x darf in keiner Annahme, von der ¢ abhéngt, frei vorkom-
men. (Es muss gelten: 0 € Hyp(D) = z ¢ FV(0))

Beseitigung des Allquantors:

Vep(x) Vo
ot ) oty )

In der Formel ¢(x) muss ¢ frei einsetzbar fir « sein.

Einfiihrung des Existenzquantors:

ORI olt/]

LIV (31)
Jzp(x) Jz¢

Hier wird vom Resultat einer Substitution auf die urspriingliche Formel
geschlossen, die zudem quantifiziert wird. Die urspriingliche Formel ¢(x)
(bzw. die Variable z) muss so gewihlt werden, dass der Term ¢ frei ein-
setzbar ist fiir z.

Beispiel:

Vy(z =y —y=2)

Z = (31) #(2)
Savy((@ = y) — (

) )

(31)

<

In der Formel ¢(z) = Vy(x =y — y = z) ist der Term ¢ = z frei einsetzbar
fiir z. Entsprechend darf man von der Prémisse ¢(z) aus schlielen.

Anstatt von ¢(z) hitte man auch von ¢(z) aus schliefen koénnen, da in
¢(x) auch x frei einsetzbar ist.
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(4) Beseitigung des Existenzquantors:

(4] (9]
D D
Jzg(x) Y (3E) Jz¢ (4 (3E)
G G

Die Variable x darf weder in % noch in den offenen Annahmen von D —
abgesehen von ¢ selbst — frei vorkommen.

(Es muss gelten: o € (Hyp(D)\{¢(2)}) U{¢v} =2 €FV(o))

11.2 DEF (Der Kalkiil NK'): Der Kalkiil, der aus folgenden Schlussregeln
besteht, wird mit NK’ bezeichnet:

(1) Schlussregeln fiir die Junktoren A, — und die RAA

(2) Schlussregeln fiir den Quantor ¥

Bemerkungen:

(1) TIm Kalkiil NK’ gibt es keine Regeln fiir den Umgang mit dem Gleichheits-
zeichen. Damit wurde aber nicht gefordert, dass das Gleichheitszeichen in
der zugrundeliegenden Sprache £ nicht vorkommt.

Tatséchlich gehort das Gleichheitszeichen immer zum Alphabet einer for-
malen Sprache. In diesem Kalkiil kommen lediglich die Eigenschaften der
Identitdt im Kalkiil nicht zum Tragen.

(2) Wie schon in der Aussagenlogik kann der Kalkiil NK' erweitert werden.
Der Kalkiil, der um die Regeln fiir die Disjunktion, die Biimplikation und
den Existenzquantor erweitert wurde, wird mit NK bezeichnet.

Im Kontext von NK geht man davon aus, dass alle Junktoren (bis auf die
Negation) und die Quantoren genuin zur Sprache gehoren. Im Kontext
von NK’ hingegen werden auch der Existenzquantor, die Disjunktion und
die Biimplikation als abkiirzende Schreibweisen verstanden.
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Wir haben in der Semantik gesehen, dass der Existenzquantor dort durch den
Allquantor und der Negation ausgedriickt werden kann. Hier wird im Folgenden
dieser Zusammenhang im Kalkiil des Natiirlichen Schlieflens diskutiert. Dabei
sind zwei Fille zu unterscheiden:

(1) Der Existenzquantor gehort genuin zum Alphabet der formalen Sprache
und hat eigene Schlussregeln. Auf dieser Grundlage wird im Kalkiil NK
gezeigt:

Jx¢p4F-Vr—-¢ und Vzeeo-dFk-Ir—¢

(2) Im anderen Fall ist der Existenzquantor eine abkiirzende Schreibweise.
Die Formel Jz¢ kiirzt die Formel =Vx—¢ ab. Hier stehen die Schlussregeln
fiir den Existenzquantor im Kalkiil NK’ nicht zur Verfiigung und miissen
entsprechend bewiesen werden.

Nach Behandlung beider Fille weifl man, dass es unerheblich ist, ob der Existenz-
quantor zur Sprache gehort oder als Abkiirzung mit abkiirzenden Schlussregeln
eingefiithrt wurde.

11.3 Theorem: Gehort der Existenzquantor genuin zur Sprache £ und stehen
seine Schlussregeln zur Verfiigung, dann gilt fiir beliebige £-Formeln ¢ und
Variablen z im Kalkiil NK:

(1) Jzp-F —Vz-¢
(2) Va-F—Jz-¢

Bew.: Wir zeigen exemplarisch die erste Aussage.

Wir miissen dazu zwei Ableitungen D; und D, angeben, in der aus der linken
Formel die rechte Formel bzw. umgekehrt abgeleitet wird.

ol
Dy e [6(2))" ~0(x)

«“ . 1 .
—Vz-¢p(2) Vz—¢(z)
L .
ey (RAA:2)

Da die Nebenbedingungen an die verwendeten Terme und Formeln jeweils bei
(*) eingehalten werden und insbesondere bei (%) die Formel ¢(z) schon gelscht
ist, ist die erste Behauptung gezeigt. Q.E.D.
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11.4 Theorem: Ist der Existenzquantor eine abkiirzende Schreibweise, dann
sind die Schlussregeln fiir den Existenzquantor giiltig.

Es gilt also im Kalkiil NK':
(1) Sei ¢(x) eine Formel, so dass ein Term ¢ frei in ¢ fiir eine Variable x
einsetzbar ist. Dann gilt: ¢ (t) F Jzd(x)
(2) SeiI' Formelmenge, ¢(z), o zwei Formeln. Es gelte zudem: fiir jedes ¢ €
Fistz ¢ FV(¢),x ¢ FV(o) und I', ¢(z) F 0. Dann gilt auch: T, Jzg(z) Fo.
Bew.:

(1) Betrachte folgende Ableitung:

[Vz-g()]"
70 0
1
~Va—g(a)

Joé(x)

(%)

(—1I1)
(=)

(2) Nach Voraussetzung gibt es eine Ableitung D mit Hyp(D) C T'U {¢(x)}
und Endformel o. Betrachte nun folgende Ableitung:

[b(2)]!
D
o (o]
L .
Soo(e) (@) (;I)’”
Vag(x) Va-g(z)
L (RAA2)

Es ist zu beachten, dass nach Voraussetzung jeweils bei (x) die Nebenbedingun-
gen an die verwendeten Terme und Formeln bei den Schlussregeln eingehalten
wurden. Q.E.D.

Bemerkung: Die letzten beiden Theoreme zeigen, dass wir in der Praxis
nicht unterscheiden miissen, ob der Existenz-Quantor genuin zur Sprache gehort
oder nicht. Wir werden jeweils von dem Fall ausgehen, der einfacheres Arbeiten
verspricht. So werden wir bei Induktionen iiber Formel- und Beweisaufbau zu-
meist von Abkiirzungen ausgehen, bei konkreten Ableitungen die Schlufiregeln
dennoch verwenden.

Ebenfalls gilt Theorem 10.13 analog, wenn man ,,= E“ durch ,,4F* ersetzt und
auf NK’ bzw. NK bezieht. Wir zeigen im Folgenden exemplarisch einen der
Félle; der Rest verbleibt als Ubung.
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Im Folgenden wird der Kalkiil so erweitert, dass die Eigenschaften der Gleichheit
verwendet werden.

11.5 DEF (Regeln fiir die Identitit): Fiir das Gleichheitszeichen gelten
folgende Regeln:

(1) Reflexivitiit:

(IR1)

Dabei ist t ein beliebiger Term.

Bemerkung: Das ist die einzige Schlussregel im Kalkiil des Natiirlichen
Schlieflens, die keine Pramissen hat. Damit kann diese Regel mit einem
Axiom (genauer: Axiom-Schema) identifiziert werden.

Damit ist die folgende Ableitung zuldssig, um FVz : x = = zu zeigen:
(IR1)
(V1) (%)

Ve: z=2x

(x) Alleinfiihrung erlaubt, da es keine offenen Annahmen gibt, in denen
x frei vorkommt.

(2) Symmetrie:

t==s
——= (IR
—, (IR2)

Dabei sind ¢, s beliebige Terme.

(3) Transitivitét:

Dabei sind t, s, r beliebige Terme.

(4) Einsetzbarkeit (Substitutivitét) in Terme:

Dabei sind t,...,t,, s1,. .., S, beliebige Terme.
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(5) Einsetzbarkeit (Substitutivitét) in Formeln
(zunéchst in informelle Notation):

t, = ety = t
1 S1 n Sn ¢(‘) (IR4 )
()
Dabei sind t4,...,t,, S1,..., S, Terme, so dass die freie Einsetzbarkeit in

der Formel ¢ gegeben ist. Es wird aber nicht vorausgesetzt, dass der Term
t; an jedem freien Vorkommen durch s; ersetzt wird (1 <i <n).

Diesem wird die formale Notation gerecht:

Sn o[t/7]

t1:81

.oty =
— = (IR4)
¢[5/7]
Man muss eine Formel ¢ rekonstruieren, so dass ¢[t/Z] zur Primisse wird
und ¢[§/Z] zur Konklusion. Dabei kénnen in ¢ durchaus schon einige

Terme ¢; vorkommen (1 < ¢ < n). Das sind dann diejenigen, die in der
informellen Notation nicht ersetzt wurden.

Es muss natiirlich beachtet werden, dass die verwendeten Terme fiir die
Variable z frei einsetzbar sind.

Die Schlussregel der Einsetzbarkeit in Formeln wird genauso wie die der
Einsetzbarkeit in Terme gekennzeichnet.

11.6 DEF (Der Kalkiil NK_): Der Kalkiil, der aus folgenden Schlussregeln
besteht, wird mit NK_ bezeichnet:

(1) Schlussregeln fiir die Junktoren A, — und die RAA
(2) Schlussregeln fiir den Quantor V
(3) Schlussregeln fiir die Identitét

Bemerkung: Wieder kann der Kalkiil NK_ zum vollen Kalkiil NK_ erweitert
werden. Hier stehen insbesondere auch die Schlussregeln fiir die Disjunktion, die
Biimplikation und den Existenzquantor zur Verfiiigung.

11.7 Satz (Redundanz von Regeln): Die Schlussregeln IR, und IR3 kénnen
durch Anwendung von IR; und IR4 ersetzt werden.

Bew.:

(1) Redundanz von IR»:
Seien t und s beliebige Terme, = eine Variable, die nicht in ¢ vorkommt.
Setze ¢(z) : = x =+t.

Die Terme t und s sind in ¢ frei einsetzbar fiir x und es gilt:

o(t) = olt/z] =t =1t und ¢(s) = g[s/ax] =5 =t
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Die Behauptung folgt mit folgendem Ableitungsbaum:

(2) Redundanz von IRg:
Seien t, s, beliebige Terme, x eine Variable, die nicht in r vorkommt.
Setze ¢(z) : = z =r.

Die Terme s und ¢ sind in ¢ frei einsetzbar fiir  und es gilt:
o(t) = ¢lt/a] =t =r und ¢(s) =¢@[s/z] =s=r
Die Behauptung folgt mit folgendem Ableitungsbaum:

t=3s ) t==s )
s=1 g L e M

Bemerkung: Die Regel IRy kann auf Terme ¢ beschrinkt werden, die ent-
weder eine Variable x oder eine Konstante ¢ sind. Fiir aus Funktionszeichen
zusammengesetzte Terme ¢ ergibt sich ¢ = ¢ mit der Regel IR4. (Induktions-
beweis!) Wiirde man zudem bei IR4 Konstanten als 0-stellige Funktionszeichen
zulassen, dann kann die Regel IR; auf Variablen x eingeschrinkt werden.

Als néchstes soll — wie schon in der Aussagenlogik — die Korrektheit des Kalkiils
bewiesen werden; diese geht als eine Beweisrichtung in den Vollstdndigkeitssatz
ein, der im n#chsten Paragraphen behandelt wird. Zur Vereinfachung des Bewei-
ses gehen wir davon aus, dass insbesondere auch der Junktor A eine abkiirzende
Schreibweise ist.

11.8 Theorem (Korrektheit von NK'): Der Kalkiil NK' ist korrekt. Das
bedeutet: fiir jede Formelmenge I' C £ und jede Formel ¢ € L gilt:

Tk = TE¢

Bew.:

Betrachte zunichst folgende Aussage:
Fiir jede Ableitung Z gilt: Hyp(D)E¢ (%)

Zeige (*) durch Induktion iiber den Aufbau von Beweisen:
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D =~
IV:

¢: Damit ¢ € Hyp(D) und Aussage gilt trivialerweise.
Die Behauptung (x) gelte fiir die Ableitungen Dy und Ds.

D, Dy
) ¢—v . Hyp(D)= Hyp(D:1)UHyp(Dy).
(G

Zu zeigen ist:  Hyp(D) 1.

Sei A beliebige L-Struktur, v eine Belegung mit: A=, Hyp(D).
Nach IV gilt: A, ¢ und A=, ¢ — .

Damit gilt schon: 2k .

Also gilt fiir jede £-Struktur 2 und jede Belegung v:

AR, Hyp(D) = AR, ¢
Damit gilt aber schon: Hyp(D) = .

%b]
J : Hyp(D) € Hyp(Ds).

o=

Angenommen Hyp(D) £ ¢ — 1. Dann gibt es eine £-Struktur 2 und eine
Belegung v mit: A=, Hyp(D) und A, ¢ — .

Damit gilt insbesondere: 2=, ¢ und AR, .

Mit Hyp(D:1) € Hyp(D) U {¢} folgt daraus: A=, Hyp(D:).
Aus der IV folgt damit: A= 1 WIDERSPRUCH

Also doch: Hyp(D)E ¢ — .

D,
o(x) : Hyp(D) = Hyp(D1)
YV ¢(x)

Angenommen Hyp(D) FVzgp(x).

Das bedeutet, dass es eine £-Struktur 2 = (A4,...) und eine Belegung v
gibt mit: A=, Hyp(D) und A}, Ved(x).

Aus letzterem folgt, dass es ein a € A gibt mit: [[¢(a:)]]%[zHa] =0. (%)
Aufgrund der Schlussregeln gilt fiir jedes o € Hyp(D): « ¢ FV(0).
Ebenfalls gilt: A=, Hyp(D;), da Hyp(D) = Hyp(D:).

Mit dem Koinzidenz-Lemma folgt: A= (o a) HyP(D1).

Daraus folgt aber nach IV: 2=, ¢(z)

Das ist aber ein WIDERSPRUCH zu (*).
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Dy
D= Vzg(z) : Hyp(D)= Hyp(D1).

(1)

Nach IV gilt: Hyp(D) EVao(z).

Sei ¢ beliebiger Term, der fiir « frei einsetzbar ist in ¢(x).

Sei A = (A, ...) eine L-Struktur und v eine Belegung mit: A=, Hyp(D).
Nach IV gilt: A=, Vap(x).

Also [[qb(x)]]%[wHa} =1 fiir jedes a € A. Insbesondere fiir a := [t]* € A.

Mit dem Uberfiihrungs-Lemma gilt damit: 1 = [¢(x) Saepga) = [POI
Damit gilt schon: Hyp(D) E ¢(¢).

Insgesamt wurde (x) gezeigt.

Zeige nun die eigentliche Aussage: Es gelte nun ' ¢. Also gibt es eine Ablei-
tung D, die dies zeigt. Insbesondere gilt dann auch: Hyp(D)+ ¢.

Nach () gilt: Hyp(D) &= ¢. Aus Hyp(D) C T folgt schliefilich: T = ¢.
Damit ist die Korrektheit des Kalkiils gezeigt. Q.E.D.

Bemerkungen:

(1) Der Kalkiil NK ist ebenfalls korrekt.

(2) Der Kalkiil NK_ ist ebenfalls korrekt, da die Axiome und Regeln fiir die
Gleichheit aufgrund der ,inhaltlichen® (metasprachlichen) Identitéit auch
semantisch giiltig sind.

Zum Abschluss des Paragraphen soll noch das Substitutions-Theorem vorgestellt
werden. Eine ausfiihrliche Diskussion findet sich im Anhang.

11.9 Substitutions-Theorem (fiir NK'): Seien I' C £ Formel-Menge, ¢ € £
Formel und t beliebiger Term, der fiir eine Variable x frei einsetzbar ist in ¢.
Dann gilt:

kv ¢ = Tlt/z]bFake @[t/2]

Bew.: Hier ohne Beweis, vgl. Anhang. Q.E.D.

Bemerkung: Das Theorem ist auch fiir die Kalkiile NK und NK_ giiltig.
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§ 12 Vollstindigkeit

Wie schon in der Aussageblogik umfafit der weite Begriff der Vollstindigkeit
sowohl die Korrektheit als auch die eigentliche Vollstiandigkeit eines Kalkiils.
Ziel dieses Abschnittes ist die Vollstdndigkeit des Kalkiils NK_ zu zeigen. Wie
auch in der Aussagenlogik ist die Korrektheit des Kalkiils einfach zu zeigen; dies
ist schon im letzten Abschnitt geschehen. Fiir die eigentliche Vollstéindigkeit
wird zunéchst der Theorie-Begriff benotigt. Damit gelingt es, die Existenz von
Modellen fiir widerspruchsfreie Aussagenmengen zu zeigen. Daraus folgt dann
die eigentliche Vollstindigkeit des Kalkiils. Der Abschnitt endet mit einigen
direkten Konsequenzen der Vollstandigkeit.

Voraussetzung (Sprache): In diesem Abschnitt wird zur Vereinfachung
der Beweise eine formale Sprache £ lediglich mit den Junktoren 1 und — und
dem Quantor V vorausgesetzt. Die anderen Junktoren und der Existenzquantor
werden als abkiirzende Schreibweise verstanden. Die Signatur der Sprache bleibt
beliebig.

Analog zu den (maximal)-konsistenten Mengen der Aussagenlogik werden jetzt
in der Pridikatenlogik (vollstindige) Theorien eingefiihrt:

12.1 DEF (Theorie): Sei T C L eine Menge von Aussagen (!).

(1) T ist deduktiv abeschlossen (unter Ableitbarkeit abgeschlossen), falls fiir
jede Aussage ¢ € L gilt:

TH¢ = o¢€T
Dann wird T" auch Theorie genannt.

(2) Ded(T) :={p € L: TF¢und FV(¢) = &} bezeichnet den deduktiven
Abschluss von T.

(3) Eine Theorie T heiit widerspruchsfrei (konsistent), falls L ¢ T.
(4) Eine Theorie T heifit vollstindig, falls fiir jede Aussage ¢ € L gilt:
peT oder —¢peT

Bemerkungen: Sei T' C L eine Theorie.

(1) Es gilt T = Ded(T). Umgekehrt folgt aus T' = Ded(T’) auch schon, dass T'
eine Theorie ist, da Ded(T") fiir jede Aussagenmenge I' C L eine Theorie
ist.

Letzteres erlaubt einen etwas lockeren Sprachgebrauch, bei dem Aussagen-
mengen I' mit ihren Theorien Tt := Ded(T") identifiziert werden.

(2) Ist L € T, dann gilt schon T = {¢ € L : FV(¢) = @} = SENT. Es
gibt also genau eine widerspriichliche Theorie. Diese ist nach Definition
vollstandig.
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(3) Die Widerspruchsfreiheit von T lift sich auch wie folgt charakterisieren:
es gibt eine Aussage ¢ € L mit ¢ ¢ T

(4) Es gibt widerspruchsfreie Theorien 7', die nicht vollstindig sind.
(T:={peL: E¢und FV(¢) = @} ist ein triviales Beispiel.)

12.2 DEF (Axiomatisierung): Eine Aussagen-Menge I' C £ heifit Azioma-
tisierung einer Theorie T, falls folgendes gilt: T = Ded(T")

Bemerkung: Jede Theorie T ist aufgrund ihrer deduktiven Abgeschlossen-
heit schon eine Axiomatisierung ihrer selbst.

Beispiel (Gruppentheorie): Die Gruppentheorie G wird in der Sprache L¢
durch die Menge I' C £ axiomatisiert, die folgende Aussagen enthélt:

(1) Assoziativitit: Va,y,z:(x+y)+z=z+ (y+2)
(2) Neutral-Element: Vz:z+4+0=xz

(3) Inverses-Element: Vzdy:z+4+y =10

Die resultierende Theorie G := {¢ € L5 : T'H¢ und FV(¢) = &} ist wider-
spruchsfrei und unvollstdndig. So 148t sich etwa die Kommutativitdt aus den
Axiomen nicht ableiten.

Ein rein syntaktischer Beweis dieser Aussage iibersteigt aber den Rahmen die-
ser Vorlesung. Die Behauptungen wie gewohnt durch die Angabe von geeig-
neten Strukturen zu beweisen (eine kommutative und eine nicht-kommutative
Gruppe wiirde hier geniigen), ist an dieser Stelle nicht erlaubt. Dazu fehlt noch
die Gleichwertigkeit von Ableitbarkeit und Folgerung (genauer: die eigentliche
Vollstandigkeit des Kalkiils). Diese zeigen wir im Folgenden.

Dazu benétigen wir, dass jede widerspruchsfreie Theorie T" ein Modell besitzt.
Das bedeutet: man muss zu einer Theorie T" eine L£-Struktur 2 finden, in der
T giiltig ist. Also: A ET. Um dies zu erreichen, werden sogenannte Henkin-
Theorien betrachtet.

12.3 DEF (Henkin-Theorie): Eine Theorie T' C £ heifit Henkin-Theorie,
falls es zu jeder Existenz-Aussage 3z ¢(x) € L (nicht nur in der Aussagenmenge
T selbst!) eine Individuen-Konstante ¢ (im Alphabet von £) gibt, so dass die
Aussage Jro(z) — ¢(c) € T.

Bemerkungen:

(1) Die Konstante ¢ wird auch Zeuge (engl. witness) der Existenzaussage
Jz ¢(x) genannt.

(2) Der Zeuge c¢ einer Eigenschaft ¢(x) muss diese nicht besitzen. Es gilt:
T+ ¢(c) nur, falls THJxp(x).
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Es 148t sich zeigen, dass vollstindige Henkin-Theorien Modelle besitzen. Dem-
entsprechend ist hier das Ziel, eine gegebene Theorie zu Henkinisieren. Das heif}t,
die Theorie in einer erweiterten Sprache zu einer Henkin-Theorie zu erweitern.
Diese resultierende Theorie wird dann in einem weiteren Schritt vervollstdndigt.

Notation (Spracherweiterung): Sei £ eine formale Sprache und I eine
Indexmenge. Dann bezeichnet £ U {¢; : i € I} diejenige Sprache £', die aus
L entsteht, indem das Alphabet von £ um die Konstanten aus {¢; : i € I}
erweitert wird.

12.4 Konstruktion (Henkin-Sprache): Schrittweise wird die Sprache £
durch neue Konstanten zur Henkin-Sprache Lg erweitert. Damit sollen genii-
gend Konstanten zur Sprache £ hinzugefiigt werden, um aus einer gegebenen
Theorie T eine Henkin-Theorie zu konstruieren.

[ EO =L
o L1:=LoU{cy: Fxo(z) € Lo und FV(¢) = {z}}
wobei die c¢; neue Konstanten sind, die in £y nicht vorkommen.

e Sei £,, schon konstruiert.
Loy1:=LyU{cy: Tzg(z) € L, und FV(¢) = {z}}

wobei die ¢y neue Konstanten sind, die in £,, nicht vorkommen.

[ EH = UneN Ln

Bemerkungen:

(1) Die Iteration in der Konstruktion ist notwendig, da in jedem Schritt neue
Aussagen entstehen, die bezeugt werden miissen.

(2) Die Kardinalitdt der Henkin-Sprache Ly ist gleich der Kardinalitét der
urspriinglichen Sprache L.

Im niichsten Schritt wird gezeigt, dass man (geeignete) Beweise in der reicheren
Sprache Lp zuriickfithren kann auf Beweise in der urspriingliche Sprache. Die
Grundidee besteht darin, Individuen-Konstanten als freie Variablen aufzufassen.

- 81 -



MATHEMATISCHE LOGIK (STAND: ENDE JAN’09) QUANTORENLOGIK

12.5 Lemma (Konstanten-Ersetzung): Sei D eine Ableitung und z eine
Variable, die in der gesamten Ableitung weder gebunden noch ungebunden vor-
kommt. Ersetzt man in der Ableitung in jeder Formel jedes Vorkommen einer
Konstanten ¢ durch die Variable z, dann ist das Resultat der Ersetzung D[z/c]
eine Ableitung.

Bew.: Durch Induktion iiber den Aufbau von Ableitungen.
D= ¢ Trivial. ¢[z/c] ist giiltige Ableitung.
IV: Es gelte Behauptung fiir Ableitungen D; und Ds.

) Dy
D= ¢ ¢ —
(0

Sei x eine Variable, die nicht in D vorkommt. Damit kommt x weder in
D1 noch in Dy vor und die IV ist anwendbar.

Da die Konklusion von D;[z/c] die Formel ¢[z/c] und die Konklusion von
Dsx/c] die Formel ¢lx/c] — plx/c] ist, gilt:
(MP) ist anwendbar und D[z/c] ist wieder eine Ableitung.

D entsteht durch Anwendung einer anderen Regel von NK'.

Analog zum Fall eben.

D entsteht durch eine Schlussregel der Identitét.

Fall mam die Regeln nicht verallgemeinert, muss man die Behauptung
verandern und nicht nur einfach substituieren.

Damit wurde die Behauptung gezeigt. Q.E.D.

12.6 DEF (Erweiterung einer Theorie): Seien £ und £’ zwei Sprachen
erster Stufe. Seien T'C £ und T’ C L’ zwei Theorien.

(1) T’ heifit Erweiterung von T, falls T C T".

(2) T’ heifit konservative Erweiterung von T, falls zusiitzlich "N L =T.

Bemerkung: Der Begriff der Theorie ist aufgrund ihrer deduktiven Abge-
schlossenheit sprachabhéngig. Das bedeutet: FEine Theorie T' C L ist in einer
erweiterten Sprache £’ keine Theorie mehr. Ist etwa c eine Konstante, die in £
nicht vorkommt, gilt damit ¢ = ¢ ¢ T. Da aber Tt/ ¢ = ¢ gilt, ist T C £’ nicht
mehr deduktiv abgeschlossen.

12.7 Konstruktion (Henkin-Theorie): In der Henkin-Sprache £y kann
man zu einer Theorie T' eine Henkintheorie durch 7|z axiomatisieren:

Ty :=TU{3x¢(x) — d(cy) : v d(x) € Ly und FV(¢) = {x}}
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12.8 Lemma (Konservativitét): Oben konstruiertes 7| ;) axiomatisiert eine
konservative Henkin-Erweiterung von T

Bew.:

Nach Konstruktion axiomatisiert T{z) eine Henkin-Theorie. Damit muss nur
noch die Konservativitit gezeigt werden. Es ist also fiir jedes 0 € L = Ly zu
zeigen: T(H) |—[;HJ = Trk,o.

Es gelte T g Fr,, o fiir eine beliebige Formel o € £. Damit gibt es eine Ablei-
tung D in Ly mit Endformel o.

Seien c1,...,c, alle neuen Konstanten von L, die irgendwo in D vorkommen.
Ersetzt man diese durch Variablen z1,...,z,, die alle nicht in D vorkommen,
so ist D' := D[#/c] nach n-facher Anwendung des Lemmas 12.5 (Konstanten-
Ersetzung) eine giiltige Ableitung. Fiir D’ gilt:

(1) In D’ kommen nur Formeln aus £ vor. Also ist D’ eine Ableitung in L.
(2) Die Endformel ist o, da o[Z/c] = o.

(3) Fiir jede Formel ¢ € Hyp(D’) gilt entweder

VeT oder ¢ =3x(z) — dy)

wobei y in keiner anderen Formel ¢ € Hyp(D')\{¢} vorkommt.
(Jede Existenz-Aussage hat einen eigenen Zeugen!)

Da Hyp(D’) endlich ist, gibt es also n € N, so dass folgendes gilt:
Hyp(D') = NUM (%)
wobei N C T und M = {Fzdr — ¢dp(yr) : 1 <k<m}mitTNM=ga.

Durch sukzessive Elimination von Annahmen ¢ € M, 148t sich zeigen: NFo.
Sei ¢ = Jzp(x) — ¢(y) € M beliebig, X := (N U M)\{¢}.

Mit Einfithrung der Implikation folgt aus (x): X k¢ — o.

Also: X F(3z¢(z) — o(y)) — o.

Da y nun in keiner Annahme vorkommt, folgt: X FVy((EIx(;S(x) — ¢(y)) — 0).
=  Xt3y(Jzg(z) — ¢(y)) — o.

Mit FIy(Bxé(z) — é(y)) und (MP): X Fo.

Damit ist ¢ aus der Annahmenmenge eliminiert. Durch Iteration der Elimina-
tion erhdlt man: NFo. Da N C T, ist die Konservativitit gezeigt. Q.E.D.

12.9 Korollar (Widerspruchsfreiheit): 7T ist genau dann konsistent, wenn
T(r) konsistent ist.

Bew.: Direkte Folge aus der Konservativitéit von Ty Q.E.D.
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12.10 Lemma von Lindenbaum: Jede widerspruchsfreie Theorie T C L
148t sich zu einer vollsténdigen widerspruchsfreien Theorie 7" C £ erweitern.

Bew.:

Wir setzen im Beweis voraus, dass die Menge der Pradikatzeichen, Funktions-
zeichen und Individuen-Konstanten in der Sprache £ abz&hlbar sind. (%)

Damit ist die Sprache L selbst abzéhlbar und der Beweis verlduft analog zum
Beweis in der Aussagenlogik, dass konsistente Mengen immer in einer maximal-
konsistenten Menge enthalten sind:

(1) Konstruktion einer neuen Aussagenmenge: Man folgt der Abzdhlung der
Sprache und nimmt diejenigen Aussagen in die Menge auf, die die Konsi-
stenz erhalten.

(2) Nachweis der Vollsténdigkeit und Konsistenz der resultierenden Menge.

(3) Nachweis der deduktiven Abgeschlossenheit der resultierenden Menge.

Setzt man () nicht voraus, benttigt man das mit dem Auswahlaxiom dquiva-
lente Zornsche Lemma. Vgl. dazu van Dalen, S.106.

Eine genaue Behandlung beider Fille findet man in: Ebbinghaus/Flum.

Q.E.D.

12.11 Lemma: Sei Ty die Vervollstdndigung einer widerspruchsfreien Henkin-
Theorie T(fy. Dann ist Ty selbst eine Henkin-Theorie.

Bew.:
Trivial, da schon in Ty C Ty alle notwendigen Aussagen 3z ¢(z) — ¢(c) fiir
ein c enthalten sind. Q.E.D.

12.12 Theorem (Modell-Existenz): Sei Ty C Lp eine vollstindige, wider-
spruchsfreie Henkin-Erweiterung einer Theorie T' C £. Dann hat Ty ein Modell
und damit auch schon T'.

Bew.:
Zunichst wird ein geeignetes Termmodell 2 konstruiert:
Sei dazu X die Menge aller geschlossenen Terme von Lg. Auf X wird eine
zweistellige Relation ~ definiert:

t~s & Tytt=s
Die Relation ~ ist eine Aquivalenz-Relation (Ubungsaufgabe) und die Aquiva-
lenzklasse von t beziiglich ~ wird mit ¢ = {s: s € X und ¢ ~ s} bezeichnet.

Das Universum A von 2 sei die Menge aller Aquivalenz-Klassen beziiglich ~:
A={teXx}=X/_ +o

A ist nicht leer, da es in Ly die Konstante ¢,—, als Zeugen fiir 3z : x = x gibt,
und wohldefiniert, da ~ eine Aquivalenz-Relation ist.
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Auf dem Universum miissen nun die Interpretationen der nichtlogischen Zeichen
ausgezeichnet werden. Zu einem nichtlogischen Zeichen ¢ des Alphabets von Lg
bezeichnen wir mit ¢* seine Interpretation im Grundbereich A.

(1) Interpretation der Konstanten:

Sei ¢ Konstante: ¢% :=¢

Dies ist wohldefiniert, da ~ eine Aquivalenzrelation ist. (Jede Konstante
¢ liegt in einer Aquivalenz-Klasse und diese sind disjunkt!)

(2) Interpretation der Funktions-Zeichen:

Sei f ein n-stelliges Funktions-Zeichen:
P A ) e Fl )
Zu zeigen ist, dass f* eine wohldefinierte Funktion ist. D.h.:
i~ S, tp~ sy = A tn) = (51, 50)
Dies verbleibt als Ubungsaufgabe.

(3) Interpretation der Relations-Zeichen:
(t1,...,t,) €ER* & TFR(ty,...,t,)

Wieder ist die Wohldefiniertheit zu zeigen.

Damit wurde eine Struktur 2 = (A, ...) mit einem geeigneten Ahnlichkeits-Typ
zur Sprache Lg konstruiert.

Nun ist zu zeigen, dass 2 tatséchlich ein Modell der Theorie Ty ist (AETxH).
Wir zeigen durch Induktion tiber dem Formelaufbau die etwas stérkere Aussage,
dass fiir jede Formel ¢ € Ly gilt:

Tubé < Ako

¢ = L: Nach Voraussetzung gilt: Ty L.
Nach Definition von Strukturen gilt: 2AF L

¢ = t =s: Unterscheide 2 Fille:
1. Fall: FV(t=1s)=0.

Belegungen konnen in diesem Fall vernachléssigt werden, da t = s eine
Aussage ist.

ARt=s & [t=s]*=1 < [t]*=][s]*
&S t=3 & Thtt=s

Die letzte Aquivalenz gilt aufgrund der Definition von ~.
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2. Fall:

FV(t=s)#@. Seietwa FV(t=3s)={x1,...,2pn}.

b= At =5

= Es gibt eine Belegung v mit: [t = s]% = 0.

= Esgibt t1,...,t, € X mit: v(z1) =t1,...,0(x,) =tn
= At = s[t/q]

Nach dem ersten Fall gilt: Tp -t = s[t/@] (%)

Angenommen Ty Ft = s. Damit gibt es eine Ableitung D von t = s.
In Hyp(D) C Ty sind nur Aussagen. Damit kommen die Variablen
Z1,...T, in keiner Annahme offen vor.

Damit gilt: TyhEV(t=s)

Nach geeigrieter Beseitigung der Allquantoren erhélt man wiederum:
Tyttt =s[t/Z] WIDERSPRUCH zu ().

Also doch: Ty ft=s

Es gelte: Ty ft=s.

= Ty FV(t=s)

Angenommen Ty FV(t = s), dann auch Ty Ft = s.

Also: Ty PFV(t = s)

Da Ty vollstéindig ist: Ty -V(t = s)

= TykF3dz...z,: t#s

Da Ty Henkin-Theorie, gibt es geeignete Konstanten ¢y, ..., ¢, mit:
Tut3(t#s) — (t#5)(C)

Mit MP folgt: Tyttt # s(C)

Mit dem 1. Fall folgt: A=t # s(é)

= AHEs=t

P(ty,...,t,): Wieder miissen 2 Fille betrachtet werden; diese las-
sen sich analog zu ¢ = t = s beweisen.

: Angenommen, die Behauptung gilt fiir alle ) mit kleinerem Rang.
=~ ¢ —1: Behauptete Aquivalenz ist trivial.
= Vr¢: AEVro

& fiir jede Belegung v und jedes t € X gilt: [¢(x) ?[;w»{] =1
& AEo(z)
& Tyt é)

< TyFVYro(r)
Letzte Aquivalenz gilt, da T eine Aussagenmenge ist.

Damit ist die Behauptung gezeigt. Insbesondere gilt also: ATy und AET.

L&t man die Interpretation der neuen Individuen-Konstanten weg, erhélt man
aus 2 eine Struktur 2’ mit zu £ passendem Ahnlichkeitstyp. Fiir diese Struktur
gilt ebenfalls: A'ET. Q.E.D.
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12.13 Korollar (Erfiillbarkeit): Ist eine Aussagenmenge I' C £ konsistent,
dann ist I" erfiillbar.

Bew.:

Sei I konsistent. Dannist T'= {¢ € L : T'F ¢ und FV(¢) = &} eine konsistente
Theorie. T 1&83t sich kanonisch zu der Henkin-Theorie Tz erweitern, die ihrer-
seits in einer vollstdndigen Henkin-Theorie T liegt. Damit gibt es ein Modell 2
von Ty. Durch Weglassen der Interpretation der neuen Konstanten erhélt man
eine Struktur 2’ geeigneter Signatur. DaT' C T C Ty ist, gilt: A’ ET.

Q.E.D.

12.14 Theorem (Vollstindigkeit): Sei I’ C L eine Aussagen-Menge, ¢ € L
eine Aussage. Dann gilt:

't¢ < TE9¢
,= Die Korrektheit wurde sogar fiir beliebige Formelmengen bewiesen.

,<=“TE¢ = T U{~¢} ist nicht erfiillbar.
= Mit dem Korollar zur Erfiillbarkeit: T'U {—¢} ist nicht konsistent.
= TU{-¢}-L = MitRAA: TF¢o. Q.E.D.

Bemerkung: Das Theorem iiber die Vollstdndigkeit 148t sich auf beliebige
Formelmengen ausweiten.

12.15 Kompaktheits-Satz: Fiir beliebige Formelmengen I' C £ ist dquiva-
lent:

(1) T ist widerspruchsfrei.
(2) T ist erfillbar.
(3) T ist endlich erfiillbar.
Das bedeutet: jede endliche Teilmenge A C I' ist erfiillbar.
Bew.:

(1)< (2) Mit dem Vollstéandigkeits-Satz trivial.
(2) < (3) Derfilllbar, & THEL < T L
& fiir jedes endliche ACT: Ap L
< fiir jedes endliche A CT: AR L Q.E.D.

12.16 Endlichkeits-Satz: Sei I' C £, ¢ € L. Gilt I' = ¢, dann gibt es eine
endliche Menge A C T mit A = ¢.

Bew.:
'E¢p = Tk¢ = esgibtendliches ACT mit: AF¢ = AE®

Q.E.D.
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§ 13 Modelltheorie

Zum Abschluss der Vorlesung werden noch einige modelltheoretische Sétze vor-
gestellt. Zunichst wird ein wenig Terminologie eingefiihrt. Anschliefend wird
die Endlichkeit diskutiert und zuletzt werden die Sétze von Léwenheim-Skolem
bewiesen.

13.1 DEF: Sei £ formale Sprache erster Stufe.

(1) SeiI' C L eine Aussagenmenge.
MODT) :={A: AET}
ist die (echte) Klasse aller Modelle von T
(2) Sei £ eine Klasse von Strukturen, ¢ € £ Formel.

RE¢ = VA€ R: Ao

(3) Sei R eine Klasse von Strukturen.
Th(R) :={p e L: RE¢und FV(¢) = &}

ist die von K induzierte Theorie.

13.2 Theorem: Seien A,I' C £ Aussagenmengen und £, £ Klassen von
Strukturen. Es gelten folgende Zusammenhénge:

(1) ACMOD(I) <« T CTh(8)

(2) ACT" = MOD(')CMOD(A)
und RC L = Th(L) C Th(R)

(3) MOD(A UT) = MOD(A) N MOD(T)
und Th(RU £) = Th(K) N Th(&)
)

(4) MOD(ANT) 2 MOD(A) UMOD(T)
und  Th(RN £) 2 Th(K) U Th(L)

Bew.: Verbleibt als Ubungsaufgabe. Q.E.D.

- 89 -



MATHEMATISCHE LOGIK (STAND: ENDE JAN’09) QUANTORENLOGIK

Im Folgenden werden wir uns mit der Endlichkeit und Unendlichkeit von Struk-
turen beschéftigen und priifen, inwieweit diese Eigenschaften in der Logik erster
Stufe ausgedriickt werden kénnen.

13.3 Theorem: Seil' C L eine Aussagenmenge in einer Sprache £ erster Stufe.
Besitzt I' endliche Modelle und ist die Kardinalitéat dieser Modelle unbeschréinkt,
dann besitzt I' auch ein unendliches Modell.

Bew.:

Fiir jedes 1 <n € Nsei: A, :=3xy...3x, I\ T #£x €L
1<k, 1<n, k£l

(An, bedeutet: FEs gibt mindestens n Elemente im Universum.)
Offensichtlich gilt fiir jede Struktur A=(A,...):

A=N, < |Al>n
Ferner gilt fiir jedes 1 <n € N:

A=Ay = AEN,

Sei IV :=TU{\,; 1 <n €N} und A CT” beliebige endliche Teilmenge von I".
Offensichtlich gibt es ein minimales 1 < n € N so, dass A, € A.

Sei A ein Modell von I" mit |A] > n. (Eine solche Struktur gibt es, da die
Kardinalitidt der endlichen Modelle unbeschrinkt ist.)

Fiir diese Struktur A gilt: A} A.
Damit kann man den Kompaktheits-Satz anwenden und erhélt: T ist erfiillbar.

Angenommen I hitte endliche Modelle. Etwa A=(A,...) mit |A| = n fiir ein
1 < n € N. Dann gilt aber: 2 A\, 1. WIDERSPRUCH zu A,y € IV,

Damit hat I ein unendliches Modell 2.
Aus T C TV folgt: 2AET. Damit hat I ein unendliches Modell. Q.E.D.

13.4 Korollar: Sei K eine Klasse von Strukturen, die endliche Strukturen
unbeschrinkter Kardinalitéit enthilt. Dann gibt es keine Aussagenmenge I' C £
mit:

MOD(T') = {2 € R; A ist endlich}

Bew.:
Angenommen doch. Dann hitte I" beliebig grofie endliche Modelle. Damit hétte
I' auch ein unendliches Modell 2 ¢ MOD(I"). WIDERSPRUCH Q.E.D.

Bemerkung: Das Korollar zeigt, dass es keine Aussagenmenge I' C L gibt,
so dass MOD(T") = {2 : 2 ist endlich}. Das bedeutet, dass Endlichkeit nicht
in der Logik erster Stufe formuliert werden kann, also dass Endlichkeit keine
erststufige Eigenschaft ist.
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13.5 DEF (axiomatisierbar): Eine Klasse £ von Strukturen heifit (endlich)
axiomatisierbar, falls es eine (endliche) Aussagenmenge I' gibt, die & axiomati-
siert. D.h.: & =MOD(T).

13.6 Lemma: Eine Klasse & von Strukturen ist genau dann endlich axioma-
tisierbar, wenn K und das Komplement K¢ axiomatisierbar sind.

Bew.:

,=“ R ist endlich axiomatisierbar.

Das bedeutet: £ =MOD({¢1,...,¢n}) = MOD(¢1 A...A ¢y)
fiir endlich viele Aussagen ¢1,...,¢, € L.

Damit gilt:
Re={A: ALR}={A: AEp A... NP}

={A: AE(d1 A Adn)} = MOD(=(¢1 Ao A dn))
und K€ ist endlich axiomatisiert.

Damit sind £ und K¢ insbesondere auch axiomatisierbar.

»<=* Sei R = MOD(T") und K¢ = MOD(A) fiir zwei Aussagenmengen I'; A C L.
= MOD(I'UA) = MOD(I') N MOD(A) = RN & = @

Damit ist I' U A unerfiillbar und nach dem Vollsténdigkeitssatz auch in-
konsistent.

= Es gibt Aussagen ¢1,...¢, € I' und ¥1,...,%,;; € A mit:

D1y Py Y1, E L

Wieder mit dem Vollsténdigkeitssatz folgt:

& =MOD{1,...,¢n} U{ ¥1,...,m})
— MOD({61,. .., ¢ }) N MOD({tb1, .., ¥ })
Da {¢1,...,¢n} CT, gilt: &=MOD(T) C MOD({¢1,--.,0Pn}).
Analog:  £¢ = MOD(A) € MOD({t1,...,%n}).
Sei nun A € MOD({¢1, ..., ¢,}) beliebig.
= A ¢ MOD({¥1,..., %))
= A¢ R =MOD(A) C MOD({1,...,%n})
= A€ Rf=MOD().
Damit gezeigt:

& =MOD(I) = MOD({¢1, ..., n})

Also ist R endlich axiomatisiert. Q.E.D.
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13.7 Korollar: Die Klasse aller unendlichen Mengen ist axiomatisierbar, nicht
aber endlich axiomatisierbar.

Bew.:

Die Aussagenmenge {\, : 1 < n € N} — wobei die Aussagen A, wie oben
definiert sind — axiomatisiert unendliche Mengen. Gébe es eine endliche Axio-
matisierung dieser Klasse, dann kénnte man nach Lemma 12.6 die Klasse aller
endlichen Mengen (sogar endlich) axiomatisieren. WIDERSPRUCH Q.E.D.

Zum Abschluss dieses Paragraphen werden noch die Sétze von Léwenheim und
Skolem vorgestellt. Diese machen Aussage iiber die Existenz von Strukturen
in einer vorgegebenen (unendlichen) Kardinaltitit. Dazu wird zunéchst eine
direkte Folge des Modell-Existenz-Satzes vorgestellt.

13.8 Korollar (Modell-Existenz-Satz): Sei L eine formale Sprache erster
Stufe mit

[{¢ : (¢ ist Relations- oder Funktionszeichen oder Konstante von L}| =k > Ny

fiir eine Kardinalzahl k und I' C £ eine Aussagenmenge.
Ist I' C £ konsistent, dann hat I" ein Modell 2 = (A,...) mit |A4| < &.
Bew.:

|£] = £ und damit |[£g| = & und auch |X| = K, wobei X die Menge aller
geschlossenen Terme von Ly ist.

Damit gilt fiir den Grundbereich von 2, konstruiert wie im Satz von Henkin:
|A|] < k. (Durch Aquivalenzklassen-Bildung kann sich die Kardinalitit echt ver-
kleinern.) Q.E.D.

13.9 Theorem (Léwenheim-Skolem — Abwérts-Aussage): Sei £ formale
Sprache mit der Kardinalitét |£| = x und A >k eine Kardinalzahl.

Besitzt eine Aussagenmenge I' C £ ein Modell der Kardinalitéit A, dann besitzt
I fiir jede Kardinalzahl £’ mit k < k¥’ < A ein Modell der Kardinalitéit '.

Bew.:

Fiige zur Sprache £ eine Menge {c;; i € I'} neuer Individuen-Konstanten hinzu.
Dabei sei |I| = &', die Konstanten paarweise verschieden (¢; # ¢; fiir ¢ # j) und
L' die resultierende Sprache.

Sei IV :=T U{e; # ¢;; 1,5 € I und i # j}, was eine konservative Erweiterung
von I' in der erweiterten Sprache £’ ist.

Sei 2 = (A,...) ein Modell von ' der Kardinalitdt A (|| = A).

A’ sei diejenige Struktur, die aus 2 resultiert, wenn zusétzlich &’ viele Individuen
aus A ausgezeichnet werden. (Diese Konstruktion ist moglich, da || = A >k '.)

Esgilt: =TI und A'f=¢ #c¢jfirallei# jel.
Damit gilt: A’ E=T".
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Nach dem Korollar zum Modell-Existenz-Satz hat nun I ein Modell 8’ mit der
Kardinalitidt der Sprache. Also |B'| = |L£'| = &'
Sei nun 9B diejenige Struktur, die aus B’ entsteht, indem man die Auszeichnung

der Individuen-Konstanten c¢; weglafit.

B hat dieselbe Signatur wie £ und ist ein Modell von I' C £ als Theorie in der
urspriinglichen Sprache £, und es gilt: |B| = |B’| = «'. Q.E.D.

Beispiel (Skolems Paradoxon): Wenn die Mengenlehre (etwa ZSF) wider-
spruchsfrei ist und damit iberhaupt Modelle besitzt, dann besitzt sie schon ein
abzihlbares Modell. (Die Sprache Lz ist ndmlich abz&hlbar.)

Damit muss man den Blick von Innen vom Blick von Auflen bei diesem Modell
unterscheiden. So sind etwa Bijektionen, die von auflen existieren, innerhalb des
Modelles nicht notwendigerweise existent, da die Theorie ihre Existenz nicht
beweist.

13.10 Theorem (Léwenheim-Skolem — Aufwirts-Aussage): Sei £ for-
male Sprache mit der Kardinalitit |£| = £ und A > k eine Kardinalzahl.

Besitzt eine Aussagenmenge I' C £ ein Modell der Kardinalitdt A, dann besitzt
I' fiir jede Kardinalzahl p mit g > A ein Modell der Kardinalitit p.

Bew.:

Wie in der Abwérts-Aussage fiigen wir der Sprache £ eine Menge {¢;; i € I}
neuer Individuen-Konstanten hinzu. Dabei sei |I| = p, die Konstanten paarweise
verschieden (¢; # ¢; fiir i # j) und £’ die resultierende Sprache.

Wir betrachten wieder IV :=T' U {¢; # ¢;; 4,7 € I und i # j} als konservative
Erweiterung von T' in der erweiterten Sprache £’.

Wir zeigen fiir jede endliche Teilmenge A C I, dass A ein Modell besitzt:
Sei dazu A C I beliebige endliche Teilmenge. Damit enthiilt A héchstens die
neuen Individuen-Konstanten ¢;,,...,¢;, fiir ein k € N.

ACTU{c, #ci,s p#q<k} =Ty

Klar ist: Jedes Modell von I'g ist auch ein Modell von A.

Wir betrachten das Modell 2 = (A4, ...) von I' mit der Kardinalitét A. Daraus
erhalten wir eine Struktur 2, indem wir zusétzlich k viele Individuen aus A
auszeichnen.

Es gilt: 2AETy. Damit auch schon: 2 A.

Damit hat jede endliche Teilmenge A C IV ein Modell und mit dem Kompakt-
heitssatz folgt nun, dass I'" erfiillbar ist und ein Modell B8’ hat. D.h.: B’ =T

Da B’ c¢; # ¢; fiir jedes ¢ # j € I, gilt:  |B'| > p = |1]
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Mit der Abwérts-Aussage 148t sich nun das Ergebnis verbessern:

Wir erhalten ein Modell B von IV mit |B”| = |£/| = p.

Diese Struktur ist ebenfalls ein Modell von I' C T, Durch das Weglassen der
Interpretationen der neuen Individuen-Konstanten erhilt man schliefflich ein
Modell B von I' mit geeigneter Signatur (fiir die urspriingliche Sprache L£).

Da lediglich die Auszeichnungen weggelassen wurden, der Grundbereich aber
unveréndert bleibt, gilt zudem: |B| = |B"| = p. Q.E.D.

Bemerkungen:

(1) Die Aufwérts-Aussage liefert z.B. Nicht-Standard-Modelle der Arithmetik.

(2) Das Beweisverfahren der Lowenheim-Skolem-Theoreme besteht darin, die
Sprache geeignet zu erweitern und aus den Termen der Sprache ein geeig-
netes Termmodell geméfl dem Modell-Existenz-Lemma zu , konstruieren®.
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