MATHEMATISCHE LOGIK (STAND: OKT ’08) AUSSAGENLOGIK

I Aussagenlogik

§ 1 Sprachaufbau und Induktion

In diesem Abschnitt wird die formale Sprache der Aussagenlogik (AL) ein-
gefithrt. Zudem werden einige zentrale Konzepte der Logik, wie etwa induktive
Definitionen, behandelt.

Vorbemerkung (Sprachebenen): In der Logik werden formale Sprachen
behandelt. Deshalb ist es in der Logik notwendig, zwischen verschiedenen Spra-
chebenen zu unterscheiden. Dabei wird als Objektsprache diejenige Sprache be-
zeichnet, die in der Logik formal eingefiihrt wird (die ,,Objekt* der Untersuchung
ist); die Metasprache ist hingegen diejenige Sprache, in der iiber die Objektspra-
che gesprochen wird.

1.1 DEF (Alphabet): Das Alphabet der Sprache der Aussagenlogik besteht
aus folgenden (objektsprachlichen) Zeichen:

o Aussagesymbole (Aussagevariable): po, p1, D2, - .-

AV :={p,; : i € N} ist die Menge der Aussagevariablen.

e Junktoren (Konnektive, Verkniipfungszeichen, engl.: connective):
O-stellig: L (das Falsum, die Absurditt)
1-stellig: — (die Negation)
2-stellig: A (die Konjunktion, das Und-Zeichen),
vV (die Disjunktion oder Adjunktion, das Oder-Zeichen),
— (das Konditional oder die Subjunktion, der Implikations-Pfeil),
« (das Bikonditional oder die Bisubjunktion, der Aquivalenz-Pfeil)

o Hilfszeichen: (,) (Klammer-Zeichen)

Bemerkungen:

(1) Die Klammern werden benétigt, da wir eine Infix-Notation fiir die Objekt-
sprache verwenden werden. In Prifix-Notation (polnische Notation) kann
auf die Klammern verzichtet werden.

(2) Als Metavariable (Variable in der Metasprache) verwenden wir hiufig o
fiir die zweistelligen Junktoren und p, ¢, r fiir die Aussagevariablen.
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1.2 DEF (Formel): Die Menge PROP der AL-Aussagen (oder AL-Formeln,
engl.: proposition) ist die kleinste Menge X fiir die gilt:

(1) firjedeskeN: p,eX, L eX
(2) dpeX = (goy)eX
(3) peX = (-¢)eX

Die Aussagevariablen und das Falsum werden auch atomare Formeln oder Atome
genannt. ATM := AV U{ L} ist entspreched die Menge der Atome.

Bemerkungen:

(1) ¢ und ¥ werden hier als Meta-Variablen fiir beliebige Zeichenketten iiber
dem Alphabet verwendet; in Zukunft zumeist nur noch als Metavariablen
fiir Formeln aus PROP.

(2) In der Aussagenlogik unterscheiden wir nicht zwischen Aussagen und For-
meln. Diese Unterscheidung wird erst in der Préadikatenlogik relevant.

(3) Die Klauseln (1) — (3) in der Definition der Formel kénnen auch als formale
Regeln eines Bildungskalkiils fiir AL-Formeln aufgefaf3t werden.

Konvention (Klammerersparnis): Um Formeln lesbarer aufzuschreiben,
wird folgende Konvention fiir Klammerersparnis eingefiihrt:

(1) AuBenklammern diirfen weggelassen werden.
(2) Die Negation (—) bindet stirker als alle zweistelligen Junkoren.

(3) Konjunktion (A) und Disjunktion (V) binden stérker als Konditional (—)
und Bikonditional («<).

Die Klammern werden lediglich im Aufschrieb weggelassen, miissen aber bei den
Formeln weiterhin mitgedacht werden. So dndert sich etwa die Anzahl der in
einer Formel vorkommenden Zeichen durch die Klammerersparnis nicht.

Notation: Das Zeichen = bedeutet ist von der Form, ist syntaktisch gleich
(,,Zeichengleichheit*) und wird vor allem fiir die syntaktische Gleichheit von
Formeln verwendet. Bei der Verwendung von = ist insbesondere zu beachten,
dass diese unabhéingig von der Klammerersparnis ist.

Beispiele (=):

(1) (=p1) = —p1 (links und rechts kommen die gleichen Zeichen vor, rechts
wurden die Klammern nur aufgrund der Konvention zur Klammererspar-
nis nicht explizit hingeschrieben)

(2) (poApo)Apo # poA(poApe) (Links sind die ersten beiden Zeichen jeweils
eine 6ffnende Klammer, rechts folgt der ersten 6ffnenden Klammer — nicht
explizit hingeschrieben — das Zeichen pg. )
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Induktions-Prinzip: Jeder induktiven Definition (wie etwa der Definition
der AL-Formeln) entspricht ein Induktions-Prinzip. Die induktive Definition
beschreibt, wie ein Bereich (Gegenstands-Bereich, Zahlbereich) aufgebaut wird;
das Induktions-Prinzip sagt, wie dann Beweise iiber diesen Bereich in entspre-
chenden Schritten gefithrt und damit Behauptungen, die fiir alle Objekte dieses
Bereichs gelten, bewiesen werden.

Beispiel (Natiirliche Zahlen): Die Menge der natiirlichen Zahlen N ist
die kleinste Menge X (der Schnitt iiber alle derartigen Mengen), die folgendes
erfiillt:

(1) 0eX
(2) neX = neX

Hierbei ist n’ der Nachfolger von n.

Aussagen A iiber diesen Zahlbereich (Aussagen, die fiir jedes n € N gelten)
werden mit der gewohnten vollstdndigen Induktion gefiithrt. Das bedeutet:

Theorem: Sei A eine Aussage, so dass A(0) gilt und aus A(n) schon A(n')
folgt. Dann gilt die Aussage A(n) fiir jedes n € N.

Bew.:
Betrachte X :={n € N: A(n)}. Offenbar ist X C N.

Ferner gilt nach Annahme iiber A: 0 € X, und mit n € X folgt schon n’ € X,
d.h. (1) und (2) gelten. Damit ist aber N C X, da N die kleinste derartige Menge
ist.

Also ist N = X, und die Aussage ist bewiesen. Q.E.D.

Diese Korrespondenz zwischen einer induktiven Definitionen und einem Induk-
tionsprinzip gilt allgemein, insbesondere auch fiir die induktive Definition der
AL-Formeln.

1.3 Theorem (Induktionsprinzip fiir AL-Formeln):
Sei A eine Eigenschaft, so dass folgendes gilt:
(1) Fiir jedes k € N: A(pg) und A(L)
(2) A(¢), A[¥) = A((¢o9))
3) Alg) =  A((-¢))
Dann gilt A(¢) fiir jede Formel ¢ € PROP.
Bew.:
Betrachte die Menge X := {¢ € PROP : A(¢)}. Offenbar ist X C PROP.

Es gilt: fiir jedes k € Nist p, € X und L € X.
Ferner: mit ¢,1 € X ist (pot)) € X und (—¢) € X.

-3-
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Damit gelten (1) — (3).
Da PROP die kleinste derartige Menge ist, gilt: PROP C X.
Damit gilt PROP = X, und die Behauptung ist gezeigt. Q.E.D.

Bemerkung: Das Theorem scheint auf den ersten Blick vielleicht ein wenig
technisch; dennoch hat das Theorem eine zentrale Bedeutung, da es letztlich die
Begriindung dafiir ist, dass in der Logik Induktionen {iber dem Formelaufbau
gefithrt werden kénnen.

Beispiel (Induktion iiber dem Formelaufbau): Mit oben bewiesenem
Induktionsprinzip soll folgende (einfache) Behauptung ausfiihrlich gezeigt wer-
den:

Fiir jede Formel ¢ € PROP gilt, dass in ¢ eine gerade Anzahl von Klammern
vorkommt.

Bew.:

TA: Zeige die Aussage fiir atomare Formeln:

1: Beim Falsum (L) kommen 0 = 2 -0 Klammern vor. Also ist die Aussage
fiir L richtig.

pr: Bel jeder Aussagevariable py (k € N) kommen 0 = 2 - 0 Klammern vor.
Also ist die Aussage fiir alle Aussagevariablen richtig.

IV: Angenommen, die Aussage ist richtig fiir ¢,y € PROP. Also:
In ¢ kommen 2n und in ¥ kommen 2m Klammern vor mit n,m € N.

(¢ o1)): Die Formel (¢ o ¢) hat dann 2n +2m +2 = 2- (n + m + 1) viele
Klammern. Damit ist die Anzahl der Klammern gerade und die Aussage
ist richtig fiir (¢ o ¥).

(=¢): Die Formel (—¢) hat dann 2n+ 2 = 2- (n + 1) viele Klammern. Damit
ist die Anzahl der Klammern ebenso gerade und die Aussage ist richtig

fiir (—¢).
Damit gilt die Aussage fiir alle Formeln ¢ € PROP. Q.E.D.
1.4 DEF (Bildungsfolge): Sei ¢ € PROP eine Formel. Eine Bildungsfolge

(engl.: formation sequence) von ¢ (auch: fiir ¢) ist eine Ableitung in dem Kalkiil,
der durch die Bildungsregeln fiir AL-Formeln vorgegeben wird.

D.h.: eine Bildungsfolge von ¢ ist eine Folge ¢g, ¢1,...,0, = ¢, so dass fiir
jedes i (0 < i < n) eine der folgenden Fille gilt:

(1) ¢; ist atomar.
(2) i = (¢ 0 y) mit 0 <k, < i.
(3) i = (~éy) mit 0 < k < i.
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Bemerkungen (Bildungsfolgen):

(1) In einer Bildungsfolge fiir ¢ koénnen irrelevante Bestandteile vorkommen.
(So konnen in einer bestehenden Bildungsfolge fiir ¢ vor jedem Folgenglied
beliebige atomare Formeln eingefiigt werden. Die Folge bleibt dabei eine
Bildungsfolge fiir ¢).

(2) Jedes (echte) Anfangsstiick einer Bildungsfolge ist selbst eine Bildungs-
folge (moglicherweise fiir eine andere Formel).

(3) Entsteht eine Folge aus dem Hintereinanderschreiben von zwei Bildungs-
folgen, so ist diese ebenfalls eine Bildungsfolge.

Bemerkung: Im folgenden Theorem (und in seinem Beweis) wird ¢ aus-
nahmsweise wieder als Meta-Variable fiir beliebige Zeichenketten, nicht nur fiir
Formeln, verwendedet.

1.5 Theorem (Bildungsfolgen): PROP ist die Menge aller Ausdriicke ¢,
fiir die es eine Bildungsfolge gibt.

Bew.: Sei F die Menge aller Ausdriicke, fiir die es eine Bildungsfolge gibt.
Zeige: PROP C F durch Induktion iiber den Formelaufbau.

TA: Atomare Aussagen (das Falsum und Aussagevariablen) sind (nach Defini-
tion) schon einelementige Bildungsfolgen.

IV: Sei ¢g,...,¢n = ¢ und 2y, ..., ¥, = ¢ Bildungsfolgen fiir ¢,y € PROP
mit n,m € N.

(po1)): Die Folge o, ..., ¢In,%0 - Um, (¢ o 9) ist eine Bildungsfolge fiir
(¢ o).

(—¢): Die Folge ¢y, ..., dn, (m¢) ist eine Bildungsfolge fiir (—¢).

Damit jedes ¢ € PROP schon Element von F und PROP C F.
Zeige nun F C PROP:

Wir zeigen durch Induktion nach n die etwas stérkere Aussage, dass fiir alle
Bildungsfolgen ¢y, . .., ¢, der Linge (n + 1) und dort fiir alle Folgenglieder ¢y,
(0 <k <n)gilt: ¢, € PROP.

n = 0: ¢p ist nach Definition von Bildungsfolgen eine atomare Formel. Es gilt
also ¢g € PROP.
IV: Die Aussage gelte fiir jede Bildungsfolge ¢q, ..., ¢n.

n+1: Sel ¢g, ..., dn, dnt1 eine (lingere) Bildungsfolge.

Fiir jedes k mit 0 < k < n 4+ 1 gilt: ¢y ist auch in der Bildungsfolge
@0, - - - - Also ist nach Induktionsvorraussetzung ¢ € PROP.
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Nach Definition von Bildungsfolgen gilt fiir ¢,,11 eine der folgenden Félle:

(1) ¢py1 ist atomar, also ¢,11 € PROP.

(2) bns1 = (Pr o) mit 0 <k, I <n.
Damit sind ¢, und ¢; Folgenglieder der Bildungsfolge ¢, ..., ¢,, und
nach Induktionsannahme gilt: ¢, ¢; € PROP.

Damit ist aber (¢ o ¢;) € PROP nach Definition von PROP.
(3) analog zu (2) gilt:  ¢n41 = (—¢x) € PROP.

Damit wurde insbesondere gezeigt, dass fiir jede Bildungsfolge ¢y, ... ¢, gilt:
¢n € PROP. Damit F C PROP. Q.E.D.

Bemerkung: Der folgende Rekursionssatz gewéhrleistet, dass durch rekur-
sive Definitionen iiber der Menge PROP eingefiihrte Funktionen wohldefiniert
sind. Damit hat der Rekursionssatz eine &hnlich zentrale Bedeutung wie das In-
duktionsprinzip. In dieser Weise wird spéter z.B. die Semantik der AL definiert.

1.6 Theorem (Rekursionssatz/ Definition durch Rekursion): Seien fiir
eine beliebige Menge A # @ Abbildungen H, : Ax A — A, H. : A — A und
Hary : ATM — A gegeben.

Dann gibt es genau eine Abbildung F' : PROP — A mit:
(1) fiir jedes ¢ € ATM :  F(¢) = Harm(o)
(2) F((¢ov))=Ho(F(e),F(1))
(3) F((=¢))=H-(F(¢))

Bew.:
Zu zeigen ist die Existenz und die Eindeutigkeit der Abbildung F'.

Existenz:
Sei F* C PROP x A die kleinste Menge, die folgende Bedingungen erfiillt:

e Fiir jedes atomare ¢ € PROP: (¢, Harm(9)) € F*
e Falls (¢, a), (¢,b) € F*, dann auch: ((¢ o)), Ho(a,b)) € F*
e Falls (¢,a) € F*, dann auch: ((—¢), H-(a)) € F*

Es gilt nun:

Fiir jedes ¢ € PROP gibt es ein a € A mit: (¢,a) € F*. (Leichte Induktion
iiber dem Formelaufbau von ¢.)

Ebenfalls gilt: Dieses a ist fiir jedes ¢ eindeutig bestimmt. (Erneut Induktion
iiber dem Formelaufbau; hier geht die Minimalitdt von F* wesentlich ein.)

Damit: Sei F: PROP — A : ¢ — a mit (¢,a) € F*. F ist offensichtlich eine
Abbildung, die (1) — (3) erfiillt. Damit ist die Existenz gezeigt.

-6 -
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Eindeutigkeit:

Seien F, G zwei Abbildungen, die beide (1) — (3) erfiillen. Zeige, dass dann fiir
jede Formel ¢ € PROP gilt: F(¢) = G(¢)

¢ atomar: Wegen (1) gilt: F(¢) = Harm(d) = G(¢)
IV: Fiir ¢, gelte F(¢) = G(¢).
(¢pop): Mit (2) und IV gilt:

F((¢pot))=Ho(F(¢),F(v)) "= Ho(G(9),G(¥)) = G((pov))

(—¢): Analog zum Fall (¢ o ).
Insgesamt wurde die Existenz und Eindeutigkeit der Funktion F' gezeigt. Q.E.D.

Im Folgenden werden nun einige Anwendungen des Rekursionssatzes, also re-
kursive Definitionen, angegeben.

1.7 DEF (Strukturbaum): Fiir eine Formel ¢ € PROP ist sein Strukturbaum
(Gliederungsbaum, engl.: parsing tree) T wie folgt rekursiv definiert:

(1) fiir ¢ € ATM :
T(¢) = ° ¢

(¢ov)
(2) T((¢ov)) =
(¥)

T(¢) T
(=9)
3) T((=¢)):= I
T(¢

)

1.8 DEF (Rang): Fiir eine Formel ¢ € PROP ist ihr Rang r wie folgt rekursiv
definiert:

(1) firp e ATM: 7r(¢):=0

(2) r((¢o)):=max{r(¢),r(¥)} +1
3) r((=¢)):=r(¢) +1
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1.9 DEF (Teilformel): Fiir eine Formel ¢ € PROP ist Sub(¢), die Menge
aller Teilformeln von ¢, wie folgt rekursiv definiert:

(1) fir ¢ € ATM: Sub(¢):= {¢}
(2) Sub((¢o¢)):={(¢o)}USub(¢)USub(y)
(3) Sub((=¢)) := {(=¢)} USub(¢)

Eine Formel ¢ heifit Teilformel von ¢ € PROP, falls ¢» € Sub(¢).
Statt ¢ € Sub(¢) schreiben wir auch: 1 < ¢; falls dabei ¥ # ¢: 1 < ¢.
Offenbar gilt: ¢ <v = r(¢) <r().

Ranginduktion: Man kann Aussagen iiber Formeln durch Induktion iiber
ihrem Rang beweisen. Dies ist eine Induktion iiber den natiirlichen Zahlen im
iiblichen Sinne. Wir formulieren hier das Prinzip der Ranginduktion als Prinzip
der Wertverlaufsinduktion, bei der man nicht von n auf n + 1 schlief3t, sondern
von < n auf n. Insbesondere ist bei dieser Induktion kein Induktionsanfang
notig. (Warum?)

Der Beweis des folgenden Satzes zeigt, dass die Ranginduktion aus der Induk-
tion iiber dem Formelaufbau gewonnen werden kann, dass wir also auf ein ei-
genstindiges arithmetisches Induktionsprinzip verzichten kénnen. Dies gilt ent-
sprechend auch an spéteren Stellen, z.B. bei Induktionen iiber der Lénge von
Beweisen.

1.10 Theorem (Ranginduktion): Sei A eine Eigenschaft, so dass folgendes
fiir Formeln ¢ € PROP gilt:

Aus dem Gelten von A(¢) fiir alle Formeln ¢ mit r(¢) < r(¢)) folgt schon das
Gelten von A(y). (1)

Dann gilt A(¢) schon fiir jede Formel ¢ € PROP.

Etwas formaler:

Vi) € PROP : ((v¢ € PROP : r(¢) < r(¥)) = A(¢)) = A(¢))

= V¢ € PROP: A(¢)
Bew.:
Es sei A eine Eigenschaft mit ().

Zeige zunéchst durch Induktion iiber dem Formelaufbau:
Fiir alle ¢p € PROP gilt folgendes: V¢ € PROP : r(¢) < r(¢) = A(d).

¢ atomar: Trivialerweise gilt fiir alle Formeln ¢ mit r(¢) < r(¢) (es gibt
keine solchen!) schon A(¢).
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IV: Angenommen Aussage ist von ¢ und o erfiillt.

(¥ 0 0): Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass
r(poo) =r(y)+1.
Angenommen: Es gibt eine Formel 7 mit r(7) < r(¢) o o), so dass A(7)
nicht gilt.

Dann kann 7 aufgrund der IV keinen kleineren Rang haben als 1. Also
gilt: r(r) =r().

Insbesondere gilt damit fiir alle Formeln ¢ mit kleinerem Rang als 7 schon
A(¢). Mit (f) folgt nun: A(r). WIDERSPRUCH

Also gilt doch fiir alle Formeln ¢ mit r(¢) < r(¥oc): A(9)
(—1): analog zum Fall (¢ o o).

Zeige nun noch: V¢ € PROP : A(y).

Sei ¢ € PROP beliebig. Fiir alle Formeln ¢ mit r(¢) < r() gilt mit obiger
Induktion A(¢). Damit gilt mit (1):  A(). Q.E.D.

Bemerkung: Aus der Ranginduktion 148t sich umgekehrt die Induktion iiber
dem Formelaufbau beweisen. Damit sind beide Induktionsprinzipien gleichwertig.

Es sollen noch einige Beispiele fiir Induktionen gegeben werden:

Beispiel (Transitivitit von <): Die Teilformel-Relation < ist transitiv.
Bew.:

Wir zeigen: ¢ ¢ = Sub(¢) C Sub(v))

durch Induktion iiber dem Rang n der Formel :

Sei 1» € PROP beliebig mit Rang r(¢) = n, wobei n € N.

IV: Angenommen, die Aussage gilt fiir jede Formel o mit (o) < n.
Betrachte beliebige Teilformel ¢ < 1:

Falls 1 atomar:
Dann ¢ = 1. Also Sub(¢) = Sub(¢)) C Sub(v)).

Falls ¢ = —o:
Damit Sub(t) = Sub(o) U {0} fiir ein 0 € PROP mit (o) < n.
Falls ¢ € Sub(c), dann ist ¢ < o und mit IV gilt:

Sub(¢) C Sub(c) C Sub(v)

Ansonsten ist ¢ € {—c}. Damit ist ¢ = 1.
Und wieder gilt Sub(¢) = Sub(t)) C Sub(¢) trivialerweise.

Falls 9 = 01 o 03:

Analog zu ¥ = —¢ mit ein wenig aufwendigeren Fallunterscheidungen.

-9-
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Die Transitivitdt von < ergibt sich jetzt wie folgt: Sei ¢ < ¢ und ¥ < 0.
Dann gilt ¢ € Sub(y)) C Sub(o). Also ¢ < 0. Q.E.D.

Notation: Fiir eine Menge M ist M (auch Kard M oder |M|) die Anzahl
ihrer Elemente.

Beispiel (Anzahl von Teilformeln): Ist n die Anzahl der Junktoren in
einer Formel ¢ (die einzelnen Vorkommen), dann ist 4 Sub(¢) < 2n + 1.

Bew.: Ubungsaufgabe Q.E.D.

Beispiel (Eindeutige Lesbarkeit): Zu jeder nicht-atomaren Formel o gibt
es entweder eindeutige Formeln ¢ und ¢ mit o = (¢ o ¢)) oder eine eindeutige
Formel ¢ mit o = (—¢).

Bew.: Ubungsaufgabe Q.E.D.

- 10 -
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§ 2  Semantik

In diesem Abschnitt wird die Semantik fiir die formale Sprache der Aussagen-
logik (AL) eingefiihrt. Zentrale Begriffe in diesem Abschnitt sind Belegungen
und Bewertungen.

Damit kénnen dann die Begriffe der Tautologie und der logischen Folgerung ein-
gefiithrt werden. Im Anschlufl werden als erste Anwendung der Semantik einige
algebraische Gesetze der AL diskutiert.

2.1 DEF (Wahrheitstafel / Wahrheitsfunktionen):  Wahrheitstafel be-
schreiben Wahrheitsfunktionen fir 0-, 1- und 2-stellige (spéter auch n-stellige)
Junktoren. Das sind Abbildungen f : {0,1}™ — {0,1}. Mit ihrer Hilfe werden
Bewertungen definiert.

Die Wahrheitstafeln fiir die einzelnen Junktoren sehen wie folgt aus:

o O-stellige Junktoren:

L

0

e 1-stellige Junktoren:
¢\ 9
0] 1
11 0

o 2-stellige Junktoren
¢l oAb | dVY o= |
0]0 0 0 1 1
01 0 1 1 0
110 0 1 0 0
111 1 1 1 1

Die damit definierten Funktionen sehen wie folgt aus:
o fL=0
o f(z)=1—x
o fa(z,y) =min{z,y} =2y
e fy(z,y) =max{z,yt=z+y—2x-y

o folzy)=1-z+uay
(fo(z,y)=0 & z=1und y =0)

o fo(z,y)=1—|z—y
(folr,y) =1 & z=y)

- 11 -
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2.2 DEF (Belegung/Bewertung):

(1) Eine Abbildung v : AV — {0,1} heifit Belegung der Aussagevariablen.

(2) Eine Abbildung [-] : PROP — {0, 1} heifit Bewertung, falls fiir alle For-
meln ¢, € PROP folgendes erfiillt ist:

e [L]=fL=0
o [-¢] = f-(I¢D)
* [pov] = fo(lol, [¥])

Bemerkung: Die beiden Klammern [ und | heiflen Semantikklammern und
gehen auf Dana Scott zuriick.

2.3 Theorem (Eindeutigkeit von Bewertungen):  Sei eine Belegung
v: AV — {0, 1} der Aussagevariablen gegeben.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Bewertung [-], : PROP — {0, 1}, so dass
fiir jede Aussagevariable p € AV gilt:  [p], = v(p).

Bew.: FEinfache Anwendung des Rekursions-Satzes. Q.E.D.

Bemerkungen:

(1) Die im Satz durch die Belegung v bestimmte Bewertung nennen wir auch
die durch v induzierte Bewertung.

(2) Wenn aus dem Kontext klar hervorgeht, um welche Belegung v der Aus-
sagevariablen es sich handelt, werden wir auch [-] statt [-], schreiben.

2.4 Lemma: Seien v, w zwei Belegungen, ¢ € PROP eine beliebige Formel.

Falls fiir alle in ¢ vorkommenden Aussagevariablen p gilt, dass v(p) = w(p),
dann gilt auch: [¢], = [¢]w-

Bew.:

Durch Induktion iiber dem Aufbau von ¢.

¢ = L: Nach Definition von Bewertungen gilt: [L], = [L]w.

¢ = pi(k € N): Nach Voraussetzung gilt: [pr], = v(pr) = w(pk) = [Pk]w-
IV: Angenommen: die Behauptung gilt fiir ¢ und o.

¢ = (oo): Davund w auf allen Aussagevariablen von (¢ o o) tibereinstim-
men, tun sie das auch jeweils auf ¢ und o. Damit:

[V ooly = fo([¥], [o]w) = fo([¥]w, [o]w) = [ 0 o]

¢ = (—): analog zu (v o o). Q.E.D.
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2.5 DEF (Tautologie, Erfiillbarkeit, Folgerung): Sei ¢ € PROP eine
Formel, I' C PROP eine Menge von Aussagen.

(1) ¢ heiBt allgemeingiiltig oder Tautologie, falls fiir jede Belegung v gilt:
[o]o = 1.

(2) ¢ heifit erfiillbar, falls es eine Belegung v gibt, fir die gilt:  [¢], = 1.

(3) ¢ heiit (aussagen-)logische Folgerung aus T (T = ¢), falls fiir jede Belegung
v gilt:

Falls [¢], = 1 fiir jedes ¢ € T', dann gilt auch [¢], = 1.

Bemerkungen:

(1) Der Begriff der logischen Folgerung geht auf Bernard Bolzano und Al-
fred Tarski zuriick. Deren Idee war, dass logische Folgerung darin besteht,
dass sich die Wahrheit der Prdmissen auf die Wahrheit der Konklusion
iibertragt, und zwar unabhéngig von der Interpretation der nichtlogischen
Zeichen (in der AL sind das die Aussagevariablen).

Das wird hier so verstanden, dass sich die Wahrheit unter alle Belegungen
der nichtlogischen Zeichen iibertrégt.

(2) ¢ ist genau dann eine Tautologie, wenn ¢ aus der leeren Menge logisch
folgt (@ = ¢). Dann schreiben wir auch: | ¢.

(3) Wir schreiben: ¢1,...,¢, = ¢ anstatt von {¢1,...,¢,} E¢; T'H ¢, falls
¢ keine Folgerung aus I ist.

(4) Vorsicht (!):  Aus I'F£ ¢ folgt im Allgemeinen nicht T | —¢.

(5) Wir lassen zu, dass I' eine unendliche Menge ist. Spéter werden wir zei-
gen, dass man sich bei der aussagenlogischen Folgerung auf eine endliche
Teilmenge ¥ C I' beschrdnken kann.

Beispiel (AL-Tautologie): Folgende Formel-Schemata représentieren aus-
sagenlogische Tautologien:

(1) Fo—
Bew.:
ol 9| ¢ | ¢ — ¢
0 1 0 1
1 0 1 1

Q.E.D.
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Bew
ply]ove | ] (dVE)Ap | (9VY)A) = ¢
010 0 1 0 1
01 1 0 0 1
110 1 1 1 1
1|1 1 0 0 1

Q.E.D.

2.6 DEF (Logische Aquivalenz): Seien ¢,v € PROP. Wir nennen ¢ und
¥ (aussagen-)logisch dquivalent, falls ¢ =1 und ¥ | ¢ gilt. Wir schreiben dann

auch ¢ = 9.

Bemerkung: Zwei Formeln ¢ und % sind genau dann logisch-dquivalent,
wenn fiir alle Belegungen v gilt:  [¢], = [¢¥]o-

2.7 Lemma (Logische Aquivalenz): Die logische Aquivalenz ist eine Aqui-
valenzrelation auf PROP. Damit gilt fiir alle ¢, v, o0 € PROP:

(1) Reflexivitit: o= E=¢.
(2) Symmetrie: Falls ¢ 5 o gilt, dann auch ¢ = = ¢.
(3) Transitivitit: Falls =5 =1 und v 5 o, dann auch ¢ 5 Eo.

Bew.: (1) und (2) sind trivial, (3) verbleibt als leichte Ubung. Q.E.D.

2.8 Lemma (Eigenschaften von [=): Seien ¢, ¢ € PROP. Dann gilt:

) okv = oAbES

oY > SVYHEY
o = oAvHEY
o = —ovuEY

2

(1)
(2)
(3)
(4)

4

Bew.:
Beweise hier nur (1), Rest verbleibt als Ubung.

SE“: Zeige also ¢ A ¢
Sei v eine Belegung mit [¢ A 9], = 1. Damit:

1=[¢ A Ylo = fall8]o, [¥]v) = min{[¢]s, [¢]u} < [6]o € {0,1}
Damit bleibt nur [¢], =1, und es gilt: AP
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:'u,
” .

Zeige nun ¢ = ¢ A -
Sei dazu v eine Belegung mit: [¢], = 1.

Nach Voraussetzung gilt ¢ =1. Nach Definition der Folgerung muss also
fir v gelten: [¢], = 1. Damit:

[[QS/\"/}]]U = f/\([w)]]va [[w]]v) = f/\(]-v]-) =1-1=1

Damit ist auch ¢ = ¢ A ¢ gezeigt. Q.E.D.

Q.E.D.

2.9 Lemma (Import-Export): Seien ¢1,...,¢,,% € PROP gegeben (fiir
ein n € N). Dann gilt:

Bew.:

“
R :>

G0 EY & BN A (G Adn))) = ¢

Es sind zwei Richtungen zu zeigen:

Es gelte:  F(p1 A (- A (o1 A dn))) — 2.
Dann gibt es eine Belegung v mit:  [(¢1 A (... A(Pn—1 A dyn))) = Y]y =0

Unter dieser Belegung gilt:
[[((bl A ( A (énfl A ¢n)))]]v =1 und [[w]]v =0
Damit auch: [¢o]y = ... = [¢n]s = 1 und [¢], = 0.

Also:  @1,...,dn .
Es gelte:  ¢1,..., 0, FE 1.

Dann gibt es eine Belegung v mit:

[[¢0]]U == [[d)n]]v =1 und IIw]]’U =0
Unter dieser Belegung gilt:  [(¢1 A(.. . A(dn—1Adn)))]o = L und [¢], = 0.

Damit auch: [(é1 A (... A (Pn—1 A Pn))) — ¥], = 0.
Also: HE(d1 A (oo A(dn—1 A Pn))) — 9. Q.E.D.
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§ 3 Substitution

In diesem Abschnitt wird die Substitution eingefithrt. Die Substitution ist ein
wichtiges Werkzeug, das im weiteren Verlauf der Vorlseung, insbesondere in der
Pridikatenlogik, an Bedeutung gewinnt.

3.1 DEF (Substitution): Seien ¢,9 € PROP, p € AV.

Die Formel ¢[¢)/p] ist das Resultat der Ersetzung aller Vorkommen der Aus-
sagevaribalen p in der Formel ¢ durch die Formel .

Formal 148t sich die Substitution wie folgt rekursiv definieren:
(1) Lly/p] =L
_( pp fallsk#1
@ pebie/p) = { B0 5

B) =)W/l = (= olY/p])
(4) (P10 d)[/p] = (D[] o d2[4/pi])

Bemerkung: In der Definition der Substitution ist nicht gefordert, dass p in
¢ vorkommt, und ausdriicklich erlaubt, dass p in 1 vorkommt.

Beispiel (Substitution):

(1) ((pr = p2) Ap1)lp2 V p1/p3] = (p1 — p2) A1
(2) ((pr — p2) Ap1)lp2Vp1/p1] = ((p2Vp1) — p1) A (p2 V p1)

3.2 DEF (Simultane Substitution): Seien ¢, ¢1,..., ¢, € PROP und seien
Dhkys--- Pk, €AV (n € Nund ky ..., k, € N).

Die Formel ¥[¢1/pk,,---,Pn/Dk,] ist das Resultat der simultanen Ersetzung
aller Aussagevariablen py, durch die entsprechende Formel ¢; (0 <1 <n) in der
Formel .

Bemerkung (!): Das Ergebnis einer simultanen Ersetzung ist im Allgemei-
nen verschieden von der Hintereinanderausfithrung derselben Ersetzungen. Be-
trachte dazu folgendes Beispiel:

o ¢:= (p1 Ap2)[p1/p2] [p2/p1] = (P1 A p1)lp2/P1] = (P2 A p2)

o (p1 Ap2)[p1/p2, p2/p1] = (P2 Ap1) # ¢
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Ubung:

(1) Wie kann fiir die simultane Substitution eine exakte, rekursive Definition
gegeben werden?

(2) Wie kann die simultane Substitution durch Hintereinander-Ausfithrung
von einfachen Substitutionen beschrieben werden?

3.3 Theorem (Substitutionssatz): Seien ¢1,¢2,1 € PROP und p € AV.
Dann gilt:

praEd2 = Ylo1/plHEY[o2/p]

Oder dazu dquivalent:

Foreodr = EYlor/pl < ¢ig/pl

Bew.: Durch Induktion iiber dem Aufbau von .
Seien dazu ¢1, ¢o, p € PROP gegeben mit: ¢ = | ¢o.

L Lo /pl = L HE L= Lo/
pn: Falls p = p,, gilt mit ¢ g | ¢a:

pald1/p) = 1 HE b2 = pule2/p]

Ansonsten ist p # p, und damit gilt:
Ppl#1/p] = pn == P = pald2/p]
IV: Es gelte die Behauptung fiir ¢ und 7. Damit gilt fiir alle Belegungen v:
[o[61/p1]0 = [o[d2/plle und  [7]é1/pllo = [7[d2/p]]w

oor: Klarist (fiir i = 1,2): (0 07)[¢i/p] = oldi/p] o T[d:i /D).
Sei v eine beliebige Belegung. Damit gilt:

[(0 0 7)[61/pl)w = fo(lolér/pllw, [Td1/pl]w)
= follole2/pllo: Irlé2/pllo) = [ 0 7)é2/pl]

Damit sind die beiden Formeln schon logisch-dquivalent.

—o: Analog zum Fall o o 7.

Bemerkung:
(1) Das Theorem besagt, dass die Ersetzung von Teilaussagen durch logisch

dquivalente Aussagen den Wahrheitswert der Gesamtaussage nicht ver-
dndert.
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(2) Etwas allgemeiner gilt fiir jede Belegung v:

[61 < d2lv < [¥[d1/p] = Y]d2/pl]

Also:

(1 < ¢2) — (¥]d1/p] < ¥[d2/p])
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§ 4 Funktionale Vollstindigkeit und Dualitit

In diesem Paragraphen werden wir uns mit den Junktoren beschéftigen. Zunéchst
wird der Begriff des Junktors verallgemeinert, um damit die funktionale Voll-
standigkeit von Junktorenmengen zu diskutieren. Im Anschluss daran wird die
Dualitét von Junktoren besprochen.

4.1 Allgemeine Junktoren: Sei fiir ein n € N ein n-stelliger Junktor $§ ge-
geben, fiir den eine Wahrheitstafel definiert ist. Damit ist schon eine n-stellige
Wahrheitsfunktion fg : {0,1}"™ — {0,1} definiert. Dies bedeutet fiir die Bewer-
tung einer Formel $(¢1, ..., ¢, ), dass fiir jede Belegung v gilt:

[[$(¢1a .. -7¢n)]]v = f$([[¢l]]v7 (R ) [[¢n]]v)

Umgekehrt 148t sich jede n-stellige Wahrheitsfunktion durch eine Wahrheitstafel
beschreiben.

4.2 DEF (Darstellung/Funktionale Vollstindigkeit): Sei K eine Menge
von Junktoren.

(1) Ein n-stelliger Junktor $ 148t sich iiber I darstellen, falls es eine Formel 7
gibt, so dass in 7 hochstens die Aussagevariablen p1,...p, und hochstens
Junktoren aus K vorkommen und es gilt:

T3E $(p1,...,pn)

(2) Die Menge K heiBt (wahrheits-)funktional vollstindig, falls sich fiir jedes
n € N jeder n-stellige Junktor $ darstellen la8t.

Bemerkungen:

(1) Nach der Definition von Darstellbarkeit diirfen bei der Darstellung von
L (und T) nur Formeln verwendet werden, die keine Aussagevariablen
enthalten. Damit kann | lediglich durch O-stellige Junktoren dargestellt
werden. Deshalb muss in jeder vollstindigen Menge L (oder T) schon aus
Prinzip vorkommen.

Um dies zu vermeiden, erlauben wir fiir 1 (und T), dass es durch Formeln
7 dargestellt werden darf, die hochstens die Aussagevariable p; enthalten.

(2) Sei 7 Formel, die einen Junktor $ darstellt. Aus dem Substitutionssatz
folgt damit fiir beliebige ¢1, ..., ¢, € PROP direkt:

T[¢1/P17 .. v¢n/pn] :4 ': $(¢17 .. 7¢n)
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4.3 Theorem (Definierbarkeit von Junktoren): Die einzelnen Junktoren
lassen sich wechselseitig iiber andere Junktoren definieren:

1) ¢y AE@—Y) AW —9)
2) o=V HE(EOVY)

3) oV =E-9—1

(4) oVY HE (o A1)

(5) ¢AY HE (Vv g)

6) odFo—L

(1) LaEoAd

Bew.: Die einzelnen Aussagen lassen sich leicht durch Wahrheitstafeln zeigen.
Alternativ kann man aber auch direkt mit Belegungen und Bewertungen argu-
mentieren, wie es etwa im Beweis von Lemma 2.8 vorgefiithrt wurde. Q.E.D.

Beispiel: Finde eine Formel, in der als Junktor nur 1 und — vorkommen,
die zu ¢ A 9 logisch-dquivalent ist.

oAV FE —(-¢oV ) (Def. A, wie oben (5))
FkE (k¢) V(¥ — L)) — L (Def. =, wie oben (6))
g (¢ — @ — 1)) — L (Def. —, wie oben (2)) Q.E.D.

4.4 Theorem (Funktionale Vollstéindigkeit): Sei K := {A,V,—, L}. Fiir
jeden n-stelligen Junktor $ (n € N) gibt es eine Formel 7, die genau die Aussa-
gesymbole p1, ..., p, und hochstens Junktoren aus IC enthilt, so dass folgendes

gilt:
T :| *: $(p1a e 7p7l)
Bew.: Durch Induktion iiber der Anzahl n der Stellen von $

n=0: Fiir $ = 1 ist die Aussage trivial. Sei also $ # L.

Damit gilt, dass in der Wahrheitstafel von $ eine 1 steht (d.h., dass die
Wahrheitstafel von $ nur aus der 1 besteht), also dass fg = fr ist. Be-
trachte 7 := —L.

Offensichtlich enthilt 7 keine Aussagevariablen und nur Junktoren aus K.
Es gilt zudem: 7 5k §.

Damit ist der Induktionsanfang gezeigt.
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IV: Angenommen Aussage gilt fiir alle n-stelligen Junktoren.

n + 1: Sei $ beliebiger n+ 1-stelliger Junktor, definiert durch seine n+ 1-stellige
Wahrheitsfunktion fg.

Definiere zwei n-stellige Junktoren $g, $; durch folgende, n-stellige Wahr-
heitsfunktionen:

fso(@1, .. xn) = fo(x1,...,20,0)

fo, (@1, xn) = fs(z1,. .., @0, 1)
Sei v beliebige Belegung. Damit gilt:
Falls v(pp41) = 0:

[[$(p17 cee ,pn+1)]]v = [[$(pla ce oy Pny J—)]]U = H$0(pla cee 7pn)]]v

= H_'anrl A $0(P1, cee 7pn)]]v
Falls v(ppy1) = 1t

81, pnao = [8(p1s - Pns Tlo = [81(p1, - - P

= [[pn—i-l A $1(p17 o 7pn)]]v
Daraus folgt:

$(P1,-. - Pnt1) FE (g1 ASo(P1, -, 0n)) V (Prgr AS1(P1s -2 Pn))

Nach IV gibt es Formeln 7g, 71, so dass diese genau die Aussagevariablen
D1, - - -, Pn und hochstens Junktoren aus K enthalten und dass gilt:

To Z‘ 'Z $0(p1,...,pn)
1 :‘ ': $1(p17"'7pn)

Dann folgt mit Substitutionssatz fiir 7 := (=pp41 A7) V (Prt1 A T1):

T=E 81, Pry1)

und 7 erfiillt die geforderten Bedingungen. Q.E.D.

Beispiel (Vorgehen im Theorem): Das Vorgehen im Beweis des Theorems
soll illustriert werden. Sei dazu $ ein zweistelliger Junktor, der iiber eine Wahr-
heitstafel definiert wird. Wir schreiben in den Wahrheitstafeln die Argumente
in umgekehrter Reihenfolge!

¢2 | o1 | $(41,02)

00 0 L} o1:= (m¢1 A L)
01 1 T Vo (p1AT) o= (npa Noy)
110 0 J—} o9 = (m¢1 A L) Vo (p2 Aoa)
L1 0 1 V(¢ A L)

Es gilt nun o g $(¢1, ¢2). Man beachte die Umkehrung der Reihenfolge von
d1,. .., ¢n. Damit wird erreicht, dass zuerst ¢; in die Formel aufgenommen wird,
bis zuletzt ¢,, hinzukommt.
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4.5 Korollar: Folgende Mengen von Junktoren sind funktional vollstdndig:
{—’, J—}v {ﬁv _)}7 {ﬁa \/}7 {ﬁa /\}

Bew.: Es geniigt jeweils zu zeigen, dass sich mithilfe der vorgegebenen Junk-

toren die Junktoren einer funktional vollstéandigen Menge darstellen lassen.

Zeige die funktionale Vollsténdigkeit von {—, L}:

Wir wissen aus dem Theorem zur funktionalen Vollstindigkeit, dass die Menge
K ={A,V,, L} funktional vollstindig ist. Es geniigt also die Junktoren aus K
darzustellen:

(1) =pr 4 Ep1 — L (vgl 4.3, Theorem zur Definierbarkeit von Junktoren)

(2) p1Vps 3 E —p1 —p2  (vel 4.3)
Auf der rechten Seite darf = verwendet werden, da — schon iiber {—, L}
dargestellt wurde und —p; entsprechend ersetzt werden kann.

(3) p1 A\ Dp2 # ': —|(—|p1 V —'pg) (Vgl. 43)
Damit sind alle Junktoren aus K dargestellt iiber {—, L}, und {—, L} ist funk-
tional vollstéindig.

Die Behauptung wird fiir die anderen Mengen analog bewiesen, statt K kann
nun auch {—, 1} verwendet werden. Q.E.D.

Beispiel: Die beiden zweistellige Junktoren Sheffer-Strich (|) und Peircscher
Pfeil (|) sind schon alleine fiir sich funktional vollsténdig. Thre Wahrheitstafeln
sind wie folgt definiert:

¢y oly|oly
0Jo[ 0 [ 1
o[1[[ 1 [0
1[0 T [ o0
T[T 1 [ 0

Die funktionale Vollstindigkeit von {|} und {|} verbleibt als Ubung.

Im weiteren Verlauf dieses Paragraphen werden nur noch Formeln iiber der
funktional vollsténdigen Junktorenmenge {—, A, V} betrachtet. Wir diskutieren
nun die Dualitét.

4.6 DEF (x-Abbildung): Die Abbildung * : PROP — PROP : ¢ — ¢* ist
wie folgt rekursiv iiber dem Aufbau von ¢ definiert:

(1) fur jedes k € N:  pf := —py.
(2) (=¢)* = ¢~

(3) (@AY= g* vy

(4) (PV )" =" N
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4.7 Lemma: Fiir jede Formel ¢ € PROP und fiir jede Belegung v gilt:
[[¢*Hv =1- [[¢]]v = [[_'Qﬂ]v

Bew.: Durch Induktion iiber den Aufbau von ¢:

Sei dazu v eine beliebige Belegung. Beachte, dass nur Formeln {iber der funk-
tional vollstindigen Menge {A, V, =} betrachtet werden.

*

p: Es gilt:  p* = —p. Damit: [p*], = [-p]o =1 = [p]v
IV: Es gelte die Behauptung fiir ¥ und o.
—: Es gilt:  (—¢)* = wp*. Damit:

[(=9)1 = [¢*]o = 1= [¥7"]o = 1 = [¢]y = [~(=)].

Y Ao Esgilt: (¢ Ao)* =¢*Ve*. Damit:

(v)

[(WAo) T =¥ Vo] = fu([¥]e, [07]) =
S =)o, 1 = [o]v) = max(1 = [¢]v, 1 = [o]u) =0
s Wh=los=1 < [YAd]ly=1
Also gilt: [ A o) ]y =1 [ A o]y = [+ A o).
¥ V o: Analog zum Fall Y A 0.

Q.E.D.
4.8 Korollar: Fiir jede Formel ¢ € PROP gilt:
o' =k o
Bew.: Direkte Folge aus obigem Lemma. Q.E.D.

4.9 DEF (Dual): Die Abbildung ¢ : PROP — PROP : ¢ — ¢% ist wie folgt
rekursiv iiber dem Aufbau von ¢ definiert:

1) fiir jedes k € N p{ 1= py

(1)

(2) (mp)? =gt

(3) (oA = vyl
4) (V)= ny?

Wir nennen ¢¢ das Dual von ¢. Offensichtlich gilt: (¢?)? = ¢.
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4.10 Theorem (Dualitéitssatz): Seien ¢, € PROP. Es gilt:

opaEY & ¢l oE vy

Bew.: Es sind zwei Richtungen zu zeigen:

»= Sei ¢ 5 | ¢ gegeben.
Damit gilt aber auch: —¢ g .

Mit obigem Lemma folgt: ¢* 5 & —¢ g ¢ g ¢*
Es gibt n € N mit:  {po,...,pn} 2 At(¢) U At(v)),
wobei At(¢) die Menge der Aussagevariablen ist, die in ¢ vorkommen.

Fiir dieses n gilt:
¢*[ﬁp07 ey "pn/p()a e 7pn} :' ': w*[ﬁp07 ey "pn/p[); e 7pn}
Dabei gilt:

¢*[_'p07 .. ‘7_'p’n/p07 e 7pn] = d)d[_'_‘p(b .. '7_'_‘pn/p07 cee 7pn]

und

w*[_‘p07 o '7_‘pn/p07 e 7pn] = 1/Jd[_‘ﬂp0> sy —\ﬂpn/p07 e 7pn]

Das bedeutet:
¢d[_'_‘p07 RN} _'_'pn/p()a R apn} :| ': wd[_‘_‘p(% R _‘_‘pn/p07 cee 7pn]

Daraus folgt direkt: ¢? = = ¢

»<= Sei ¢? = = ¢ gegeben.
Aus ,=* folgt: (¢?)? = | (?)9.
Da (¢%)? 4 | ¢, gilt schon: ¢ =| = 1)

Insgesamt wurde die Aquivalenz gezeigt. Q.E.D.

Bemerkung: Der Dualitdts-Satz 148t sich etwa fiir Aussagen iiber Normal-
formen (vgl. dazu den niichsten Paragraphen) gut verwenden.
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§ 5 Algebraische Gesetze und Normalformen

In diesem Paragraphen werden einige algebraische Gesetze fiir die AL vorge-
stellt; anschliefend werden Normalformen von Formeln diskutiert.

5.1 Theorem (Algebraische Gesetze): Seien ¢,1,0 € PROP. Dann gelten
folgende algebraischen Gesetze:

(1) Assoziativitdt von A und V:
@AP)NeAE N[ AG) und  (pVY)Ve PV (PVo)
(2) Existenz eines neutralen Elements fiir A und V:

AT HE¢ uwnd ovVIHE©9

Dabei ist das Verum (T) wie folgt (syntaktisch) definiert: T := (=1).

Das neutrale Element ist bis auf logische Aquivalenz eindeutig bestimmt.

(3) Kommutativitit fiir A und V:
PNy HEYAG und SV HEYVP
(4) Distributivitit zwischen A und V:
oV (W Aa) FE(@VYP)A(PVe) und  PA(YVe) HE (@A) V(6N0)
(5) De Morgansche Gesetze:
~(@AY) FE(=oV =) und  ~(¢V ) (-9 A )
(6) Idempotenz fiir A und V:
pANp=HE¢ und oVoHE©
(7) Das Gesetz der doppelten Negation:
¢ HE ¢

Bew.:

Die einzelnen Aussagen sind leicht mit Wahrheitstafeln zu zeigen. Q.E.D.

Bemerkung: Gilt fiir zwei Formeln ¢ = = v, dann gilt auch £ ¢ < 1.

Van Dalen! kiirzt letzteres mit dem Zeichen ~ ab und formuliert die algebrai-
schen Gesetze fiir & statt fiir o = . Dieses Vorgehen wird in der Pridikatenlogik
relevant; in der AL macht es aber keinen Unterschied.

1DIRK VAN DALEN, Logic and Structure, Springer, 2004.
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5.2 DEF (Verallgemeinerung A und V): Die Konjunktion und Disjunktion
konnen verallgemeinert werden. Seien dazu ¢, € PROP (k € N):

(1) Verallgemeinerte Konjunktion:

M ok :=¢0 und M or = (M or) A Pnta

k<0 k<n+1 k<n

(2) Verallgemeinerte Disjunktion:

W ok = ¢o und W ok = (W &%)V dnt1

k<0 k<n+1 k<n

Fiir den Grenzfall £ < 0 wird noch vereinbart:
/X\¢k =T und \X/¢k = 1
k<0 k<0

Analog werden wir auch andere endliche Indexmengen verwenden. Es wurden
hier aber keine (!) unendlichen Konjunktionen und Disjunktionen definiert.

5.3 Lemma: Die bekannten algebraischen Gesetze fiir A und V gelten auch
fiir ihre Verallgemeinerung.

D.h.: Fiir jedes n € N, fiir alle ¢q, ..., ¢, € PROP gilt:

(1) De Morgan:
SN e HAE W ok

k<n k<n
und

W HE /X\ﬂaﬁk

k<n
(2) Dualitét von M\ und \Y/:
(N W ond) A= WK (5on)

k<n I<m k<n I<m

und

(W M o) "3 N W (=k)

k<n I<m k<n I<m

(3) Einfaches Distributivgesetz:

(M or) VY = /X\(mvw

k<n

und

(W or) Ay = = \X/(dmAw)

k<n
(4) Allgemeines Distributiv-Gesetz:

(k/)<(\¢k) (/X\%/H)ZHZ M (B V)

<n,l<m
und
(W o) A (\X/W)=H= W (o A i)
k<n k<n,l<m
Bew.: Verbleibt als Ubung. Q.E.D.
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5.4 DEF (Normalformen): Sei ¢ € PROP eine Formel.

(1) ¢ heifit Literal, falls ¢ eine Aussagevariable (¢ = p) oder eine negierte
Aussagevariable (¢ = —p) ist.

(2) ¢ heiBt konjunktive Normalform (KNF), falls ¢ eine Konjunktion von Dis-
junktionen von Literalen ist. D.h.: es gibt Literale ¢ ; mit:

¢ =MN\W br,

(3) ¢ heiBt disjunktive Normalform (DNF), falls ¢ eine Disjunktion von Kon-
junktionen von Literalen ist. D.h.: es gibt Literale ¢ ; mit:

¢ =W M b

Bemerkungen:

(1) Die beiden Formeln p; A —ps und p; V —ps sind beide sowohl konjunktive
als auch disjunktive Normalformen.

(2) Das folgende Theorem soll die Existenz einer logisch-iiquivalenten kon-
junktiven Normalsform zu jeder beliebigen Formel beweisen. Dazu muss
aber die stirkere Aussage gezeigt werden, dass gleichzeitig konjunktive
und disjunktive Normalformen zu einer gegebenen Formel existieren.

Im Beweis werden lediglich Formeln iiber der Junktorenmenge {A,V, -}
betrachtet. Dies geniigt auch, da diese Menge funktional vollstindig ist
(wenn wir L durch p; A —p; definieren).

(3) Eine Normalform (sowohl disjunktiv als auch konjuntiv) 148t sich aus der
Wahrheitstafel der gegebenen Formel leicht konstruieren. Diese ist aber
nicht die einzige, da die Normalformen nicht eindeutig bestimmt sind.
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5.5 Theorem (Normalformen): Sei ¢ € PROP beliebige Formel. Es gibt
dann eine KNF ¢* und eine DNF ¢¢, so dass:

¢4k " A ¢

Bew.: Durch Induktion iiber den Formelaufbau von ¢ .

p: p ist trivialerweise eine KNF und DNF. Setze: p? := p* :=~ p. Damit:

pE» 4E P
IV: Es gelte die Behauptung fiir ¥, 0. Das heif3t:

v = N & und o dEoF = N Gy

0<k<n 0<l<m

und

vAE e = W ok wd oqEot= Wk

0<k<w 0<l<w

wobei die k; Konjunktionen und die §; Disjunktionen von Literalen sind.
(n,m,v,w € N geeignet gewiihlt.)

—): Trivial mit Lemma 5.3 (2).
Y Ao Klarist: Y Ao = EFAck = ¢? Aol
Mit
VRN = M A M = M O

0<k<n o<l<m 0<k<n+m

wurde damit schon eine KNF fiir ¢) A o gefunden.

Betrachte nun % A o%:

Pined = W kA W Kot :ﬂ: W (keAKop) = W Ky

0<k<v v<I<w 0<k<v,0<l<w 0<k<v+w

(%) gilt nach Lemma 5.3 (4) und es wurde eine DNF fiir ¢ A o gefunden.
1V o: Analog zum Fall ¥ A 0.
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§ 6 Der Kalkiil des Natiirlichen Schlief3ens

In diesem Abschnitt wird der Kalkiil des Natiirlichen Schlielens (NK') nach
Gerhard Gentzen eingefiihrt. NK’ ist ein syntaktisches Schlussverfahren, das
eine Baumstruktur verwendet. Es verzichtet auf Axiome und besteht lediglich
aus Annahmen und Regeln zum Ableiten von Schliissen. Das Ableiten im Kalkiil
(Beweisen) ist die syntaktische Entsprechung zur semantischen Folgerung.

Bemerkungen (Sprache):

(1) Der Kalkiil NK’ wird fiir die aussagenlogische Sprache iiber der funktional-
vollsténdigen Junktorenmenge {—, L, A} definiert.

(2) Die Negation einer Formel (—¢) wird hier grundsitzlich als abkiirzende
Schreibweise fiir die Formel (¢ — L) verstanden.

Beschreibung (Schlielen): FEine Ableitung ist eine Baumstruktur, die aus
dem Hinschreiben von Pramissen und der mehrfachen Anwendung einzelner
Schliisse entsteht.

(1) Annahmen diirfen jederzeit als Pramisse eingefiihrt werden. Dies geschieht
durch das Hinschreiben einer Formel ¢. Die darauf folgende Ableitung ist
dann von dieser Prédmisse abhéingig.

(2) Ein einzelner Schluss besteht aus einer oder mehreren Prémissen (etwa
¢1 und ¢3) und einer Konklusion (etwa ¢3), zu der verméoge einer Regel
iibergegangen wird. Dies wird im Kalkiil nach folgendem Schema notiert:

1 b2
b3

Die Konklusion eines Schlusses kann zur Pramisse eines weiteren Schlusses
werden.

(Regel )

(3) Einige Regeln erlauben das Loschen von vorher hingeschriebenen Annah-
men. Dadurch wird die Ableitung unabhéngig von der Annahme. Die An-
nahme ist also nicht mehr Voraussetzung fiir die Konklusion. Solange eine
Annahme nicht gel6scht ist, wird sie als offene Annahme bezeichnet.

(4) Wird beim Ableiten tatséchlich eine offene Annahme geloscht, so wird
die zu loschende Annahme in eckige Klammern gesetzt und die Regel,
aufgrund der das Loschen geschieht, im Ableitungsbaum mit einem fort-
laufenden Index nummeriert. Dieser Index wird bei der gelschten Formel
an der eckigen Klammern wiederholt.

1]
T (Regel:1)
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Konvention (Notation): Es werden noch einige Konventionen fiir die No-
tation benotigt.

9

(4]

kennzeichnet, dass an dieser Stelle eine beliebige Ableitung stehen kann.

wird als Standardvariable fiir Ableitungen verwendet.

kennzeichnet, dass eine Ableitung D die Formel ¢ als Konklusion (End-
formel) hat

kennzeichnet bei Regeln, dass in einer tatséchlichen Ableitung die Vor-
kommen der Formel ¢ als offene Annahme geloscht werden diirfen.

Es ist nicht gefordert, dass die Formel als Annahme in der Ableitung
tiberhaupt vorkommt.
Es ist auch nicht gefordert, dass alle Vorkommen von ¢ geldscht werden.

Im Grenzfall ist es sogar erlaubt, dass kein einziges Vorkommen gel6scht
wird.

6.1 DEF (Schlussregeln): Die Schlussregeln bestimmen den Ubergang von
den Prémissen zur Konklusion. Sie erlauben dabei das Einfithren (introduction)
oder Beseitigen (elimination) von Junktoren. Einige Regeln ermoglichen zuséitz-
lich das Loschen offener Annahmen. Die Kennzeichnung der verwendeten Regel
fiir das Ableiten ist in Klammern neben dem Schlufistrich angegeben:

(1) Einfiihrung der Konjunktion:

o ¥
SN (AT)
(2) Beseitigung der Konjunktion:
¢g¢’(AE) ¢2¢)(AE)
(3) Einfithrung der Implikation:
[¢]
v

Beispiel:  Nach den Bemerkungen zur Annahmenléschung sind folgende
Ableitungen durch richtige Anwendung der Implikationseinfithrung ent-
standen:

B

m(—ﬂ) ¢(—’I) i(—>I:1)

A— A A— A
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(4) Beseitigung der Implikation (modus ponens):

o0 Ly,
(5) reductio ad absurdum:
[=¢]
- RAA

6.2 DEF (Ableitung): Mithilfe der Schlussregeln kann nun induktiv iiber
die Baumstruktur eine Ableitung definiert werden:

(1) Fiir jede Formel ¢ € PROP ist D : = ¢ eine Ableitung.
(2) Falls Dy, Dy Ableitungen sind, dann sind auch folgende Béume Ableitun-

gen:
Dl DQ Dl Dl
O ¥ 6 A 6 A
y p "
g} D, D,
6 v
[—¢]
Dy
(RAA) L
5

Es wurde wieder nicht vorausgesetzt, dass die durch eckige Klammern
gekennzeichneten Prdmissen in den Ableitungen tatséchlich vorkommen
oder dort tatséchlich geloscht werden.

6.3 DEF (Annahmenmenge): Die Abbildung
Hyp: D — {¢ € PROP: ¢ ist offene Annahme von D}

ordnet jeder giiltigen Ableitung D die Menge ihrer offenen Annahmen zu. Die
Menge Hyp(D) wird auch Hypothesenmenge oder Annahmenmenge von D ge-
nannt.

Eine rekursive Definition von Hyp verbleibt als Ubungsaufgabe. Dabei muss
beachtet werden, ob in einer Ableitung tatséichlich Loschungen erfolgen.
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6.4 DEF (Ableitbarkeit): Aus einer Menge A C PROP von Formeln ist
die Formel ¢ ableitbar (A F ¢), falls es eine Ableitung D gibt, so dass die
Konklusion von D die Formel ¢ ist und Hyp(D) C A gilt.

6.5 DEF (weitere Junktoren): Seien ¢,¢ € PROP beliebige Formeln. Es
diirfen folgende abkiirzende Schreibweisen verwendet werden:

(1) (¢V) fiir die Formel —(—¢p A —))
(2) (¢ <) fir die Formel (¢ — ) A (Y — @)

6.6 Proposition (weitere Schlussregeln): Fiir die Junktoren V und <
gelten folgende Schlussregeln zur Einfithrung und Beseitigung:

(1) Einfiihrung der Disjunktion:

¢ Y
— (V] — (V1]
v (VD) v (V1)
(2) Beseitigung der Disjunktion:
(4] [¢]
¢V Y o o v )
1%
(3) Einfithrung der Biimplikation:
[¢] (]
v
poen (=)
(4) Beseitigung der Biimplikation:
¢ P v P
— K —
m (< E) - (< E)

Bew.: Zum Beweis vergleiche van Dalen, Lemma 1.6.2, Seite 49ff.
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Bemerkung: Dass eine Schlussregel gilt, bedeutet hier, dass ihre Anwendung
ersetzbar ist durch Anwendung schon bekannter Schlussregeln (fiir A,— und L).
Damit kann diese abkiirzende Schreibweise in Zukunft verwendet werden, ohne
dass die Definition der Ableitung erweitert werden muss.

Man kann alternativ die Disjunktion und die Biimplikation auch als Grund-
zeichen der Aussagenlogik verwenden und fiir diese Zeichen die in Proposition
6.6 (1) — (4) bewiesenen Eigenschaften als Ableitungs-Regeln festsetzen. Dieser
Kalkiil heift NK. Dann erhiilt man die in Definition 6.5 (weitere Junktoren)
gemachten Festsetzungen als Theoreme des Kalkiils. In NK gilt also:

VP AE=(=¢ A )

und

¢ =A@ = ) A (Y — @)
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§ 7

Vollsténdigkeit

Motivation: Bisher wurden 2 zentrale Konzeptionen der Logik eingefiihrt:

(1)

Die Folgerung (F): wird semantisch definiert iiber die Betrachtung al-
ler (moglichen) Interpretationen der Formeln; die Giiltigkeit (Wahrheit)
der Pramissen erzwingt in einem Schluss die Giiltigkeit der Konklusion;
die Bedeutung der Junktoren wird explizit durch Wahrheits-Funktionen
festgelegt.

Das Ableiten (F): wird syntaktisch definiert iiber die regelkonforme An-
wendung von Schlussregeln eines Kalkiils (bei uns NK'); beim Ableiten
wird auf die Betrachtung der Bedeutung verzichtet, entscheidend ist das
Erreichen der Endformel von den Prdmissen ausgehend; die Bedeutung
der Junktoren ist (hochstens) implizit durch die Schlussregeln festgelegt.

Im Folgenden wird die Vollstéindigkeit von NK’ bewiesen. Damit ist die Gleich-
wertigkeit beider Konzeptionen gemeint. Die Vollstandigkeit (im weiten Sinn)
umfaflt dabei zwei Richtungen:

(1)

(2)

Die Korrektheit des Kalkiils: I'F¢ = TI'E¢

Alles, was abgeleitet werden kann, kann auch gefolgert werden.

Die (eigentliche) Vollstindigkeit des Kalkiils: T'=¢ = Thk¢

Alles, was gefolgert werden kann, kann auch abgeleitet werden.

Die Begrifflichkeit legt nahe, dass die Folgerung primér zur Ableitung verstanden
wird. Dies ist nicht immer so. Es gibt auch philosophische Konzeptionen der
Logik, die das Ableiten als primér ansehen. Letztlich kann festgehalten werden,
dass beide Konzeptionen unabhéngig voneinander motiviert werden kénnen und
prinzipiell unabhéngig voneinander eingefithrt werden.

Bemerkungen:

(1)

Hyp(D) bezeichnet die Menge aller offenen Annahmen einer Ableitung D
und ist offensichtlich endlich.

Bei einer formalen, rekursiven Definition muss beachtet werden, dass die
Loschung von Annahmen bei einer Schlussregel nicht zwingend ist.

Im Folgenden wird grundsétzlich von einer Sprache iiber der funktional-
vollsténdigen Junktorenmenge {A, —, L} ausgegangen.

Das folgende Argument wird in diesem Paragraphen immer wieder ver-
wendet: T'E¢ = AUTE
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7.1 Satz (Korrektheit von Ableitungen): Fiir jede Ableitung D mit
Endformel ¢ gilt: Hyp(D) = ¢.

Bew.: Durch Induktion iither den Aufbau der Ableitung D.

D = ¢: Damit ist Hyp(D) = {¢} und Endformel von D ist ¢.
Es gilt auch: ¢ E ¢ und Induktionsanfang ist gezeigt.

IV: Angenommen Aussage gilt fiir Ableitungen D; und Ds.

D, Dy
D=~ ¢ (0 (D) Damit: Hyp(D) = Hyp(D1) U Hyp(Ds).
oNY

Nach IV gilt: Hyp(D1) = ¢ und Hyp(D2) = .
Damit gilt, da Hyp(D;) C Hyp(D): Hyp(D) = ¢ und Hyp(D) = ¢
Daraus folgt direkt: Hyp(D) ¢ A 1.

D,

D= ¢;w (A ) Damit: Hyp(D) = Hyp(D;).

Nach IV gilt: Hyp(D1) E ¢ A .
Mit Hyp(D;) = Hyp(D) gilt schon: Hyp(D) E¢ A .
Also auch: Hyp(D) [ ¢.

D,
D= ¢AY Analog wie oben!
— (1B
D Do
D= ¢ b= - B) Damit: Hyp(D) = Hyp(D;) U Hyp(Ds).
¢

Nach IV gilt: Hyp(D1) E ¢ und Hyp(D2) E ¢ — .
Damit gilt, da Hyp(D;) € Hyp(D): Hyp(D) | ¢ und Hyp(D) = ¢ — 9.
Daraus folgt direkt: Hyp(D) = .
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¢ —1p

0"
Dy

id (—I:1)

Aufgrund der moglichen Loschung kann keine einfache Aussage iiber die
Annahmenmengen getroffen werden. Es sind folgende drei Fille zu unter-
scheiden:

(1) ¢ ¢ Hyp(D;) (Damit sofort auch: ¢ ¢ Hyp(D))
(Kein Vorkommen von ¢ in bisheriger Ableitung.)

(2) ¢ € Hyp(D1) und ¢ € Hyp(D)
(Ein Vorkommen von ¢ wurde nicht geldscht.)

(3) ¢ € Hyp(D1) und ¢ ¢ Hyp(D)
(Alle Vorkommen von ¢ wurden geldscht.)
Nach IV gilt: Hyp(D;) E .
In allen drei Fiillen folgt fast sofort: Hyp(D)E¢ — ¢

(o]
Dy

(= RAA:1)

Analog zu oben sind wieder 3 Fille zu unterscheiden:

(1) —¢ ¢ Hyp(D1) (Damit sofort auch: —¢ ¢ Hyp(D))

(2) —¢ € Hyp(D1) und —¢ € Hyp(D)

(3) —¢ € Hyp(D1) und —¢ ¢ Hyp(D)

Nach IV gilt: Hyp(D;) E L. Also ist Hyp(D;) unerfiillbar.

In den ersten beiden Fillen gilt: Hyp(D) = Hyp(D,).

Damit folgt aus der Unerfiillbarkeit von Hyp(D) sofort: Hyp(D) E ¢.
Angenommen es wiirde im dritten Fall gelten: Hyp(D) F ¢

Dann gébe es eine Belegung v mit:
Fiir jedes ¢ € Hyp(D) gilt [¢], = 1, und [¢], = 0.

Insbesondere gilt dann auch: [-¢], = 1.

Da Hyp(D;) = Hyp(D)U{—¢}, wire eine Belegung gefunden, die Hyp(D;)
erfiillt. ' WIDERSPRUCH zur Unerfiillbarkeit von Hyp(D) C Hyp(Dy).

Also doch: Hyp(D) E ¢.

Damit wurden alle Ableitungen betrachtet und die Aussage ist gezeigt. Q.E.D.
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7.2 Theorem (Korrektheit von NK'): Sei I' € PROP Menge von Aussagen
und ¢ € PROP eine Formel. Wenn T't ¢, dann auch T' = ¢.

Bew.:
Es gelte T'F ¢.

Nach Definition der Ableitbarkeit gilt: Es gibt eine Ableitung D mit Endformel
¢, und fiir die offenen Annahmen Hyp(D) gilt Hyp(D) C T

Mit dem Satz zur Korrektheit von Ableitungen gilt: Hyp(D) E ¢.
Daraus folgt direkt fiir I' O Hyp(D): T [ ¢. Q.E.D.

Bemerkung: Die Korrektheit des Kalkiils wurde recht schnell und einfach ge-
zeigt. Um nun die Umkehrung der Aussage, also die Vollstéindigkeit des Kalkiils,
zeigen zu konnen, wird noch ein wenig Begrifflichkeit und Theorie benétigt.

7.3 DEF (Konsistenz): Eine (eventuell unendliche) Formelmenge I' C PROP
heifit konsistent, falls T' )/ 1. Andernfalls heif3t T inkonsistent.

7.4 Lemma: Sei I' C PROP eine Menge von Aussagen. Dann sind folgende
Eigenschaften dquivalent:

(1) T ist konsistent.
(2) Es gibt keine Formel ¢ € PROP, so dass: T't¢ und I'F—¢.
(3) Es gibt ¢ € PROP mit: T f¢.

Bew.: Der Beweis verbleibt als leichte Ubung. Q.E.D.

7.5 Lemma: Sei I' C PROP eine Menge von Aussagen. Gibt es eine Belegung
v, so dass fiir jedes ¢ € T gilt: [¢0], = 1, dann ist T konsistent.

Bew.:

Sei v eine Belegung, so dass fiir jedes ¢ € T gilt:  [¢], = 1.
Angenommen T ist inkonsistent.

Dann gibt es eine Formel ¢ € PROP, so dass ' ¢ und 't —¢.
Damit gilt mit der Korrektheit des Kalkiils: T'E¢ und I' E —¢.

Damit muss nach der Definition der Folgerung fiir gewéhlte Belegung v gelten:
[¢]v =1 und [-¢], =1

WIDERSPRUCH zur Definition von Bewertungen. Also ist I' doch konsistent.

Q.E.D.
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7.6 DEF (maximal-konsistent): Eine Menge I' C PROP heifit mazimal-
konsistent, falls T konsistent ist und fiir jede konsistente Obermenge I'" O T gilt,
dass TV =T. (Das bedeutet, dass I" keine echte konsistente Erweiterung hat.)

Bemerkung (Abzihlbarkeit von PROP): Der folgende Satz benétigt we-
sentlich eine Abzihlung von PROP. Diese kann z.B. wie folgt angegeben werden:

Zun#chst wird jedem Zeichen des Alphabets fortlaufend eine natiirliche Zahl
gréfer 0 zugeordnet:

4]s5]6]7]...

Damit kénnen beliebige Formeln wie folgt kodiert werden:

K :PROP — N: ¢ = agar ..o — [[ oy ™
k=0
Dabei ist p; die k-te Primzahl.

Aufgrund der eindeutigen Lesbarkeit von Formeln ist diese Kodierung K wohl-
definiert und aufgrund der eindeutigen Zerlegbarkeit einer natiirlichen Zahl in
ihre Primfaktoren injektiv.

Hieraus 148t sich eine Abzéhlung f : N — PROP : n — ¢, gewinnen.

Genauer: Es laft sich eine primitiv-rekursive Funktion g angeben, so dass g(n)
der Kode fiir die Formel ¢,, ist. (Ubungsaufgabe!)

7.7 Satz (Konsistente Erweiterbarkeit): Jede konsistente Aussagenmenge
I' € PROP laf3t sich zu einer maximal-konsistenten Menge IV D I erweitern.

Bew.:

Sei T konsistente Menge von Aussagen und {¢ € PROP : k € N} eine Abzih-
lung von PROP.

Definiere nun rekursiv eine aufsteigende Folge von Formelmengen:

. [ I, U{¢,} fallsT, U{¢,} konsistent
FO =1 und Fn+1 = { Fn sonst
Nach Konstruktion ist klar, dass fiir jedes n € N gilt, dass I';, konsistent ist.
Setze nun: I :=JT,,.

Es gilt:

(1) TV 2 T ist konsistent: Angenommen nicht. Dann I+ L. Dann gib es
eine Ableitung D mit Hyp(D) C I'” und Endformel L. Da Hyp(D) endlich
ist, gibt es maximales n € N mit ¢,, € Hyp(D). Nach Konstruktion gilt:
Hyp(D) C Tn1.

Damit gilt aber: T'y41F L. WIDERSPRUCH zur Konsistenz von I',.

Also ist auch I konsistent.
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(2) T ist maximal: Angenommen nicht, dann gibt es ein ¢,, € PROP\IV, so
dass TV U {¢,} konsistent ist. Damit ist aber auch T',, U {¢,,} konsistent
und ¢, € T',,11 C I". Dies ist ein Widerspruch.

Also ist IV maximal-konsistent. Q.E.D.

7.8 Lemma: Sei ' C PROP beliebige Formelmenge. Dann gilt fiir jede Formel
¢ € PROP:

(1) Ist ' U{—¢} inkonsistent, dann gilt: T'F¢.
(2) Ist T'U{¢} inkonsistent, dann gilt: T'F —¢.

Bew.:

(1) Sei D eine Ableitung fir I'U{—¢} F L. Durch die weitere Anwendung der
RAA samt Loschung aller Pramisse —¢ wird D sofort zu einer Ableitung
fiir T'F ¢.

(2) Sei D eine Ableitung fiir I' U {¢} - L. Durch die weitere Anwendung der
Regel (— I) samt Loschung aller Pramissen ¢ wird D sofort zu einer Ab-
leitung fiir I'F—¢ = ¢ — L. Q.E.D.

7.9 Korollar: Falls I' € PROP maximal-konsistent ist, dann ist I" unter
Ableitbarkeit abgeschlossen. D.h.:  Wenn I'F ¢ gilt, dann auch ¢ € T.

Bew.:
Es gelte: T'F¢.

Angenommen ¢ ¢ I'. Dann ist aufgrund der Maximalitdt von I' die Menge
I'U{¢} inkonsistent. Damit gilt mit obigem Lemma: T'F—¢.

Damit ist I" aber inkonsistent. WIDERSPRUCH.
Also doch: ¢ €T. Q.E.D.

7.10 Lemma: Sei I' C PROP wieder maximal-konsistent. Dann gilt fiir alle
¢,9 € PROP:

(1) Entweder ¢ € T oder —¢ €T

(2) ¢ — ¢ €T gilt genau dann, wenn (¢ € ' = ¢ € ).
Bew.:

(1) Klar ist aufgrund der Konsistenz, dass nicht ¢ € T" und —¢ € T.

Es gelte, dass ¢ ¢ I". Aufgrund der Abgeschlossenheit unter Ableitbarkeit
gilt dann T' Jf ¢. Wire I' U {—¢} inkonsistent, dann wiirde nach obigem
Lemma gelten: I'k¢. Also ist I' U {—¢} konsistent.

Aufgrund der Maximalitat von ' gilt nun: —¢ € ' = T'U {—¢}.
Analog impliziert -¢ ¢ T', dass ¢ € I
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(2) Es sind zwei Richtungen zu zeigen.

,=" Esgelte: ¢ — 1 eTl.
Falls nun ¢ ¢ T', dann ist nichts zu zeigen. Sei also ¢ € I'. Damit gilt:

T't¢ und Tk —

Mit modus ponens folgt: I'F1. Da I' maximal-konsistent und damit un-
ter Ableitbarkeit abgeschlossen ist, gilt damit auch: 1 €T.

»<=“ Falls ¢ € I', dann auch nach Voraussetzung ¢ € I'. Damit gilt: T'F1).
= TI'Fo—vyv = ¢—9el
Falls aber ¢ ¢ T', dann gilt mit (1): —¢ €T (%)
Betrachte nun folgende Ableitung D:
o e
L (raa)

Y
pra (1)

Wegen (x) gilt: Hyp(D) = {—¢} CT.
Also ist gezeigt: T'H¢ — ¢ und damit auch ¢ — ¢ € T.

7.11 Lemma: Sei I' C PROP konsistent. Dann gibt es eine Belegung v, so
dass fiir jedes ¢ € T gilt: [¢], = 1.

Bew.:
Sei IV D I maximal-konsistente Erweiterung von I'.

fallspe T’

Sei die Belegung v wie folgt definiert: p— v(p) = { (1) sonst

Falls fiir jedes ¢ € PROP gilt:
[[d)]]v =1 < (b er (*)

dann wurde eine Belegung v gefunden, so dass fiir jedes ¢p € T C I gilt:
|I¢H”U =1
Zeige also (x) durch Induktion iiber dem Aufbau von ¢:
L: [L],=0und L £T".
p Iplo=1 & wp)=1 & pel.
IV: Es gelte die Behauptung fiir ¢ und o.
Yoo [Y—o),=0 < [¢],=1und [o],=0
& YpelVundogl” < NICHT (p €I’ =o€l
& NICHT (¢ — o € I) (Vgl. Lemma oben.)

YA [YAc],=1 & [Yly=1ud[o],=1 & ¢,oel’
& I'EyYyAno & oAy el Q.E.D.
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7.12 Korollar: Fiir ein konsistentes I' C PROP und ¢ € PROP gilt T" ¢
genau dann, wenn es eine Belegung v gibt, so dass iir jedes ¢ € I gilt:

[¢]o =1 und [¢], =0

Bew.: TF¢ <« T U{-¢} konsistent. Q.E.D.

7.13 Theorem (Vollstéindigkeit von NK'): Fiir jede Menge I' C PROP
und Aussage ¢ € PROP gilt: Wenn I' = ¢, dann auch T'F ¢.

Bew.:
Es gelte T' ) ¢. Daraus folgt: T U{—¢} }f L.
Damit ist I'U {—¢} erfiillbar und es gilt: T F ¢. Q.E.D.

7.14 Korollar (Endlichkeitssatz): FallsT |= ¢, dann gibt es endlichesTV C T’
mit T’ | ¢.

Bew.: Direkte Folge aus der Vollstindigkeit von NK’ und der Tatsache, dass
fiir jede Ableitung D gilt, dass Hyp(D) endlich ist. Q.E.D.

7.15 Korollar (Kompaktheitssatz): T' C PROP ist genau dann erfiillbar,
wenn jede endliche Teilmenge IV C T erfiillbar ist.

Bew.:

= trivial.

< Angenommen I' nicht erfiillbar. Damit I' = L, also '+ L. Damit gibt es
endlichhes IV C T mit I+ L. Dafiir gilt: I" | L. Also ist IV nicht erfiill-
bar. Q.E.D.
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