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Aufgabe 41: Formen Sie die folgende Formel schrittweise in eine PNF um. Geben Sie dabei
an, welche logischen Aquivalenzen Sie verwenden.

=(3xg(x, y) A (Vyu(y) = ¢(x, x)) = FaVyo(x,y))

Gehen Sie dabei davon aus, dass die Formeln ¢, ¥ und ¢ quantorenfrei sind. Warum ist das
hier notwendig?

Aufgabe 42: Wir erweitern formale Sprachen £ um den Quantor 9 (fast alle). Erweitern
Sie die Definition 9.4 (Auswertung von Formeln) derart, dass 4« ¢ genau dann wahr ist, wenn
hochstens endlich viele Elemente des Universums die durch ¢ beschriebene Eigenschaft nicht
haben. Zeigen Sie anschliefSend:

(a) falls 20 unendlich, dann A E Jz¢(x) — Jzp(x)

(b) F Fre(x) = Ire(z)
(¢) AEFzo(x) A Jz—o(z) < A ist endlich.

Aufgabe 43: Zeigen Sie im Kalkiil NK:

(a) Jx(o(x) Ap)FTzp(x) A, sofern x ¢ FV ()
(b) FVzo(r) — —Jz—¢(x)
(¢) F—Jaz—d(z) = Veo(z)

Hinweis: Im Kalkiil NK ist der Quantor 3 ein eigenstandiges Zeichen mit eigenen Schlussregeln
und insbesondere die Formel dz¢ keine Abkiirzung.

Arithmetik: Die Arithmetik PA entsteht aus der schwachen Arithmetik PAy durch Hinzu-
nahme von Axiomen fiir Addition und Multiplikation:

(Ay) Ve.x +0 =z, (Ay) Vey. o+ N(y) = N(z + y)
(M) Vz.x x 0 =0, (Ms) Voy. o X N(y) =x xy+=x

Das Induktionsschema wird an die erweiterte Sprache der Arithmetik angepasst. (D.h. in den
Formeln ¢ kdénnen jetzt auch Addition und Multiplikation vorkommen.)
Aufgabe 44: Beweisen Sie die folgenden arithmetischen Aussagen:

(a) PARVz,z,y:(x+z2z=y+2z—2x=y) (rechtsseitige Kiirzung)
(b) PARVz,y:(x+y=y+2x) (Kommutativitét)

Abgabe der Aufgaben montags bis 17:30 Uhr (Internet) bzw. in der Vorlesung.



