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Pradikatenlogik (PL1)

» Sprache der Mathematik

» Neu im Vergleich zur Aussagenlogik
* Funktions- und Relationssymbole (predicate symbols)
» Existenz- und All-Quantoren

= Atomare Formeln werden ersetzt durch Relationen (Pradikate)
uber Termen

* Terme bezeichnen Individuen explizit

» Es lassen sich unbeschrankt viele Terme bauen (z. Bsp. 0,
F(0), F(F(0)), F(F(F(0))), -..)
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Syntax der Pradikatenlogik (1)

» Sprache:

= Menge von (Individuen-) Variablen V= {vy,v,,...}
» aussagenlogische Junktoren

Funktionssymbole: F = {f, g, h, ...} (Stelligkeit >0)

» Pradikatssymbole: P={R, S, T, ...} (Stelligkeit >0)
Quantoren: V, 3
» Hilfssymbole: Klammern, Komma

RRRRRRRRRRRR aa
TUBINGEN

Wolfgang Kuchlin, WSI und STZ OIT, Uni Tubingen 10.07.11



Syntax der Pradikatenlogik (2)

> Terme T(7, F): die kleinste Menge mit
" VTV B
= Falls f€F (mit Stelligkeit n) und t,, ..., t €T(¥, F), so auch ft,...
t eT(V, F).
» Beispiel:
" V={xy, 2}
® F'={c, f, g} (c O-stellig, f 2-stellig, g 1-stellig}
= Terme: fxfgyc oder gffcgxgz
» Erweiterung mit Klammern: f(x, f(g(y), c)) oder g(f(f(c,g(x)),g(z)))

» Achtung: Variablen stehen fur Individuen, nicht mehr fur
Aussagen (anders als in der AL).
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Syntax der Pradikatenlogik (3)

» Relationssymbole ® bezeichnen Relationen (Bool-
wertige Funktionen)

» Formeln ®(7,F R): Definiert als kleinste Menge, so dass
(schreibe ® anstelle von ®(7,FR) )
=l ed
* Falls ReR (Stelligkeit n)und t,, ..., t. €T(7,F), soist Rt,...t, € .

» dieses sind die atomaren Formeln
» Falls F,G € &, so auch (FvG)ed, (FAG)E®D und "Fcd.

= Falls xe?7und Fe®, so auch dxFe® und VxFeo.

= Beispiel: V={x,y}, F={f,, g4}, R={P,, Q,}

Formel: ‘v’xSEIxPxx/\Qfxgxxz. Atomare Formel: Qfxgxx
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Semantik der Pradikatenlogik

Logik Strukturen (semantic domains)

Interpretation

v

Formeln

,plus

[13

— ist grolRer als”
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Semantik der Pradikatenlogik (2)

» Semantic Domain benotigt Funktionen und
Pradikate (Relationen)

> (F, R)-Struktur:
Tupel (A,u), mit Universum A={ } und Funktion

u (meaning function), die jedem f,.€ F eine

n-stellige Funktion und jedem R_€ R eine
m-stellige Relation auf A zuweist.
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Semantik der Pradikatenlogik (3)

» Variablenbelegung:
17 eine Variablenmenge, (A,u) eine (F, ®)-Struktur
Eine Variablenbelegung f ist eine Abbildung f:V—A.

» Notation: f[x/a]
die an Stelle x auf a abgeanderte Funktion 3
‘a  falls y=x,

plx/a](y) = i B(y) sonst
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Semantik der Pradikatenlogik (4)

» Interpretation

Tupel (A4, B), bestehend aus (F, R)-Struktur 4 und
Variablenbelegung p fir 7 in 4.

» Interpretation eines Terms

Sei I = (A, B) eine Interpretation. I(t) ist rekursiv
definiert durch:

" J(t)=p(t) fallst € 1
" I(fty...t) = wfl(L(ty), ..., L(t,)).
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Beispiel zur Interpretation eines Terms

> A=(N, u) mit
" u(f): NxN =2 N: (x,y) » x+y
" u(g): N> N:x~ x+1
" u(P) = N%: (x,y) € w(P) gdw x=y
" w(Q) = N?:(xy) € u(Q) gdw x<y
> B(X)=2

1(fxgx) = w(f)(L(x),1(gx)) = B(x)*+u(g)((x))
= 2+(2+1) =5
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Semantik der Pradikatenlogik (5)

> Erfullbarkeitsrelation

Sei I=(A4, p) Interpretation, F Formel.
= F definiert durch:

B, L

.=, Rt,...t gdw. (I(t,),..., I(t.)) Ew(R)

=, FvGgdw. E,F oder I, G

=, FAGgdw. E, Fund ;G
=, 7F gdw. ¥, F

* =, VXF gdw. &, 4 F fur alle ac 4

* =, dxF gdw. es gibt ein ac A mit &=, ;1 F
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Sprechweisen

» Fur =, F sagen wir
» | erfullt F (satisfies, validates)
= F gilt unter 1 (is valid)
» F ist wahr unter 1 (is valid)
= ] ist ein Modell von F

> Existiert ein 1, so dass =, F, so heil3t F erfullbar.
» Gilt =, F fur alle 1, so heif3t F allgemeingultig, =F

» G =, F bedeutet: Falls =, G, dann auch =, F
» Folgendes ist moglich:
= ~ F (im allgemeinen), aber =, F (im speziellen 1)
= G ¥ F (im allgemeinen), aber G =, F (im speziellen 1)
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Substitutionen (1)

> Freie | gebundene Variablen
= Die Quantoren 4 und V binden Variablen.

* Fr(F) = Menge der freien Variablen von F
= Bd(F) = Menge der gebundenen Variablen von F

= Beispiel: F = Vx (dy Pxyz v Qfu) A dz Rax
Fr(F) ={z, u, x}
Bd(F) ={x,y, z}
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Substitutionen (2)

» Die simultane Substitution t[x,,...,x./ t,,...,t] bzw.

F[X4,....x. [ ty,...;t] istfur Terme t, t,, ..., t, paarweise
verschiedene Variablen x,, ..., x. und Formeln F rekursiv definiert.

= Basis:

falls x € {x,,...,
X[Xl""’xr/t19"'7tr = X a SX%{XI Xr}
t. fallsx =x,

1

o folXq- Xy, b=
* f(yq, Y Xqse oo Xy, 6] = F(Y[X, o x L D  Vi XX )
* R(s1,...,8K)[Xq,....X/ty,.. . ,t] = R(S4[Xq,-- . XMy, b, s, S[Xq, -2 Xy, 0t ])

«» (Qx F)[x,,....x./t},....t ] = Qu(F[x, 5 X ,X/t St t. ,ul)
Dabei x.cFr(Qx F) und x; # t. u neue Varlable m|t
u %Fr(F) U Var(t; )U.. U Var(t )
Falls X & Var(t, )U .U Var(t, ) kann u=x gewahlt werden

(benenne x in neue Varlable u um, falls X in einem der Terme t; vorkommt, und
ersetze freie Variablen)
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Beispiele zur Substitution

» fyzly,z,u/z,x,y] = fzx

» Vx Pxy [y/x] = Vu(Pxy[x,y/u,x]) = Vu Pux

» (dx Pxfyz)[x,z/u,fyy] = dx Pxfyfyy
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Normalformen

» Wie schon die AL-Resolution benotigt auch die PL-
Resolution eine Formel in Normalform: Klausel-Form

» Eine geschlossene Formel ist in Klausel-Form, falls sie
von der Bauart

QX,...X,: M
ist. Hierbei ist Qx,...x, ein Prafix aus allquantifizierten

Variablen und M ist eine quantorfreie Matrix in
konjunktiver Normalform.

» Satz (Skolem): Zu jeder geschlossenen Formel A existiert

eine erfullbarkeits-aquivalente Formel A* in Klausel-Form,
also A* 2 A.
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Normalformen

» Negationsnormalform (NNF)

Formel ist in NNF, wenn = nur noch vor
Relationssymbolen oder vor L vorkommt.

» Algorithmus:
» OVxF => dx-F
» 7 dxF => Vx-F
= AL-NNF-Transformationen
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Normalformen

» Pranexe-Normalform (PNF, prenex normal form)

Formel ist in PNF, falls sie von der folgenden Form ist:
Q,X4...Q. X, Fy

» Algorithmus
» Fvd xG => dy(FVvG[xly]), wobei y&Var(F)UFr(G
* FAd xG => dy(FAGIx/y]), wobei y&Var(F)UFr(G
» FAVXG => Vy(FAG|x/y]), wobei y&¢Var(F)UFr(G
» FVVXG => Vy(FVG[xly]), wobei y&Var(F)UFr(G

» F ist in Pranex-CNF (PCNF), falls F, in CNF
» Algorithmus: Distributivgesetz anwenden

)
)
)
)
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Normalformen

» Skolem-Normalform (SNF)

Formel ist in SNF, wenn sie in PCNF ist und wenn ihr
Prafix nur universelle Quantoren enthalt.

» Algorithmus:
= VXq... VX AX 01 QuinXian--- QX Fo £
VX4 VX Qi Xiro- - - QX (Fo[Xir /X4 - - X ])

wobei f neues k-stelliges Funktionssymbol ist, das eine Skolem-
Funktion bezeichnet, die zu jeder Kombination x,...x, einen der
fur x, ., existierenden Werte auswahlt.
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Normalformen - Beispiel

»F =dxVy Rxy A 7dzVu Rzu
» NNF: dxVy Rxy A Vzdu 7Rzu
» PNF: dxVyVzdu (Rxy A 7"Rzu)

» SNF: VyVz(Rc,y AT Rzf,yz)
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Normalformen

» Einfuhrung von Skolemfkt. erhalt nur die Erfullbarkeit

» Je nachdem, wie die Quantoren extrahiert wurden,
bekommt man unterschiedliche Skolemfunktionen
* NNF: dxVy Rxy AVzdu 7"Rzu

PNF1: dxVyVzdu (Rxy A 7Rzu)

SNF1: VyVz(Rcyy ARzf,yz)

PNF2: VzdudxVy (Rxy A "Rzu)

SNF2: VzVy(Rf,zy A—Rzg,z)

» Wir sind an den einfachsten Skolemfunktionen (ohne
uberflussige Parameter) interessiert
» d-Quantoren im engsten (innersten) Kontext ersetzen

= danach die Allguantoren nach aufden ziehen
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Normalformen

» Skolem-Normalform und freie Variablen

= Nach der Skolemisierung werden alle Variablen als
allquantifiziert angenommen

= \Was passiert mit freien Variablen?
= ErfUllbarkeit: Implizit existenzquantifiziert
= Allgemeingultigkeit: Implizit allquantifiziert
= Wir wollen Erfullbarkeit uberprufen = Freie Variablen sind
implizit existenzquantifiziert auf aul3erstem Level
» Beispiel:
= VxVyda P(f(a,b),g(x,y) 2> dbVxVyda P(f(a,b),g(x,y) £>
VxVyda P(f(a,cy),g(x,y) 2> VxVy P(f(c,(x,y),c;),9(X,y)
= Alle vorkommenden Variablen (x,y) sind allquantifiziert
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Zusammenfassung: Klausel-Form

» empfohlene Transformationsschritte zur Klausel-Form
» Gebundene Variablen umbenennen (separieren)
* Abgeleitete aussagenlog. Operatoren durch v, A, — ersetzen
= NNF herstellen (— nach innen schieben)
* Quantoren nach innen schieben (d-Kontexte minimieren)
» J-Quantoren eliminieren (Skolemfunktionen einfuhren)
» V-Quantoren extrahieren (Reihenfolge egal)
= Matrix in CNF konvertieren

» Am Beispiel
* NNF: dxVy Rxy AVzdu 7"Rzu
= SNF3: Vy(Rcy,y) AVz(7Rzg,z)
= PNF3: VyVz(Rcy A7Rzg.7)
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Unifikation

» AL-Resolution arbeitet auf komplementaren Literalen

» Fur PL-Resolution mussen komplementare Literale i.A.
durch Unifikation hergestellt werden.

» Beispiel: {{P(x, f(x,y))}, {—~P(g(c), f(z,c))}}
= Zunachst keine komplementaren Literale vorhanden
* Wegen Klausel-Form sind x, y, z allquantifiziert
= Formel qilt also auch fur x—g(c), z—g(c), y—c, also im
Spezialfall: {P(g(c), f(g(c),c)), =P(g(c), f(g(c).c))}
= Jetzt ist Resolution anwendbar und liefert O
» Der Unifikations-Algorithmus sucht eine allgemeinste
Substitution, die einen gemeinsamen Spezialfall liefert
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Unifikation

» Hintergrund:
syntaktisches Losen von Termgleichungs-
systemen

» Unifikation im Allgemeinen nicht eindeutig:
» Beispiel: {f(x,y)=z, g(y)=9(g(x))}

* y—g(x), z—f(x,9(x)) oder

* x—a, y—g(a), z—f(a,g(a))
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Unifikation

» Substitutor:
Abbildung o: V' — T(V,F), mit o(x)=x fur fast alle x

* Mappt Variablen auf Terme, mit denen sie substituiert werden
* normalerweise in Postfix geschrieben: xo

» Umbenennung:
bijektiver Substitutor

» Separator von K, und K,:
Umbenennung € mit Fr(K.&)NFr(K,)={ }

= ,Trennt® die freien Variablen von K, und K,
= Benennt alle freien Variablen in K; um, die in K, vorkommen

RRRRRRRRRRRR aa
TUBINGEN

Wolfgang Kuchlin, WSI und STZ OIT, Uni Tubingen 10.07.11 27



Unifikation

» Unifikator einer Literalmenge £ :
Substitutor o mit £o einelementig
(£ heildt unifizierbar, falls es einen Unifikator gibt.)

» allgemeinster Unifikator (mgu) von £:

Unifikator u, so dass es fur jeden anderen Unifikator v
einen Substitutor o gibt mit uo=v

(d.h. fur alle x gilt: o(u(x))=v(x)) )
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Unifikationsalgorithmus nach J.R. Robinson

1. Falls in € verschiedene Pradikatssymbole auftauchen:
STOP mit ,,% ist nicht unifizierbar.”

2. 1:=0; w:=id;
3. Falls €y, einelementig, STOP mit ,,u; ist mgu”

4. Wahle P,, P, (Literale) aus £u, mit P,#P,. Seien s, und s,, die ersten
unterschiedlichen Symbole (von links gelesen).

Falls s, und s, Funktionssymbole: STOP mit ,,£ ist nicht unifzierbar.”

5. Falls s=s, Variable, bestimme Term t in P,, der an Position von s, beginnt.
Falls s=s, Variable, entsprechendes mit s, und P,

6. Falls s€t (occurrence check): STOP mit ,,£ ist nicht unifizierbar®

7. Wg = U {s~>
I:=i+1;

8. Goto 3;
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Unifikation - Beispiele

> {x, a} und {R(x,9(y)), R(g(a),g(a))} unifizierbar
> {R(y,y), R(g(x),x)} und { } nicht unifizierbar

» {P(f(x,y),9(y)), P(z,g(g(x)))} unifizierbar mit
v={y—g(a), z—f(x,9(x)), x—aj}

» {R(x,9(y)), R(u,v)} unifzierbar mit
u={x—u, v—g(y)} bzw. u"={u—x, v—g(y)}
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Pradikatenlogische Resolution

» Klauseln K,=M,UL, und K,=M,UL,.
= L,, L, zwei Literale in denen der Widersprurch erzeugt werden soll
= M,, M,, die restlichen Literalmengen der Klauseln

» Bestimme Seperator € von K, und K,

» Bestimme mgu uvon Lg U L,

» Resolvente von K1 und K2 ist dann (M, U M,)u
K, K,

M UL, M,UL,

N\ /

(M€ U My)u

EBERHARD KARLS B
UNIVERSITAT %

] Wolfgang Kuchlin, WSI und STZ OIT, Uni Tubingen 10.07.11
TUBINGEN

31



Beispiel PL1-Resolution

M, L, L, M2=(}

(SPOy.o, Ragf))  {SRE® W)}

Ki& ={=P(u,v,0), R(v,g(f(u)))}

\

u = {v—fx, y—fu}

(M, EUM,)u={-Pu.f(x).)}
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