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Kapitel 1

Einleitung

In den Vorlesungen zur ,Klassischen Mechanik® und zur , Quantenmechanik® werden
die Werkzeuge der Theoretischen Physik fiir die Beschreibung der Bewegung einzelner
Teilchen und ihrer gegenseitigen Wechselwirkungen eingefiihrt und entwickelt. Damit
lassen sich zwar recht komplizierte Phdnomene zum Beispiel aus der mikroskopischen
Elementarteilchen- und Hochenergiephysik beschreiben, diese Werkzeuge reichen jedoch
nicht aus um ganz einfache Fragen der makroskopischen Physik (also des ,téglichen Le-
bens“) zu erfassen.

Stellen wir uns vor, es sei die Aufgabe gestellt einen Kubickzentimeter Heliumgas unter
Normalbedingungen (Raumtemperatur, normaler Druck) zu beschreiben. Dabei wollen
wir voraussetzen, daf§ die einzelnen Heliumatome dieses Gases als Punktteilchen angese-
hen werden koénnen, die iiber eine bekannte Wechselwirkung aufeinander einwirken. Der
ehrgeizige, aber vielleicht doch etwas naive Physiker wiirde sich vielleicht zunéchst einmal
die Frage stellen, ob er die Bewegung dieser Punktteilchen noch im Rahmen der klassi-
schen Mechanik beschreiben kann oder den Einfluf relativistischer Effekte beziehungsweise
solcher der Quantenmechanik beriicksichtigen muf.

Wenden wir uns zunéchst also einmal der Frage zu, ob relativistische Effekte fiir unser
Problem von Bedeutung sind. Dazu miissen wir abschéitzen wie grof3 typische Geschwindig-
keiten der Atome im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit ¢ sind. Eine Abschétzung fiir die
mittlere Geschwindigkeit der Atome erhalten wir aus dem Gleichverteilungssatz, wonach
die mittlere Energie E; eines Teilchens i in einem System von unabhiingigen Punktteilchen
gegeben ist durch (siehe Kapitel 4)

E; = kT = —muv}. (1.1)

Dabei steht T fiir die absolute Temperatur gemessen in Kelvin und £ ist die Boltzmann
Konstante

MeV
k = 8.6171 % 10—1176. (1.2)

In (1.1) haben wir weiter beriicksichtigt, daf die mittlere Energie E; praktisch identisch
mit der kinetischen Energie ist. Daraus ergibt sich fiir die mittlere Geschwindigkeit v;:

vz 3kT
Yo 81910712
2 mc?
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Fiir die Abschitzung haben wir etwa Raumtemperatur (300K) angenommen und die
Masse der He Atome angenihert durch mc? = 4000MeV. Aus dieser Abschiitzung sieht
man, dafl man die Bewegung der He Atome im Gas getrost nicht-relativistisch behandeln
kann. Lediglich bei extrem hohen Temperaturen konnten relativistische Effekte eine Rolle
spielen.

Auflerdem mufl man natiirlich untersuchen, wie wichtig die Effekte der Quantenmechanik
fiir unser Problem sein konnten. Dazu vergleichen wir die de Broglie Wellenléinge der
Atome A\ mit dem mittleren Abstand eines He Atoms zu seinem néchsten Nachbarn. Die
de Broglie Wellenlédnge berechnet sich zu

h
A= e ~10%cm

\/2mc2E;

Dabei haben wir E; von (1.1) {ibernommen und fiir fic = 197.315-1071% MeV cm eingesetzt.
Zur Berechnung des mittleren Abstandes zum néchsten Nachbarn berechnen wir zunéchst
die mittlere Teilchendichte unter Normalbedingungen zu

Loschmidtsche Zahl 6-10% 1020 Atome
p= = ~

(1.3)

Molvolumen T 2.10%em3 cm3

Fiir jedes Atom steht also im Mittel ein Wiirfel mit der Kantenlénge

S 1 | 1
d= \3/7: Y Too ™ ~0.2%10 %m
p

zur Verfiigung. Der mittlere Abstand zum néchsten Nachbarn d ist deutlich grofer als
die de Broglie Wellenléinge A. Deshalb kann man also fiir ein Gas unter normalen Be-
dingungen auch die Effekte der Quantenmechanik vernachléssigen. Nur bei sehr niedrigen
Temperaturen is £; klein und A kann so gro werden, daf auch bei normalem Druck Quan-
teneffekte wichtig werden. Bei ganz niedrigen Temperaturen schliellich kondensiert das
Gas zu einer Fliissigkeit von Bosonen, die dann mit den Mitteln der Vielteilchentheorie
in der Quantenmechanik beschrieben werden muf .

Was zu tun bleibt fiir den oben erwiahnten Physiker ist also das ,relativ® einfache Problem
die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik fiir die Atome unseres
Gasvolumens zu 16sen. Bezeichnen wir die Impulse der einzelnen Atome mit p; und die
Ortsvektoren mit 7, so schreibt sich die Hamiltonfunktion fiir die N Atome

N g2 N
H=S P S v
io2m 57 ’

mit dem Potential V fiir die Wechselwirkung zwischen 2 Atomen. Nun kann man natiirlich
die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen hinschreiben:

. 9H j
T e T m
. OH
Di = _3Fi

Wenn man jetzt jedoch beriicksichtigt, daf wir es mit N ~ 10?° Teilchen zu tun haben
(siehe 1.3), so ist klar, dal man diese vielen gekoppelten Differentialgleichungen nicht losen
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Abbildung 1.1: Fin System bestehend aus N Teilchen in einem Volumen V.
Durch einen beweglichen Schieber kann das Volumen in zwei Teile Vi und Vs
unterteilt werden. Zur Zeit t = 0 befinden sich alle Teilchen im Teilvolumen

Vi.

kann. Ja allein wenn man die Anfangsbedingungen, also die 7; und p; zu Zeit ¢y, nur hin-
schreiben wollte, so sind dies ja 6-10?° Zahlen. Wiirde man diese Zahlen auf dem Drucker
eines Computers mit normalem gefalzten Endlosformular ausgeben, so wére der dabei
erzeugte Stapel etwa 10! Kilometer hoch. Dies entspricht etwa 1000 mal der Entfernung
Erde Sonne. Es ist also klar, dafl niemand auf die Idee kommen wiirde, einen solchen
Datenfriedhof zu erzeugen oder sich anzusehen. Die Losungsanséitze des oben erwahn-
ten naiven Physikers sind offensichtlich unsinnig, die Information iiber die Koordinaten
und die Impulse dieses Systems, also die explizite Darstellung des Mikrozustandes des
Systems, ergibt keine brauchbare Beschreibung. Zur Charakterisierung eines solchen ma-
kroskopischen Systems bedarf es also der Definition anderer Kenngrofien oder Parameter
des Systems in der Beschreibung des Makrozustandes.

Eine solche fiir ein System mit vielen Teilchen ,sinnvolle® Frage wollen wir an dem in
Abbildung 1.1 dargestelltem System diskutieren. Dabei handelt es sich um einen Kasten,
dessen Innenraum durch einen Schieber in 2 Teilvolumina unterteilt ist. Am Anfang sollen
sich alle N Teilchen im Teilvolumen V; aufhalten, wiahrend das Teilvolumen V5 leer ist.
Offnet man nun den Schieber, so werden sich die Teilchen, von denen wir annehmen, da8
sie frei beweglich sind, zum Teil in das Teilvolumen V5 bewegen. In bestimmten Zeitin-
tervallen mifit man die Zahl der Teilchen ny, die sich zu dieser Zeit in V; befinden. Dieses
‘Experiment’ kann man einfach auf einem Computer simulieren. Fiir den Zeitpunkt ¢t = 0
verteilen wir die N Teilchen zufillig auf das Teilvolumen V;. Dies geschieht dadurch, dafl
wir die Koordinaten des Teilchens in den Grenzen von V; mit einem Zufallszahlengenera-
tor ‘auswiirfeln’. Ebenso werden die Geschwindigkeiten der einzelne Teilchen zufillig (ent-
sprechend einer Boltzmann Verteilung) bestimmt. Beginnend mit dieser Startzeit ¢ = 0
verfolgen wir die Bahnen dieser Teilchen, die sich nun auch in V5 bewegen kénnen. An
den Grenzflichen des Gesamtvolumens V' werden die ‘Atome’ elastisch reflektiert. In be-
stimmten Zeitintervallen bestimmen wir den Anteil der Teilchen, die sich im Teilvolumen
V) aufthalten und tragen diese als Funktion der Zeit ¢ auf.
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Abbildung 1.2: Anteil der Teilchen im Teilvolumen Vi, ny /N als Funktion der
Zeit. Im oberen Teilbild ist das Ergebnis verschiedener Simulation fir Teilchen-
zahl N=100 aufgetragen. Im unteren Bild finden sich Ergebnisse fiir N=10,
100, 1000 und N=10000. Die Teilvolumina Vi und V5 sind gleich grofs.



Ergebnisse solcher Simulationen fiir N=100 Teilchen sind im oberen Teil der Abbildung 1.2
aufgetragen. Die 3 Kurven sind im Detail unterschiedlich, da der Zufallszahlengenerator
in den 3 Fallen zur Startzeit unterschiedliche Positionen und Impulse ausgewiirfelt hat.
Dennoch lassen sich einige charakteristische Eigenschaften ablesen:

e Fiir sehr kleine Zeiten ist der Anteil der Teilchen, die sich im Volumen V; befinden,
noch sehr nahe bei n;/N = 1. Nur wenige Teilchen hatten zu diesem Zeitpunkt
geniigend Zeit nach V5 hiniiberzuwandern. Fiir etwas gréfiere Zeiten beobachtet man
bei allen Simulationen, daf§ der Anteil der Teilchen in V5 ein wenig grofler ist als in
Vi: Es sind viele Teilchen von V; nach V5, gewandert, die Zeit ist jedoch zu kurz, dafl
Teilchen von dem Rand von V5 héatten reflektiert werden konnen, so dafl sie wieder
nach V; zuriickkehren konnten. Fiir all diese kurze Zeiten gilt, dal das System noch
nicht im statistischen beziehungsweise thermischen Gleichgewicht ist. Es ist
noch zu stark durch die Anfangsbedingung geprégt.

e Wenn man jedoch nach Offnung des Schiebers erst einmal wartet bis das System
sich im statistischen beziehungsweise thermischen Gleichgewicht befindet, so wird
ein Auszdhlen der Teilchen fast immer ein Ergebnis fiir ny liefern, das nahe an dem
Wert der Gleichverteilung

Vi
Vi+V,

liegt.

e Vergleicht man im unteren Teilbild von Abbildung 1.2 die Ergebnisse von Simu-
lationen mit verschiedenen Teilchenzahlen N, so stellt man fest, dafl die relativen
Abweichungen einer Einzelzdhlung vom Mittelwert

_ m—

Anl N

(1.5)
mit wachsender Gesamtteilchenzahl N immer kleiner wird. Fiir N=10 beobachtet
man relativ grofe Abweichungen vom Mittelwert wahrend fiir N=10000 kaum Si-
tuationen entstehen wo die Abweichung An; grofler als 5 Prozent ist.

e Dies hat zur Folge, dafl wir gerade bei grofler Teilchenzahl N feststellen miissen, daf}
das System nie wieder in den Anfangszustand zuriickkehrt. Die Verteilung der Teil-
chen vom Teilvolumen V; auf das Gesamtvolumen V ist ein irreversibler Prozess.
Natiirlich kann man den Ausgangszustand dadurch wiederherstellen, dal man die
Teilchen mit einem Kolben wieder auf das Anfangsvolumen V; zuriickdriickt. Dazu
muf} aber von auflen Energie aufgebracht werden.

Fiir grofle Teilchenzahl liefert also der Wert n; eine sehr gute Vorhersage des Experi-
mentes. Die theoretische Physik sollte sich bei makroskopischen Systemen mit vielen ato-
maren Konstituenten bemiihen, nicht die Bahn der individuellen Teilchen zu verfolgen,
also die Mikrostruktur des Systems (siche oben) zu studieren, sondern Vorhersagen fiir
Mittelwerte zu machen, wie bei dem einfachen Beispiel die Grofle ;. Um diese Aussa-
ge noch ein wenig zu vertiefen, ist in Abbildung 1.3 aufgetragen, wie oft eine Messung
einen bestimmten Anteil 1, /N erbracht hat. Dabei sollen die Einzelmessungen natiirlich
voneinader unabhéngige Messungen sein. Dies kann in unserem Beispiel auf folgende zwei
Arten erreichen:
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Abbildung 1.3: Anzahl der Messungen mit einem bestimmten Mefergebnis
ni/N. Im linken Teilbild sind fir N=100 die Auswertungen von 1000 (FEinzel-
punkte) bzw. 10000 Messungen (durchgezogene Linie) verglichen. Im rechten
Teilbild finden sich Ergebnisse fiir N=100 und N=1000.

1. Man betrachtet jede Messung als eine Messung am gleichen System aber, wie bereits
oben geschildert, vorgenommen zu verschiedenen Zeitpunkten. In diesem Fall diirfen
natiirlich nicht alle Messungen in einem kurzen Zeitintervall erfolgen. Es kénnte
sonst sein, dafl die Zeitdifferenzen so kurz sind, dafl kein einziges Teilchen in ein
anderes Teilvolumen gewandert ist. Wir hitten also den gleichen Zustand mehrmals
in die Mefireihe aufgenommnen. Der Zeitraum zwischen zwei Messungen muf} so
grof3 sein, daf sich die Teilchen wieder vollstdndig neu verteilt haben.

2. Man betrachtet sehr viele Systeme, die alle nebeneinander stehen und jeweils N
Teilchen auf Teilvolumina V; und V5 verteilen. In diesem Fall konnen also alle Mes-
sungen gleichzeitig gemacht werden fiir gleichartige Systeme, die aber voneinader
nichts wissen und sich nicht beeinflussen.

In beiden Féllen sprechen wir von einer statistischen Unabhéngigkeit der einzelnen Mes-
sungen. Die einzelnen Messungen nennt man Mitglieder eines Statistischen Ensembles.

Im rechten Teilbild der Abbildung 1.3 sind die Ergebnisse der Messungen an einem System
mit N = 100 Teilchen aufgetragen. Sammelt man die Ergebnisse von 1000 Messungen so
erhélt man z.B. eine Verteilung wie sie durchhe die Punkte in diesem Teilbild angedeutet
sind. Die Zahl der Messungen, die einen bestimmten Anteil n;/N ergibt, fluktuiert noch
stark als Funktion von n;/N. Erst wenn man 10000 oder besser noch mehr Messungen
durchfiihrt, ergibt sich eine Verteilung (durchgezogene Linie= mit einem glatten Verlauf.

Im rechten Teilbild sind Ergebnisse fiir N = 100 und N = 1000 gegeniibergestellt. In
dieser Darstellung wird sehr deutlich, was wir bereits bei der Diskussion der Abbildung



1.2 gesehen haben. Die Einzelmessungen liefern Ergebnisse, die bei grolen Werten von N
nur sehr wenig vom Mittelwert 7, /N abweichen.

Warum beobachtet man nun, dafl sich bei den Messungen solche Félle haufen, bei denen
ein Ergebnis in der Ndhe des Wertes (1.4) gefunden wird? Die Antwort auf diese Frage
gibt der folgende Satz iiber die Binomialverteilung:

In einem bestimmten System sei die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen in einem Zu-
stand zu finden gegeben durch p(p < 1) und damit die Wahrscheinlichkeit diese
Teilchen nicht in diesem Zustand zu finden durch q = 1 — p. In diesem Fall ist
die Wahrscheinlichkeit genau n Teilchen aus einer Gesamtzahl von N Teilchen in
diesem Zustand zu finden gegeben durch die Binomialverteilung:

N1 .
P(n) = ™ (1.6)

n! (N —n)

Zum Beweis dieses Satzes stellen wir uns vor, daf§ alle N Teilchen durchnumeriert sind.
Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dal die Teilchen 1 bis n in dem bewufiten Zustand sind,
gegeben durch p™. Die Wahrscheinlichkeit auflerdem die Teilchen n + 1 bis N nicht in
diesem Zustand zu finden ist gegeben durch das Produkt p"¢™~—". Nun soll natiirlich die
Wabhrscheinlichkeit P(n) von (1.6) nicht nur den Fall erfassen, daf gerade die bestimmten
Teilchen 1 bis n in dem Zustand sind. Vielmehr miissen alle Fille beriicksichtig werden, bei
denen eine beliebige Gruppe von n aus N Teilchen gerade diese Bedingung erfiillt. Damit
ist P(n) gegeben also durch das Produkt von p"¢"¥=" mal die Zahl der Méglichkeiten n
Teilchen aus N herauszugreifen. Wenn wir also nun noch beweisen, daf diese Zahl gegeben
ist durch den Binomialkoeffizienten

@Z) - n'(]\]fw—n)' (1.7)

so ist die Behauptung (1.6) bewiesen.

Den letzteren Teilbeweis fithren wir nun durch vollstandige Induktion iiber N. Die Be-
hauptung 148t sich leicht iiberpriifen fiir den Induktionsanfang ,N=1“: In diesem Fall
brauchen wir nur die Félle n = 0 und n = 1 zu betrachten. Im Fall (N = 1,n = 0) gibt es
natiirlich nur eine Moglichkeit n = 0 Teilchen aus N=1 herauszugreifen und auch der Bi-
nomialkoeffizient (1.7) ergibt die Zahl 1 (Beachte: 0! = 1). Die gleiche Ubereinstimmung
erzielt man auch fiir den Fall (N = 1,n = 1). Fiir den Induktionsschlu8 (N —1) — N)
unterscheiden wir moglichen Arten n aus N auszuwéhlen danach ob das Teilchen N in
dem fraglichen Zustand ist oder nicht. Im ersten Fall (Teilchen N ist in dem Zustand)
haben wir also (n — 1) aus (N — 1) Teilchen in den Zustand gebracht im zweiten Fall
(Teilchen N ist nicht in dem Zustand) n aus (N —1). Da aber fiir N — 1 Teilchen nach In-
duktionsvoraussetzung die Behauptung gilt, ist die Gesamtzahl der Moglichkeiten gegeben

durch
N—1\ [N-1 (N —1)! (N —1)!
(n—1>+< n ) T D (N—l-—m—D) T a(N—1—n)

(N—-Dln + (N -1)YN —n)
n!(N—-—1-n+1)!
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N
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Damit ist der Beweis fiir die Binomialverteilung (1.6) erbracht. Als Test konnen wir nun
auch sofort iiberpriifen, daf§ die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(n) richtig normiert ist.
Summieren wir ndmlich die P(n) iiber alle moglichen n, so muf insgesamt die Wahr-
scheinlichkeit 1 herauskommen, denn die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir all mogli-

chen Realisierungen muf3 1 sein, da wir ja das System immer in einem seiner moglichen
Zustéande vorfinden werden. Nun gilt aber auch

g: P(n) = g: (f) PN

= (p+g" = p+1-p"¥ =1

Das heifit die Verteilung P(n) ist richtig normiert.

Mit Hilfe der Binomialverteilung kénnen wir nun die Wahrscheinlichkeiten angeben, mit
der wir bei unseren Messungen (am physikalischem System oder auch bei der Computer-
simulation) n; Teilchen im Teilvolumen V; finden. Diese Wahrscheinlichkeitsverteilungen
sind in Abbildung 1.4 fiir p = ¢ = 1/2 angegeben fir N = 4,10 und 40. Man sieht
an dieser Figur, da P(n) mit wachsendem N ein immer ausgeprigteres Maximum bei
ny = N/2 zeigt. Aus der Binomialformel (1.6) wird aber nun auch klar, woher dieses
Maximum kommt. Der Faktor p"¢" ™ ist fiir p = ¢ = 1/2 unabhingig von n. Das Maxi-
mum wird also durch den Binomialkoeffizienten bewirkt, d.h. dadurch, dafl es eben sehr
viel mehr Mdglichkeiten gibt die Teilchen gleichméfig zu verteilen als etwa die nur eine
Moglichkeit alle Teilchen in das Teilvolumen V) unterzubringen.

Um nun etwas genauer zu verstehen warum das Maximum der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung mit zunehmendem N immer ausgeprigter wird, beweisen wir noch den Satz {iber die
Normal- oder auch Gauf3-Verteilung:

Fiir grofie Teilchenzahlen N geht die Binomialverteilung

1 _ (";TLR[)Q (1 8)
\/27rque '

tber, die an der Stelle no = pN den Maximalwert annimmdt.

P(n) —

Zum Beweis dieser Gauf-Verteilung fithren wir zunéchst einmal die Variable

)

- (1.9)

o =
ein und betrachten eine Funktion w(z), die an den diskreten Werten fiir z, die in (1.9)
definiert sind, mit P(n) identisch ist und fiir Werte von x dazwischen kontinuierlich fort-
gesetzt ist. Fiir diese Funktion w(x) betrachten wir die Taylor - Entwicklung von In w(x)
um die Stelle des Maximums zg

Inw(x) =Inw(xy) + Bi(x — x0) + ;Bg(:p —z0)% 4 (1.10)



Gauss—Verteilung und Binomial-Verteilung
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Abbildung 1.4: Die Binomialverteilung (1.6) fir N = 4,10 und 40 ist aufge-
tragen als Funktion von n/N fir den Fall p = q = 1/2. Diese Ergebnisse der
Binomialverteilungen (Gestrichelte Linien) werden verglichen mit den entspre-
chenden Gaufs—Verteilungen (durchgezogene Linien). Um einen direkten Ver-
gleich zu ermdglichen, sind die Binomialverteilungen jeweils mit einem Faktor
N wersehen.

mit 1
nw
An den durch (1.9) definierten Werten von z gilt:
Inw(z) =InN!—Inn! —In(N —n)! + nlnp+ (N —n)lng
Benutzt man nun die Ndherung
dlnn! Inn!—In(n—1)!
dn n—(n-—1)
n!
= In (= 1) =Inn
so ergibt sich
dnw(n(z))  dlnwdn
dx  dn do
= (—Inn+In(N—n)+Inp—Ing) N (1.12)
Damit berechnet sich der Koeffizient B; geméfl der Definition (1.11) zu
N — N(1 -
By = Nln W =rmop _ N =pp_ (1.13)

noq Npq
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wobei berticksichtigt wurde, dal ng = Np und (1 — p) = ¢. Diese Gleichung bestétigt
also, dafl die Funktion w(x) und damit auch Inw(z) ein Extremum an der Stelle z = x
besitzt. Die zweite Ableitung von Inw(x) nach x ergibt sich durch die erneute Ableitung
von (1.12) zu

d*1 d
% = NQ%(—lnn—i—ln(N—n)+1np—lnq)
1 1
- N?|(_-2_-__-
SR
so, daf3
N? N? N
By=—F—— —— = (1.14)

Np N(-p)  pg

Dies bestétigt, daf§ die Funktion Inw(x) an der Stelle xzy ein Maximum hat und erlaubt
uns durch Einsetzen von By aus (1.13) und By aus (1.14) in (1.10) In w anzunéhern durch

1 /—=N
Inw(z) ~ Inw(xy) + = () T — o)>
(@)~ wfa) + 5 (=) (@ = a0
Damit gilt also
_ N(z—=q)? _ (n=ngp)?
w(r) =wpe @ =wpe 2N (1.15)

Den Wert fiir wy gewinnen wir nun aus der Normierungsbedingung fiir eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung w(z), ndmlich

o0 2
1 = wo/ den

6_
—0o

= woy/2mpgN

Lost man diese Gleichung nach wy auf, setzt das Ergebnis in (1.15) ein, so erhélt man die
GauB-Verteilung in (1.8).

Die Approximation der Binomialverteilung durch die GauB-Verteilung von (1.8) sollte fiir
grofie Werte von N gut funktionieren. Denn der Abbruch der Taylorentwicklung (1.10) ist
nur fiir kleine Werte x — xy gerechtfertigt. Fiir groBe N benotigen wir aber die Verteilung
nur bei kleinen Werten von z — z¢, da bei groen Abweichungen x — xy die Verteilung auf
Null absinkt. In Figur 1.4 vergleichen wir die Binomialverteilungen (gestrichelte Linien)
fiir N = 4,10 und 40 mit den entsprechenden Gauf3-Verteilungen (durchegezogent). Dabei
stellt man fest, dafl die Naherung aber bereits recht brauchbare Ergebnisse fiir N = 4
beziehungsweise N = 10 liefert und fiir N = 40 der Unterschied nicht mehr darstellbar
ist.

Die Breite der GauB-Verteilung, das heifit der Wert fiir (n — ng) bei dem die Wahrschein-
lichkeit auf den Wert wg/+/e abgefallen ist, ist gegeben durch

An =/ Npq

Damit ist die relative Breite, also die Breite bezogen auf die Gesamtzahl der Teilchen N

gegeben durch
An Dq
~ VN (1.16)
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und diese fallt mit zunehmendem N ab. Dies erklirt noch einmal, dafl die Maxima der
betrachteten Gauf-Verteilungen mit zunehmender Teilchenzahl immer ausgepragter wer-
den und somit die Vorhersagen fiir solche statistischen Beobachtungsgrofien, wie wir sie
hier diskutiert haben, mit wachsendem N immer préziser werden. Dies gilt fiir Teilchen-
zahlen aber auch fiir andere Beobachtungsgréfien, wie z.B. die mittlere Energie eines
makroskopischen Systems, die sich bei bekannter Wahrscheinlichkeitsverteilung P(i) fiir
die verschiedenen Zusténde ¢ aus den Energien ¢; dieser Zustdnde ausrechnen laft zu

Im zweiten Abschnitt dieser Vorlesung sollen nun einige Grundprinzipien der statisti-
schen Behandlung von Vielteilchensystemen diskutiert werden. Dabei sollen insbesondere
die Bedeutung der Parameter Temperatur und Entropie als typische Kenngroflen fiir die
Beschreibung des Makrozustandes verdeutlicht werden. Im dritten Teil werden Begriffe
der makroskopischen Thermodynamik eingefithrt und einige Beziehungen zwischen diesen
Groflen hergeleitet. Im vierten Abschnitt soll die systematische Berechnung von ther-
modynamischen Groflen aus den mikroskopischen Eigenschaften des Systems {iber die
Zustandsgleichung diskutiert werden. Es folgen dann verschiedene Anwendungen.

Zusammenfassung

e Da die Zahl der generalisierten Koordinaten fiir die atomaren Konstituenten von
Makrosystemen sehr grof§ ist, miissen zur Beschreibung solcher Makrosysteme ge-
eignete Kenngroflen definiert werden. Typische Beispiele solcher Kenngrofien sind
die Teilchendichte (etwa in einem Teilvolumen), die mittlere Energie eines Teilchens,
der Druck - also die mittlere Kraftiibertragung der Teilchen, die sich in einem vorge-
gebenen Volumen bewegen, auf ein Flachenelement der Umrandung dieses Volumens
- oder z.B. die mittlere Magnetisierung eines Systems magnetischer Dipole (Atome)

Mit zunehmender Teilchenzahl N liefern die Messungen solcher Kenngréssen Er-
gebnisse, die nur mit einer geringen Schwankung vom Mittelwert abweichen. Fiir
N — oo geht diese Schwankung gegen 0. (siehe Binomialverteilung bzw. Gauf} -
Verteilung)

Ziel der Statistischen Mechanik ist es solche Kenngréfien zu definieren, Beziehungen
zwischen ihnen herzuleiten und diese mit der atomaren Struktur der Makrosysteme
zu verkniipfen.




Kapitel 2

Grundprinzipien der Statistik

2.1 Statistische Beschreibung von Vielteilchensyste-
men

2.1.1 Der Phasenraum

In der klassischen Mechanik ist der Zustand eines Systems eindeutig durch die Anga-
be der Werte fiir die generalisierten Koordinaten ¢; mit ¢ = 1... f, mit f der Zahl der
Freiheitsgrade des Systems und der zugehorigen Impulse p; bestimmt. Der Zustand, ge-
nauer gesagt der Mikrozustand des Systems, entspricht also einem Punkt im Phasenraum
der Dimension 2f, der durch die allgemeinen Koordinaten (g;, p;) aufgespannt wird. Ziel
einer statistischen Behandlung der Mechanik ist es, eine Aussage dariiber zu machen,
mit welcher Wahrscheinlichkeit ein bestimmter Mikrozustand oder auch eine Klasse von
Mikrozustanden realisiert wird. Fiir eine solche statistische Behandlung ist es von Vor-
teil, wenn wir uns den Phasenraum in abzdhlbare Phasenraumzellen aufgeteilt vorstellen.
Fiir den 2-dimensionalen Phasenraum eines Systemes mit einem Freiheitsgrad, ist das in
Abb. 2.1 skizziert. Ein Phasenraumzustand (g, p;) gehort dann zu der Phasenraumzelle
a, wenn gilt

a1 liegt im Intervall [@1.05 N,a + dq]
D1 liegt im Intervall [P1.0s P10 + 0P

Aus der Quantenmechanik wissen wir, daf eine gleichzeitige beliebig genaue Angabe von
generalisierten Orts- und Impulskoordinaten unmoglich ist. Nach der Unschérferelation
konnen dies Koordinaten nie genauer als mit einer Unschérfe

h
ApAq > 9
angegeben werden. In Systemen mit einem Freiheitsgrad gibt es pro Phasenraumfléiche
ho = 0qdp = (27h)

einen quantenmechanischen Zustand. Aus der Sicht der Quantenmechanik ist es also sinn-
voll allgemein bei f Freiheitsgraden, den Phasenraum in Zellen mit der Grofle

(8a0p)” = nf = (2x1) (2.1)

13
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ptdg-------------- .-—-

q g+dq

Abbildung 2.1: Aufteilung des Phasenraumes in abzdhlbare Phasenraumzellen
im fall eines Systems mit nur einem Freiheitsgrad

aufzuteilen. Historisch gesehen wurde eine Diskretisierung des Phasenraumes in einzel-
ne Phasenraumvolumina bereits vor der Entwicklung der Quantenmechanik betrachtet.
Damals hatte man aber noch kein “natiirliches Mafl” wie in (2.1) fiir die ZellgroBe. Wir
werden im Verlauf der Vorlesung sehen, dafl die genaue Definition der Einheit, in der
das Phasenraumvolumen bestimmt wird, fiir die Bereiche der klassischen statistischen
Mechanik irrelevant sind.

Kennt man die Wechselwirkung zwischen den Teilen des Systems, oder allgemeiner aus-
gedriickt die Hamiltonfunktion, so kann man die zeitliche Entwicklung der generalisierten
Koordinaten und Impulse (g;, p;) berechnen. Man kann also die Trajektorie verfolgen, die
das System im Phasenraum durchlduft. Als ein sehr einfaches Beispiel betrachten wir die
Bewegung eines Teilchens der Masse m in einer Raumrichtung. Die Hamiltonfunktion 1463t
sich schreiben
I A
D)= 5, T
Geben wir auflerdem an, dafl sich das System zur Zeit ¢ = 0 im Zustand maximaler
Auslenkung ¢(t = 0) = ¢o und einem Impuls p(t = 0) = 0 befindet, so liefern die

Hamiltonschen Bewegungsgleichungen die Losung

q(t) = qocoswt
dq ot
— = —quwsinw
dt do
p(t) = —mgowsinwt = —pgsinwt. (2.2)

Die entsprechende Trajektorie im Phasenraum ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Zur Zeit
t = 0 befindet sich das System am Phasenraumpunkt (go,0), wandert dann entlang der
Ellipse zum Punkt (0, —pg) und so weiter. Fiir alle Punkte auf dieser Trajektorie ist der
Wert der Hamiltonfunktion also die Energie konstant und gegeben durch

2
p 1 2 2

Ey = — +—
0 2m 2qu
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A P,

Abbildung 2.2: Trajektorie des eindimensionalen Harmonischen Oszillators im
Phasenraum

t=0

/.

= imzqgu)2 sin® wt + 1mw qp cos® wt
2m 2
1 1
= imqug = 5Waopo = konstant (2.3)

Fiir die weiteren Uberlegungen definieren wir nun die Funktion

I'(Ey) := Zahl der Phasenraumzusténde mit Energie £ < Ej (2.4)

Im Beispiel des eindimensionalen Harmonischen Oszillators ist diese Zahl gerade gegeben
durch die Flache der Ellipse mit den Halbachsen py und ¢q dividiert durch die Flache hg
der Standardzelle

TPoq0
0

Bei mehr als einer Orts- und Impulskoordinate liegen keine Flachen sondern 2 f dimensio-
nale Volumen vor. Der Grundgedanke iiber die Anzahl der Zustédnde bleibt jedoch gleich.

Von groflem Interesse ist aber auch die Zahl der Mikrozusténde des Systems, die die Ener-
gie Fy besitzen. Im Bild des Phasenraumes am Beispiel des Harmonischen Oszillators in
Abb. 2.2 sind all diese Zusténde dadurch charakterisiert, daf sie auf der Phasenraumellipse
zur Energie Ey liegen. Die Zahl der Zusténde ist proportional zur Flache (bzw. zur Linge)
dieses Ellipsenrandes. Natiirlich ist die Fléache der linienférmigen Ellipsenberandung null.
Beriicksichtigen wir aber, dafl Impulse und Orte nur mit einer endlichen Genauigkeit be-
stimmt werden kénnen, macht es Sinn diesen Rand mit einer endlichen Dicke dp bzw. dg
(6p < 8V'E o 6q vgl. (2.3)) zu betachten. Damit ist also die Zahl der Zusténde bei einer
Energie Ey und vorgegebenem 6p bzw. dq oder §v/E durch die Fliche des Ellipsenrandes
der Breite 6v/E gegeben.

Q(Ey) o 27\/poqodV'E o\ EedVE (2.6)
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Die Bezeichnung Q(FEj) bezieht sich hier und in Zukunft auf ein kleines Energieintervall
OE.

Nachdem wir die Anzahl die Anzahl der Zustéinde a mit den Phasenraumkoordinaten
Pa, Go fiir eine fest vorgegebene Energie Fy kennen, nehmen wir nun in der statistischen
Mechanik an, daf§ all diese Zustédnde, die wegen der Energieerhaltung moglich sind, mit
gleicher Wahrscheinlichkeit realisiert sind. Fiir die Wahrscheinlichkeit das System bei
vorgegebener Energie F# = Fj in einem bestimmten Mikrozustand mit den Phasenraum-
koordinaten p,, q., Fg zu finden, ergibt sich also:

fiir 22 4 Lo22 = By erfiillt.

P(pa;qa) = { QEo) (2.7)

0 sonst.

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung ist gerade so normiert, dafl

> P(parga) = 1. (2.8)

Dabei ist die Summe iiber alle Phasenraumzellen « auszufithren. Mit dieser Wahrschein-
lichkeitsverteilung konnen nun statistische Mittelwerte berechnet werden. Um z.B. her-
auszufinden, wo sich der Oszillator im statistischen Mittel befindet, berechnen wir seinen
mittleren Ort bzw. Impuls wie folgt:

7 = Y 4aPPa:a) (2.9)

p = Zpap(pou(hz) (2.10)

2.1.2 Gekoppelte Systeme

Wir betrachten nun 2 voneinander unabhéngige Oszillatoren. Diese sollen sich gegenseitig
nicht beeinflufen. Das vorliegende 2-Teilchensystem wird durch die generalisierten Koor-
dinaten qi, p1, g2, po beschrieben. Aufgrund der gegenseitigen Unabhéingigkeit der Teilsy-
steme folgt fiir die Wahrscheinlichkeit, Oszillator 1 im Zustand pq, ¢; bei der Energie Fy
und gleichzeitig Oszillator 2 im Zustand ps, g2 bei der Energie 5 vorzufinden:

P<p17QIup27QQ> = P(pl,%)P(pza%) (2'11>

Im 4-dimensionalen Phasenraum dieses 2-Teilchenproblems liegen alle Zustdnde mit Ener-
gie B = F1+ FEy; < Ej in einem Ellipsoid, bzw. bei geigneter Skalierung der Impulse relativ
zu den Ortskoordinaten in einer 4-dimensionalen Kugel mit einem Radius oc /Ey. Fiir
die Zahl der Zustande I'(Ey) definiert in (2.5) gilt also

['(Ey) o< B} (2.12)

Angenommen unsere beiden Oszillatoren kénnen Energie austauschen und besitzen zu-
sammen die Energie Ej, dann stellt sich die Frage, wie grofl die Wahrscheinlichkeit dafiir
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ist, Oszillator 1 bei der Energie E; vorzufinden. Diese Wahrscheinlichkeit wird spéter
durch die Verteilungsfunktion f(E)) ausgedriickt.

Da ja nach unserer statistischen Annahme alle Mikrozustéinde mit der Gesamtenergie Ej
mit gleicher Wahrscheinlichkeit eingenommen werden, wird die Wahrscheinlichkeit einer
bestimmten Energieverteilung E; und E, auf die beiden Untersysteme 1 und 2 propor-
tional zur Anzahl der Mikrozustédnde mit dieser Energieverteilung sein. Diese Anzahl der
Zusténde, bei denen Oszillator 1 Energie F; und Oszillator 2 mit Energie Ey vorzufinden
ist, ergibt sich mit (2.6) zu

Q(E)QUE)  \/E1Es (2.13)

Die Verteilungsfunktion f(FE;) erhalten wir nun dadurch, dafl wir diese Zahl bei festgehal-
tenem E integrieren iiber alle moglichen Energien Fy wobei wir durch eine entsprechende
d(Ey — Fy — Ey) Funktion fiir die Erhaltung der Gesamtenergie sorgen:

FE) = /OQ(El)Q(EQ) 5(Ey — By — E1)dEs

= QUBE)QUE, — B)  \/E\(Ey — Ey) (2.14)

Damit aus dieser Verteilungsfunktion, nun eine Wahrscheinlichkeitsverteilung wird, muf}
diese noch entsprechend normiert werden:

f(EL)

PU = 15 4, 108

(2.15)
Wihrend die Wahrscheinlichkeitsverteilung von (2.7) sich auf die Wahrscheinlichkeit der
Realisierung eines Mikrozustandes mit generalisierten Koordinaten q,, p, bezog, handelt
es sich bei der Wahrscheinlichkeit P in (2.15) um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung als
Funktion der makroskopischen Variablen E;. P(E;) gibt an mit welcher Wahrscheinlich-
keit der Makrozustand bei der Energie F; realisiert wird, ohne dal wir uns fragen in
welchem Mikrozustand sich das System konkret befindet. Ein Makrozustand wird genau
dann mit grofler Wahrscheinlichkeit realisiert, wenn die Zahl der Mikrozusténde, die zu
diesem Makrozustand gehoren, besonders grof3 ist.

In analoger Weise, wie wir die Mittelwerte fiir Ort und Impuls (p, ) in (2.10) berech-
net haben, kénnen wir nun auch mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung P(FE;) von (2.15)
den Mittelwert der Energie des Oszillators 1 berechnen. Die Summe iiber die diskreten
Phasenraumzusténde « in (2.10) geht allerdings hier in ein Integral iiber:

EO EO
[ Evf(Ey)dE; OfEM/El(EO—El)dEl £,

Ey
E, = /EIP(El)dEl =L -
0

FrEyde, BB - BodE

0

(2.16)

Der Verteilungsfunktion von (2.16) entsprechend ergibt sich fiir f = 3 Oszillatoren, die
die Gesamtenergie I/ = F aufteilen:
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Energieverteilung

auff Oszillatoren

N

Verteilungsfunktion
[

o 1
0.0 0.5 1.0

EJ/E,

Abbildung 2.3: Die Wahrscheinlichkeitsdichte P(E,) den Oszillator 1 bei der
Energie Ey zu finden, wenn die Gesamtenergie von f Oszillatoren die Energie
Ey =1 ergeben soll fiir f=2,3 und 4.1

Eo Ey

f(B)) = //Q(El)Q(EQ)Q(Eg) §(Ey — By — Ey — E3)dE»dFE;
0 0
FEo Eg
- //\/ElEgEgé(Eo B\ — By — Ey)dEydEy (2.17)
0 0
Die mittlere Energie des Oszillators 1 ergibt sich nun zu:
Eo
o ({fB(El)EldEl E,
B = -2 (2.18)
Of J3(Er)dE,

Allgemein kann man zeigen, daf3 die mittlere Energie des Oszillators 1 bei f unabhédngigen

Oszillatoren % ist.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen P fiir f = 2,3 und f = 4 sind in Abb. 2.3 graphisch
dargestellt. Man sieht aus dieser Abbildung, dafl die Verteilungskurven fiir steigendes f
immer spitzer und schmaler werden. Zwar steigt die Zahl der Realisierungsmoglichkeiten
fiir den Oszillator E; mit seiner Energie an. Eine Energiesteigerung des Oszillator 1 ist
aber immer verkniipft mit einer Reduktion der Energie der anderen Oszillatoren und einer
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entsprechenden Reduktion der Realisierungsméglichkeiten fiir diese anderen Oszillatoren.
So wird mit steigender Energie E fiir Fy > FEy/ f schliellich die Gesamtzahl der moglichen
Realisierungen kleiner. Dies fiithrt zu dem ausgepréagten Maxima in den Verteilungsfunk-
tionen in Abb. 2.3. Man kann sich leicht vorstellen, dafl die Verteilungsfunktionen fiir eine
sehr grofle Anzahl von Oszillatoren f schliellich zu sehr ausgepréigten Maxima um die
statistisch wahrscheinlichste Energieverteilung F, = E,/f fiihrt.

Insgesamt nimmt natiirlich die Zahl der Zustédnde von f Oszillatoren mit einer Gesamt-
energie By + ...+ FEy < Ey zu mit

I'(E,) x E} (2.19)

Dies entspricht dem Volumen einer Kugel mit einem Radius o« y/FEy im Phasenraum der
Dimension 2f und stellt damit eine Verallgemeinerung des Ausdrucks von (2.12) dar.

Zusammenfassung

e Die Mikrozustédnde eines mechanischen Systems sind eindeutig gekennzeichnet durch
den Punkt im Phasenraum, bzw. die Zelle im diskretisierten Phasenraum des Sy-
stems

e Kin isoliertes System im statistischen oder thermischen Gleichgewicht hélt sich mit
gleicher Wahrscheinlichkeit in allen Phasenraumzellen auf, die unter Beachtung der
Randbedingungen zugénglich sind.

e Die Wahrscheinlichkeit, ein makroskopisches System, das sich im Gleichgewicht be-
findet, bei einer bestimmten Energie oder dem Wert einer anderen Observable vor-
zufinden, ist also proportional zur Zahl der Phasenraumzellen, die das System bei
diesem Wert der Observable unter Beriicksichtigung der Randbedingungen, einneh-
men kann.

e Fiir ein Teilchen nimmt die Zahl der zugénglichen Phasenraumzustéinde mit einer
Energie E < Ej proportional Ef zu. Dabei ist der Exponent o z.B. fiir ein Teil-
chen, dafl sich frei im 3-dimensionalen Raum bewegt o = 3/2. Bewegt sich das
Teilchen in einem Oszillatorpotential, so gilt o = 3. Entsprechend wichst die Zahl
der zugénglichen Phasenraumzustinde von N unabhéngigen Teilchen

[(Eo) o« Ep'® (2.20)
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2.2 Entropie und Temperatur von Makrozustinden

Das zentrale Ziel dieses Abschnittes ist es, neben der Energie noch weitere Kenngrofien
oder Parameter, von denen ein Makrozustand abhéngt, einzufithren. Dazu betrachten wir
ein Gesamtsystem aus 2 Teilsystemen 1 und 2. Jedes der Teilsysteme soll makroskopisch
sein, also viele Freiheitsgrade besitzen (GroBenordnung 10%4). Die Gesamtenergie F des
Systems, von der wir annehmen, dafl wir sie kennen, setzt sich aus 2 Teilenergien F, Ey
in additiver Weise zusammen:

E=F +E;. (2.21)

Das Gesamtsystem soll thermisch isoliert sein. Dies bedeutet, daf§ kein Energieaustausch
mit der Umgebung stattfindet, die Gesamtenergie £ bleibt erhalten. Die Teilsysteme 1
und 2 mit den Freiheitsgraden fi, fo diirfen jedoch untereinander wechselwirken und Ener-
gie austauschen. Genau genommen sind aber die Forderung (2.21), daf sich die Energien
der Teilsysteme zur Gesamtenergie addieren, und die Forderung, dafl es eine Wechsel-
wirkung zwischen den beiden Teilsystemen gibt nicht gleichzeitig zu erfiillen. Durch die
Hamiltonfunktion 148t sich die Gesamtenergie des Systems angeben:

fi+f2

H = sz +ZVZ]

1<J

Teilen wir die Hamiltonfunktion beziiglich der Teilsysteme auf, so erhalten wir:

D; fit+f2 D2
H:ZQZ—f—ZVZ]—i-Z j—l—ZVZ]—f—ZVZ]
i=1 1<j<fi j= f1+1 fi<i<j ief1,jef2
= H,+ Hy+ Hyy, (2.22)

Die Anteile Hy, H, stellen die Energien E; und FE, dar, die eindeutig den Teilsystemen 1
und 2 zuzuordnen sind. H,,, beschreibt dagegen die Wechselwirkungen zwischen Teilchen,
die zu unterschiedlichen Teilsystemen gehoéren. Wire H,,,, = 0, so wére die Gesamtenergie
gerade die Summe E) + Fy aber es wiirde zwischen den Teilsystemen keine Wechselwir-
kung stattfinden. Ist jedoch H,, ungleich 0, so gibt es einen Energieaustausch zwischen
den Systemen, aber die Gesamtenergie ist mehr als nur die Summe der Energien der
Teilsysteme.

Durch eine einfache Abschétzung wollen wir uns aber nun davon iiberzeugen, daf fiir die
typischen Fille, die uns hier in der Statistischen Mechanik interessieren, der Beitrag von
H,,, vernachléssighar klein ist gegeniiber der Gesamtenergie. Nehmen wir dazu an, dafl
die beiden Teilsysteme jeweils 10?* Teilchen enthalten. Bei Gasen ist der Hauptanteil der
Energie durch die kinetische Energie der einzelnen Atome gegeben. Diese kinetischen Ener-
gien, p?/2m in (2.22), sind reine Einteilchenenergien und damit additiv in (2.22). Wegen
der Kurzreichweitigkeit der intermolekularen Krifte erhalten wir Beitrdge zur Wechsel-
wirkungsnergie nur von den jeweils néchsten Nachbarn. Wenn wir uns nun vorstellen, dafl
die beiden Teilsysteme in 2 Volumina untergebracht sind, die sich nur an einem Rand
beriihren, so sitzen von den 10?* in einem Teilsystem enthaltenen Atomen nur etwa 10'6
an der Oberfliche, wo sie mit Atomen des zweiten Systems wechselwirken kénnen. Man
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sieht also, daf von den 10?* Atomen nur ein sehr geringer Teil 10'6/10%* = 10~® iiberhaupt
eine Wechselwirkung mit einem Atom des Nachbarsystems erfihrt.

Was passiert denn nun aber genau, wenn wir die beiden Teilsysteme in thermischen Kon-
takt bringen? Oder anders ausgedriickt: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit P(E,), Teil-
system 1 mit der Energie E; vorzufinden, wenn die Syteme die Méglichkeit haben Energie
auszutauschen? Im Fall des Harmonischen Oszillators haben wir gesehen, dafi die Zahl der
Phasenraumzusténde mit Gesamtenergie F < Ej in einem System mit f Freiheitsgraden
gegeben ist durch T'(E,) o Ej (siehe (2.19)). Allgemein kénnen wir also erwarten, daf
fiir diese Zahl der Phasenraumzusténde gilt

F(Eo) (8 ng

wobei der Koeffizient a eine Zahl ist, die verglichen mit der Zahl der Freiheitsgrade f
von der Groflenordnung 1 ist. Die Anzahl der Zusténde des Systems im Energieintervall
[Eo, Ey + 0E] kénnen wir nun abschétzen durch:

d
Q(Ep) o 6Ed—EF(EO) = 0FBafE, ™ ~ By (2.23)

Die Wahrscheinlichkeit P(E}), da wir das Teilsystem 1 in einem Mikrozustand mit der
Energie F; vorfinden, ergibt sich wie in der Diskussion der Gl.(2.14)-(2.15) zu:

P(E) = [ dBCUB)QUAE)I(E — B — By) = CO(ENUE — By)
= DEM\(E — Ey)f (2.24)

E
wobei C' und D Normierungskonstanten sind, sodafi [P(E;)dE; = 1 ist. Beispiele fiir

solche Wahrscheinlichkeitsverteilungen P sind in den ?Abbﬂdungen von Figur 2.4 darge-
stellt. Aus Griinden der Darstellung beschréinken wir uns auch in diesen Beispielen auf
sehr wenige Freiheitsgrade (f < 100 ist sehr klein gegeniiber f = 10?* die typische Zahl
fiir Freiheitsgrade in makroskopischen Systemen. Es lassen sich jedoch aus diesen Abbil-
dungen bereits einige interessante Schliisse ziehen:

e Die Maxima treten in den verschiedenen Verteilungsfunktionen stets auf an der
Stelle:

~ N
El_f1+f2E

(2.25)

e Fiir wachsendes f wird die Kurve immer schmaler und spitzer, d.h. das Maxi-
mum wird immer stirker ausgebildet. Fiir realistische Werte von f erhalten wir
also sehr stark ausgeprigte Maxima, und die Wahrscheinlichkeiten, daf§ System bei
einer Energieverteilung zu beobachten, die ein wenig abweicht vom statistischen
Mittelwert (2.25) sind extrem klein.
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Abbildung 2.4: Zwei Systeme mit f1 und fo Freiheitsgrade sind im thermischen
Kontakt und haben eine Gesamtenergie Ey + Ey = 1. Im linken Teilbild sind
aufgetragen die Wahrscheinlichkeitsdichte P(Ey) das System 1 bei der Energie
Ey vorzufinden fir fi = 30, 25 und 20 bei f; + fo = 60. Im rechten Teilbild
sind entsprechende Verteilungen fiir fi1 = fo = 3, 10 und 100.

2.2.1 Definition von Entropie und Temperatur

Wir betrachten nun im folgenden anstatt P(F;), den natiirlichen Logarithmus dieser
Funktion: In(P(E;)) an der Stelle des Maximalwertes ) (siehe (2.25)). Bei dieser Energie
besitzen natiirlich sowohl P(FE}), als auch In(P(E;)) ein Maximum. Der Grund dafiir,
daB wir hier den Logarithmus dieser Funktion P(E;) betrachten und nicht die Funktion
selbst, wird erst zu einem etwas spateren Zeitpunkt deutlich werden (siehe Diskussion der
Gl1.(2.35). Wegen der Extremaleigenschaft der Funktion folgt:

0
O = EIHP(El) El
= 9 e mOE) + QB
= aEl n n 1 n 2 El
0 0
0 0

Bei dem Ubergang zur letzten Zeile wurde ausgenutzt, daB E; = E — E, ist, sodafl wir
mit den Funktionen [;
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0

G = 5

In Q4 (E;) (2.27)

Kenngroéflen einfithren konnen, die nur von den Parametern des jeweiligen Teilsystems
1 = 1,2 abhéngen. Sind nun die beiden Teilsysteme im statistischen Gleichgewicht, d.h. ist
der Makrozustand dadurch gekennzeichnet, daf3 die Energieverteilung entsprechend den
Werten im Maximum der Verteilung P(E;) erfolgt, so sind diese Kenngrofien fiir System
1 und 2 nach (2.26) identisch:

Bi(Ey) = Bo( By = E — ) (2.28)

Die Dimension der Kenngrofie 3 ist:

1
B = 2.29
BE)] = o (229)
Mit der Funktion ( definieren wir die Temperatur:
1 %, -
T:=——=¢{—mnQF 2.30
3081 ~ {35 910} o)

Beachte: Die Temperatur wird in dieser Definition in Einheiten einer Energie angege-
ben. Wir werden in dieser Vorlesung diese natiirlichen Einheiten benutzen, bei denen die
Temperatur also z.B. in Joule oder auch in Elektronen - Volt (eV) angegeben wird. In
der Technik oder im tdglichen Leben wird eine Temperatur in Grad Celsius oder in Kelvin
angegeben. Die Umrechnung der Temperatur von Einheiten Kelvin in Energieeinheiten
geschieht durch den Umrechnungsfaktor k, die sogenannte Boltzmannkonstante

TVorlesung = kT echnik

mit k

1.38066 x 10~ 23 [Jmﬂe]

Kelvin
eV ]

2.31
Kelvin (2.31)

8.6181 x 1077, [

Dies bedeutet auch, dafl eine Temperatur von etwa 11600 Kelvin, die von der Grofien-
ordnung her typisch fiir die sichtbare Oberfliche der Sonne ist, einer Energie von 1 eV
entspricht, also eine Energieeinheit, die typisch fiir die Atomphysik ist.

Neben dem Begriff der Temperatur sei an dieser Stelle auch der Begriff Entropie definiert:
Entropie S = InQ(F) (2.32)
dabei bezeichnet Q(FE) hier wie auch bereits vorher die Zahl der Phasenraumzustéinde,

die von einem System im Gleichgewicht bei der Energie E eingenommen werden kénnen.

Nun kann man einwenden, dafl eine solche Definition sehr unprézise ist: Diese Zahl der
Zustéande
QF)=T(E+0E)—-T(E) (2.33)
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mit ['(EF) die in (2.4) definierte Zahl der Phasenraumzustidnde mit einer Energie < F,
héngt von der Definition der Intervallgrofie 6 £ ab und auch noch von der Definition der
GroBe der Phasenraumzelle (siehe die Diskussion zu (2.4)) ab. Wir wollen uns zunéchst
davon iiberzeugen, dafl diese Abhéngigkeit sehr gering ist.

Dazu nehmen wir an, dafl ein anderer Physiker eine andere Intervallgréfie 6 E* oder auch
eine andere Phasenraumzellgrofle als wir hier zur Definition der Entropie gewéhlt hat.
Wiirde dE* x-mal so grof3 sein, wie “unser” JFE, so wire auch die Zahl der Zustédnde
O (E) dieses Physikers x-mal so grof}, denn es gilt in guter Ndherung

o Q
SE* OF

Also miiste auch die Entropie S*, die dieser Physiker bestimmt, sich von unserer Entropie
unterscheiden:

oE

Nehmen wir nun an, daf§ die beiden Physiker eine extrem unterschiedliche Wahl bei der
Definition der Energieintervalle vornehmen, 6 E* = 10** §E, so ergibt dies

In (%EE*> =In (1024> ~ bb.

Andererseits ist die Zustandsdichte nach (2.23) Q o< E*/ mit « einer Zahl von der Groen-
ordnung 1 und f der Zahl der Freiheitsgrade, also fiir ein Makrosystem In o< f oc 10%4.
Damit ergibt sich also

S =InN"=InQ+1In <5E )

OE*
S*= S +1 2.34
S +In < 5 E) (2.34)
<1024
~5b
also auch bei der extrem unterschiedlichen Wahl des Normierungsintervalls E, ist der
daraus resultierende Unterschied im Vergleich zur Entropie selbst vernachléssigbar.

Wir fassen an dieser Stelle einige erste Eigenschaften der Entropie S zusammen:

1) Die Entropie S ist tiber G1.(2.32) nur bis auf eine allerdings relativ kleine additive
Normierungskonstante definiert. Diese Normierungskonstante ist irrelevant, wenn
wir, und das wird im folgenden iiberwiegend der Fall sein, Differenzen zwischen der
Entropie eines Systems im Endzustand und der im Anfangszustand betrachten, da
die Normierungskonstante bei dieser Differenzbildung herausfillt. Spéter werden wir
sehen, dafl wegen der Eigenschaften der Quantenmechanik diese kleine Unsicherheit
bei der absoluten Definition aber auch entfillt, da die Entropie fiir das System bei
der Temperatur T" = 0 eindeutig definiert werden kann.

2) Betrachtet man ein System, das aus zwei Teilsystemen besteht, so ergibt sich die
Gesamtzahl der erreichbaren Zustéande €2 als Produkt der Zahl der Zusténde fiir die
beiden Teilsysteme

Q = 9192 und damit
S = 1nQ=1n91+an2251—|—52 (235)
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3)

4)

die Gesamtentropie ergibt sich also als die Summe der Entropien der Teilsysteme.
Dies ist auch der Grund dafiir, dafl die Definition der Entropie {iber den Logarithmus
der Zahl der Zusténde gewéhlt ist, eine Wahl, die bei der Definition von S (2.32) wie
auch bei der Definition der Temperatur 7" (2.30) zunéchst sehr willkiirlich schien.

Diese Additivitdt bedeutet, dafl die Entropie eine extensive Zustandsgrofle ist. Ver-
grofert man das betrachtete System, so steigt eine extensive Gréfie wie die Entropie
etwa proportional zur Grofle des Systems an. Andere typische extensive Zustands-
grofien eines Makrosystems sind die Teilchenzahl N, die Energie E und das Volumen
V. Die Teilchendichte p = N/V ist ein typisches Beispiel fiir eine nicht extensive,
eine intensive Zustandsgrofle. Verdoppelt man ein System, so bleibt der Wert einer
intensiven Grofle unveréandert.

Ein thermisch isoliertes System, das also keine Energie nach aufien abgibt oder auf-
nimmt, stellt sich im statistischen Gleichgewicht im Makrozustand mit der hochsten
Entropie ein. Z.B. werden 2 Teilsysteme die Energie so aufteilen, dafl sich eine ma-
ximale Entropie ergibt. Da ja alle Mikrozustédnde mit vorgegebener Gesamtenergie
die gleiche Realisierungswahrscheinlichkeit haben, wird sich der Makrozustand er-
geben, der die meisten Mikrozusténde représentiert. Dies bedeutet aber, daf§ dieser
Makrozustand die groite Zahl von Mikrozustédnden 2 aufweist, und damit ist auch
S = In ) maximal.

Als néchstes soll die Definition der Temperatur in (2.30) weiter betrachtet werden. Die
Tatsache, daf wir eine Umrechnungsformel angeben (2.31) zwischen der Temperatur des
Alltags und der abstrakten Defintion einer Temperatur in (2.30), scheint zu implizieren,
daf} diese beiden Groflen identisch sind. Dies ist auch, wie wir in der weiteren Vorlesung
sehen werden, in der Tat richtig. Um diese Identitdt zu untermauern sollen zunéchst einige
Eigenschaften der Temperatur, die direkt aus der Definition in (2.30) folgen, aufgelistet
werden:

1)

2)

Wenn sich zwei Korper im thermischen (statistischen) Gleichgewicht befinden, so
zeigen sie die gleiche Temperatur. Dies ist uns aus der Erfahrung wohl bekannt:
Bringt man zwei Korper mit unterschiedlicher Temperatur zusammen und wartet
man bis sich ein stabiler Endzustand einstellt, so haben die beiden Korper in die-
sem Endzustand die gleich Temperatur. In Gleichung (2.28) wurde gezeigt, da8
auch die Temperatur, die in (2.30) eingefiihrt wurde diese Eigenschaft besitzt: Im
statistischen Gleichgewicht pendelt sich die Energieverteilung so ein, dafl die Ge-
samtentropie maximal ist. Dies fithrt dazu, dafi die Gréflen 3; und damit auch die
Temperaturen 1/7; der im Gleichgewicht befindlichen Systeme identisch sind.

Sind zwei Koérper A und B mit einem dritten Korper C' jeweils im Gleichgewicht,
so sind sie auch untereinander im Gleichgewicht. Diese Aussage, die manchmal als
nullter Hauptsatz der Thermodynamik bezeichnet wird, ist nach all dem was wir
bisher schon gezeigt haben sehr einfach: Zwei Koérper sind genau dann im Gleichge-
wicht, wenn ihre Temperaturen identisch sind. Damit reduziert sich diese Aussage
auf

Th=Tc und Tp=T1¢ — Ty=1Tg
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3) Die Temperatur ist eine intensive Zustandsgrofie. Dies ergibt sich aus der Defi-
nition: Die Zustandsgrofie ( ist als Differentialquotient aus Entropie und Energie
definiert (2.27). Entropie und Energie sind extensive Gréfen und damit ist der Quo-
tient unabhéngig von der Systemgrofle, d.h. intensiv. Dies wissen wir natiirlich auch
von der Temperatur des Alltags: Bringt man zwei Teile zusammen, so erhélt man die
Temperatur nicht als Summe der Einzeltemperaturen sondern als geeignetes Mittel.

4) Die Temperatur ist eine positiv definite Grofle. Wir haben uns schon an verschie-
denen Stellen iiberlegt, dafl die Zustandsdichte {2 sehr rasch und monoton mit der
Energie F des Systems anwiéchst (sieche z.B. (2.23)). Dies bedeutet

1 0ln
= — = >
s T oF 20

was aber wiederum sagt, dafl die Temperatur 7" > 0 sein muf}. Es gibt also einen
absoluten Nullpunkt der Temperatur: gerade den Zustand eines Systems, dem wir
die Temperatur 7" = 0 Kelvin zuordnen.

Aus dem Worterbuch der Thermodynamik

e thermisch isoliert: Ein System ist von seiner Umgebung thermisch isoliert, wenn
kein Energieaustausch mit dieser Umgebung moglich ist.

e thermischer Kontakt: Zwei Systeme stehen im thermischen Kontakt, wenn es eine
Wechselwirkung zwischen diesen Systemen gibt, iiber die sie Energie austauschen
konnen. Dieser Wechselwirkungsanteil der Hamiltonfunktion muss aber im Vergleich
zur Gesamtenergie so klein sein, dal man die Gesamtenergie immer noch in guter
Néherung als Summe der Energien der Teilsysteme bestimmen kann.
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2.3 Annidherung an das thermische Gleichgewicht

Wir stellen uns ein System vor, das aus 2 Teilkérpern besteht. Am Anfang seien diese
beiden Teilkorper voneinander getrennt (thermisch isoliert) und jeweils im Gleichgewicht.
Sie werden dabei charakterisiert durch die Zustandsgroflen Energie, Entropie und Tem-
peratur ( EY, Si, TV und E%, Si Ti wobei die Indices 1 und 2 sich auf die beiden Kérper
beziehen und der obere Index i steht fiir initial, also dem Anfangszustand). Wir bringen
diese beiden Korper nun in einen thermischen Kontakt, sodafl sie Energie austauschen
konnen. Nachdem sich das thermische Gleichgewicht fiir das Gesamtsystem der beiden
Korper im Kontakt eingestellt hat, besitzen die beiden Teilsysteme die Zustandsgréfien
Bl E2, ST usw. wobei der obere Index f fiir final, also Endzustand steht.

Fiir das Gesamtsystem gilt der Energieerhaltungssatz:

Ef + B] = E| + E}
Die Anderung des Energieinhalts von Korper 1 ist: Q = E{ — Ei. Entsprechendes erhélt
man fiir Korper 2 (Qy = El— E%). Die Summe der beiden Teilinderungen ist Q +Qy = 0,

d.h. die vom einen Korper aufgenommene Energie- oder Warmemenge ist gerade so grof3
wie die vom anderen Korper abgegebene.

Wir haben bereits in der Diskussion auf Seite 23 gesehen, daf§ fiir das statistische (ther-
mische) Gleichgewicht des Gesamtsystems im Endzustand gilt:

T =1f (2.36)
und die Entropie maximal wird:
S{+5] >80+ 58 (2.37)
Bezogen auf die Anfangsbedingungen wollen wir nun 2 Félle unterscheiden:

1. Fall: Die Temperaturen sind bereits im Anfangszustand identisch: 77 = T4. Dann folgt:

o1
Ty 13
S o MOA(E]) = 5 OB = — (D),
somit ist: 9 o o
- (O (E) + Oy (E)) =0,
und

In Qi (E}) + InQy(ELY) = S; + Ss,
also die Gesamtentropie des Anfangszustandes ist ein Extremum. Da die Wahr-
scheinlichkeit das System am Anfang in einem Zustand minimaler Entropie zu finden
vernachlassigbar ist, sollte es sich dabei um ein Maximum handeln. Das Gesamt-
system befindet sich also in diesem Fall bereits im thermischen Gleichgewicht, die
Entropie bleibt gleich und es findet kein Energieaustausch statt.
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2. Fall: Die Temperaturen der beiden Korper sind im Anfangszustand unterschiedlich: T} #

7
In diesem Fall unterscheidet sich der Endzustand vom Anfangszustand, wie wir
bereits gesehen haben, sind die Temperaturen im Endzustand einander gleich (2.36),

und die Entropie wichst an S — S* = AS > 0. Wenn die Gesamtentropie als

Funktion der Zeit anwéchst, gilt also, ;tS > (0 und mittels Kettenregel folgt daraus:

d d
dtS = dt (51(E1)+52(E2))
o d o d
_ 9 E
0B At T o A

) ) d
= (=55 — 5= E
<0Elsl aES>dt '

1 1N\ d
_ (L)%
<T1 T)dt o= 0

(2.38)
Ist T7 > T, so folgt %El < 0. Die Energie flieit von 1 nach 2, d.h. vom wérmeren
zum kélteren Korper. Ist dagegen T, > 77, mithin also %El > (), dann fliefit die
Energie von 2 nach 1, wiederum vom wérmern zum kélteren Korper. Auch hier sehen
wir also, dafl unsere Alltagserfahrung, dafl bei einem thermischen Kontakt Energie
vom wirmeren zum kilteren Korper fliet, mit den statistischen Uberlegungen bei
der Definition der Temperatur nach (2.30) vertraglich sind.

Wir haben bei dem gerade diskutierten Prozess von Energie- oder Warmeaustausch ge-
sprochen. In diesem Zusammenhang waren Energie und Wérme gleichbedeutend. Allge-
mein kann aber ein Energieaustausch auch in anderer Form als in der Form von Waremaus-
tausch stattfinden. An dieser Stelle soll deshalb in einem ersten Schritt versucht werden,
den Unterschied zwischen Wiarmeenergie und anderer Formen des Energieaustausches zu
verdeutlichen. Wir sprechen von einem Austausch von Wéarmenergie zwischen 2 Korpern,
wenn zwischen diesen Korpern Energie ausgetauscht wird ohne dafl sich andere makrosko-
pische Eigenschaften des Korpers éndern. Die Mikrozustéinde im Phasenraum der Vielteil-
chenzustédnde bleiben identisch. In der Sprache der Quantenmechanik wiirden wir sagen,
daf} die Einteilchenpotentiale, in denen sich die atomaren Teilchen bewegen unverandert
bleiben (die externen Parameter wie etwa Volumen des Teilsystems oder Druck, der auf
das System lastet sind ja unverindert). Damit sind aber auch die stationéiren Losungen
der Schrodingergleichung, die mikroskopischen Energiezustéinde unverdndert. Was sich
andert bei einem Austausch von Wéarmeenergie ist, welche dieser Energiezustéinde besetzt
werden. Bei einer Zufuhr von Wéarmeenergie wiirden also etwa die atomaren Einteilchen-
zustdnde mit hoherer Energie mit groflerer Wahrscheinlichkeit besetzt. Diese Besetzung
der Einteilchenzustinde wird aber mit der Makrovariablen Entropie umschrieben. Wir
konnen also sagen, dafl eine Zufuhr (oder Abfuhr) von Warmeenergie verbunden ist mit
einer Anderung der Entropie, withrend eine Zufuhr (oder Abfuhr) von Energie in anderer
Form mit einer Anderung von anderen Makrovariablen des Systems wie Volumen, Druck
oder anderer Zustandsgrofien verbunden ist.

Wir betrachten nochmals die gerade diskutierten Félle 1 und 2. Im Fall 1, gleiche Tempe-
ratur bereit zu Beginn des Prozesses, befanden sich die Korper bereits in dieser Anfangs-
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phase im thermischen Gleichgewicht. Damit blieb die Entropie iiber die Beobachtungs-
dauer hinweg konstant. Derartige Prozesse (Entropie = konstant) heifien reversibel. Man
kann die beiden Korper wieder in den Makrozustand des Ausgangspunktes zuriickfithren.

Im Fall 2 starten wir mit einer Temperaturdifferrenz. Beim Zusammenfiihren der beiden
Korper kommt es zu einem Temperaturausgleich verbunden mit einem Anwachsen der
Gesamtentropie. Dieser Prozess ist irreversibel. Wir kénnen das System nicht wieder
in den Ausgangszustand zuriickbringen ohne noch weitere Kérper zur Auftheizung oder
Abkiihlung ins Spiel zu bringen. Im thermischen Gleichgewicht nach dem Temperatur-
ausgleich is die Entropie und damit die Zahl der moglichen Mikrozusténde so viel grofer
als im Anfangszustand, dafl es beliebig unwahrscheinlich ist, dal sich das System zufillig
doch wieder in einem Mikrozustand realisiert, der den Anfangsbedingungen entspricht.

An dieser Stelle soll nun der Begriff Warmebad oder Wiarmereservoir eingefiihrt wer-
den, der an vielen Stellen in der Thermodynamik eine wichtige Bedeutung hat. Wir haben
wieder die Situation vorliegen, dafl zwei Korper 1 und 2 in thermischen Kontakt gebracht
werden. Mit einer mathematischen Definition wollen wir einen Korper 2 gegeniiber dem
Vergleichskorper 1 als Wéarmebad bezeichnen, wenn gilt:

82 In QQ 8 In QQ
8E22 AQQ 52 - aEQ
9
= @AQQ < B (2.39)

Dabei bezeichnet wie iiblich 25 die Zahl der Mikrozustande des Warmebades (bzw. Korpers
2), By die Energie und 3 = 1/75 die inverse Temperatur. AQs ist der Energie- oder
Wirmetibertrag auf das Wérmerservoir. Diese Forderung an ein Warmebad soll durch die
folgenden Aussagen erldutert werden:

1. Die Anderung der KenngréBe (3, des Wirmebades ist bei Zufuhr oder Abfuhr von
Wirme AQ)> an das Warmereservoir vom Betrag her vernachléssigbar klein im Ver-
gleich zu (3. Da (5 = T%, bedeutet dies, dafl sich die Temperatur des Warmebades
nicht dndert. Die mathematische Definition (2.39) entspricht also unserer anschau-
lichen Vorstellung von einem Wiarmebad, dafl bei einem Kontakt mit dem Korper
1, sich die Temperatur 7, des Wérmereservoirs nicht &ndert.

2. Wie wir bereits in (2.23) festgestellt haben ist Qy oc EJ> mit f, der Zahl der Frei-
heitsgrade im Teilsystem 2. Daraus ergibt sich

0ln )y
O,

A

E,

By =

Damit ergibt sich aber fiir den Betrag der Anderung von 3> mit der Energie Es:

1

= *52

Es

‘aﬁz

OE,

_|=f
E3
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und die Forderung (2.39) fithrt zu

Do

2l <1

AQz <L [ beziehungsweise

Es

Dies bedeutet, dal der Warmeiibertrag AQ)y verschwindend klein ist im Vergleich
zum Energieinhalt des Warmereservoirs F.

Wie aber wird sich die Entropie von K5, der ein Warmebad sein soll, &ndern, wenn er mit
K, in Kontakt kommt?

Behauptung: Die Entropiednderung des Wérmebades bei der Temperatur 75 betrégt

AS, = A:ﬁj? (2.40)
Zum Beweis:
Sa(Ey + AQ») = In Qs (Ey + AQ-)
= maE) N R e
= OB+ HAQ+ JAQAQE +
= Sy(Es) + BaAQs
(2.39)
= Sp(FEy + Q2) — Sa(Ey) = ASy = Q2 = Qe (2.41)

2

Dies ist also der Zusammenhang zwischen Energiezufuhr(—abgabe) AQ, Entropie S und
Temperatur im Falle eines Warmebades. Ob ein Kérper beziiglich eines Energieaustauschs
ein Warmebad ist, hingt allein vom Wéarmeiibertrag o ab. Ist )2 so klein, daf§ K5 als
Wiérmebad angenommen werden kann, so wird natiirlich ()5 in Kérper K; nur dann signi-
fikante Anderungen hervorrufen, wenn Q- fiir den Kérper K eine betrichtliche Anderung
des Wérmeinhalts bedeutet. Dies wird genau dann der Fall sein, wenn der Testkorper Ky
“klein” gegeniiber dem Wirmebad K ist.

Fiir infinitesimal kleine Wéarmemengen 0(@) stellt somit jeder makroskopische Korper ein
Wiirmebad dar. Daraus ergibt sich fiir die damit verbundene infinitesimale Anderung der
Entropie 50

ds = T,
Diese Gleichung gilt bei Prozessen, bei denen der Kérper vor und nach dem infinitesimalen
Wirmetibertrag 6@ im statistischen Gleichgewicht war. Man spricht hier von einem qua-
sistatischen Prozess. Es gibt aber auch Prozesse, die irreversibel sind, d.h. AS > 0 ohne
daB ein Ubertrag von Energie stattgefunden hat. Ein Beispiel ist etwa der Gay-Lussacscche
Uberstromversuch, der in Abb. 1.1 dargestellt ist und bereits in der Einleitung diskutiert
wurde. Nach Offnen des Schiebers ist das System zuniichst nicht im Gleichgewicht, die
Verteilung der Teilchen auf die Volumina muf sich erst ‘einpendeln’ (siehe Abb. 1.2).
Nachdem sich das thermische Gleichgewicht eingestellt hat, ist die Entropie des Systems,

(2.42)
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N Teilchen im Gesamtvolumen, deutlich héher als die des Anfangszustandes, N Teilchen
in einem Teilvolumen. Wir beobachten also einen irreversiblen Prozess mit einer Entro-
pieerh6hung AS obwohl gar keine Energie zugefiihrt wurde. Um also auch solche nicht
quasistatischen Prozesse zu berticksichtigen, verallgemeinern wir (2.42) zu

e

ds > — 2.43

- (243
Das Gleichheitszeichen in dieser Ungleichung und damit (2.42) gilt genau dann, wenn der
Prozess quasistatisch ablauft. (Auf die Unterscheidung bei der Bezeichnung der infinite-
simalen Gréflen 62 mit einem ¢ aber dS werden wir im néchsten Abschnitt eingehen.)

2.3.1 Die Gestalt der Wahrscheinlichkeitsverteilung

In diesem Abschnitt wollen wir uns etwas genauer ansehen, wie nun die Wahrscheinlich-
keitsverteilung P(FE}), das Teilsystem 1 bei einer Energie F; zu finden, aussieht, wenn es
mit einem zweiten Makrosystem im thermischen Kontakt ist. Wir wissen bereits aus den
Uberlegungen zu (2.14) und (2.15), da8:

Auflerdem sei noch einmal erinnert, dafl die Entropie gegeben ist durch
S =In [Ql (El)QQ(EQ)]

und fiir die Temperatur

0 1
— InQ(F
b= g mAE) =7
gilt. Sei E; die Energie bei der die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(E;) das Maximum
erreicht. Wir wollen nun die Entropien der beiden Teilsysteme um den Wert F; = E;
in einer Taylorreihe entwickeln und fiithren dazu zur Vereinfachung der Darstellung die
Grofle n = £ — E; ein. Damit ergibt sich:

- 0 1,0 ~
thl(El) = th(El)ﬂ-T]ih’lQ (E1)+ nianl(El)"’

oE, 2" 0%
~ 1
~ anl(El)_'_ﬁln_iT/Q)\l (245)
~ 1
anQ(EQ) ~ anQ(EQ)_ﬁ2n_§n2)\2 (246)
wobei: 5 5 .
= Q= InQy = —
o= =g b= gp Itk =7
und:
o InQ(E;) = =\
g Mu(E) = A

verwendet wurde. Definieren wir nun noch

A=A+ X
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P(E)

El

Abbildung 2.5: Wahrscheinlichkeitsverteilung P(E1) nach Gleichung (2.48)
und die Ndherung durch eine kastenformige Verteilung.

so ergibt sich fiir kleine Werte von n = El — F;

N . 1 1 1
ln[Ql(El)QQ(EQ)] == hl[Ql(El)QQ(E — El)] -+ n < - ) — *772/\ (247)

T T 2
Im thermischen Gleichgewicht, also genau an der Stelle F; = E, gilt, dafl die Tempera-
turen der beiden Korper identisch sind: 77 = T5 (siehe (2.28)). Auflerdem muf} natiirlich

der Koeffizient X in (2.47) positiv sein, denn

0P In[Qy (E£1)Q(Ey)]

A f—
on?

n=0
und ein positives A ist gleichbedeutend damit, daf die Gesamtentropie des System (=

In[Q (E£1)Q2(Es)]) an der Stelle n = 0 nicht nur ein Extremum sondern ein Maximum
aufweist. Damit kénnen wir also (2.47) zusammenfassen

[0 (E))Q(E — Ey)] &~ In[Q(E)Q(E — Ey)] — ;w

= P(E) = Q(E)(E - Ey)

(2.44)
2

~ O(E)W(E - EB)et (2.48)
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung das System bei einer Energieverteilung (E,, By = E —
Ey) vorzufinden, entspricht also in dieser Ndherung (2.48), die fiir kleine Abweichungen
der Energie E; von E; gilt, einer Gauflverteilung.
Die Breite der Verteilung wird durch
T

— B — Fo— ] — 2.49
Mo 10 1 3\ ( )
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charakterisiert. Das ist die Entfernung des Energiewertes vom Wert E; des Maximums
der Verteilung, bei dem P(E) auf den Wert

P(EIO) - Qtot(El)G_% — 04559 X Qtot(El) y

also etwa auf die Halfte des Maximalwertes Qtat(El) abgefallen ist. Approximiert man die
GauBverteilung durch eine kastenférmige Verteilung, die an den Stellen E; + 1o vom Ma-
ximalwert Qtot(El) auf 0 abfillt (siche Abb. 2.5), so ist die Zahl der Zusténde unter dieser
kastenfoérmigen Verteilung identisch mit der Zahl der Zusténde, die man aus der Integra-
tion der Verteilung P(E;) erhilt. Man kann also sagen, daf sich in dieser kastenférmigen
Néherung der Wahrscheinlichkeitsverteilung alle vom System eingenommenen Zustéinde
im Intervall [El —no, By + no] befinden. Diese Gesamtzahl der Zusténde ist also gegeben
durch

Ftot = Qtot(El) 2770 (250)

Zunéchst die Frage: Wie grof ist dieses Intervall, wie grof ist 797 Dazu erinnern wir uns
noch einmal daran, daf§ die Zustandsdichte eines makroskopischen Systems () rasant mit
der Energie anwiichst Q oc B/ mit f der Zahl der Freiheitsgrade (siche z.B. ( 2.23)). Damit
ergibt sich fiir die Entwicklungskoeffizienten \; in (2.47)

9*In Q)
- 0B

82fi In Ez
- OE?

)\i:

0.8

fi
2

Damit wére also der Wert fiir 7y nach (2.49)

T L —12
=15 Nii x 100" x E
ein Bruchteil der Energie des Systems. Dies bedeutet einerseits, dafl die Gauflkurve in
Abb. 2.5 extrem schmal ist. Andererseits ist 79, oder auch 27, eine geeignete natiirliche
Walhl fiir das Energieintervall, das wir ja noch bestimmen miissen (siehe Diskussion auf
Seite 24) zur Definition der Entropie. Wahlt man aber nun 27 fiir dieses Energieintervall
und nimmt man auflerdem die in Abb. 2.5 skizzierte ‘Kastenndherung’ fiir die Verteilung,
so ist die Entropie gleich dem natiirlichen Logarithmus der in (2.50) definierten Gesamt-
zahl I'y,; der Zustdnde, die vom System mit nicht verschwindender Wahrscheinlichkeit
eingenommen werden konnen.

Im thermischen Gleichgewicht, wo ja die Entropie maximal ist, ist somit auch die Anzahl
der moglicherweise realisierten Zustdnde maximal. Die Verteilung der Gesamtenergie auf
die Teilbereiche geschieht so, daf} diese Zahl der moéglichen Zustdnde maximal wird. In
diesem Fall konnen wir umgedreht am wenigsten genau sagen, welchen der Zustédnde unser
System einnimmt. Unser Nichtwissen um den tatséchlichen Mikrozustand des Systems
wird also auch maximal. Die Entropie wird deshalb haufig auch als ein Mafl fiir das
Nichtwissen dargestellt.
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Aus dem Worterbuch der Thermodynamik

e quasistatisch: Ein Prozess, bei dem die Energie oder auch duflere Parameter des
Systems verdndert werden, verlauft quasistatisch, wenn das System zu jedem Zeit-
punkt im statistischen Gleichgewicht ist. Die Parameteréinderung erfolgt also so
langsam, dass die “Einschwingzeiten” (die Zeiten, die das System braucht um unter
den gednderten Parametern das Gleichgewicht einzustellen) vernachlissigbar sind

e reversibel: Ein makroskopischer Prozess heifit umkehrbar oder reversibel, wenn die
Entropie des Systems sich dabei nicht &ndert.

e adiabatisch: Ist ein Prozess quasistatisch und wird keine Wérmeenergie ausge-
tauscht, so heiit er adiabatisch.
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2.4 Zustandsdichte und Auflere Parameter

Ein makroskopisches System ist nicht nur durch die Energie sondern auch durch andere,
makroskopisch mefibare, voneinander unabhéngige Parameter charakterisiert. Typische
Beispiele fiir solche Parameter des Makrozustandes sind das Volumen, das das System
einnimmt, ein elektrisches oder magnetisches Feld, in dem sich das System befindet oder
auch die Teilchenzahl oder die Gesamtmasse des Systems. Diese makroskopischen Para-
meter werden auch als &uflere Parameter bezeichnet.

Bisher haben wir nur die Energie als Parameter oder Zustandsvariable des Makrozu-
standes betrachte. Zwei Systeme konnen miteinander wechselwirken und Energie austau-
schen. Solange keine Anderungen anderer Zustandsvariablen betrachtet wird, &ndern sich
die prinzipiell moglichen Mikrozustdnde des Systems nicht. Die moglichen Zusténde im
Phasenraum, oder aus der Sicht der Quantenmechanik: die Energieeigenzusténde sind in
diesem Fall unverdndert. Ein Energieaustausch zwischen den Makrosystemen findet in
diesem Fall nur dadurch statt, dal sich die Wahrscheinlichkeiten fiir die Besetzung der
quantenmechanischen Zusténde, der Mikrozusténde der beteiligten Systeme &ndern. Bei
einem solchen Austausch von Warmeenergie wird also die Wahrscheinlichkeitsverteilung
des Korpers, der Warmeenergie aufnimmt, fiir solche Mikrozustéande gréfer, die eine héhe-
re Energie besitzen. Entsprechend wird auch diese Energiednderung ausschliellich durch
eine Anderung der Entropie beschrieben (2.42)

5Q = TdS

Der Energieinhalt eines Makrosystems kann aber auch durch die Anderung der makro-
skopischen Zustandsvariablen hervorgerufen werden. Als erstes Beispiel wollen wir dazu
das in Abb. 2.6 dargestellte Beispiel heranzichen: Wie im linken Teilbild dargestellt, soll
das Volumen eines Gas, das sich in einem Kolben befindet, reduziert werden. Durch das
Zusammenpressen, Hineindriicken des Stempels, wird offensichtlich Arbeit an diesem Gas
geleistet, d.h. Energie zugefiihrt. Wie wirkt sich diese Zufuhr mechanischer Arbeit auf die
Mikrozustidnde des Systems aus? Dies ist schematisch im rechten Teilbild skizziert. Dabei
wollen wir zunéchst einmal eine Auswirkung auf die stationdren Losungen der Schrodin-
gergleichung in der Quantenmechanik diskutiern: Aus der Quantenmechanik wissen wir,
daB fiir die Bewegung von Teilchen in einem Kastenpotential mit einer Ausdehnung in
der x-Richtung von 2z, stationédre Losungen der Schrodingergleichung nur bei diskreten
Energiewerten gefunden werden. Diese seien durch die Energieniveaus im rechten Teil-
bild mit der Ausdehnung 2z angedeutet. Reduziert man nun das Volumen, in dem sich
die Teilchen bewegen koénnen, z.B. dadurch, dafi man die Ausdehnung des Volumens in
x-Richtung auf die Hélfte reduziert, so ist nur noch jeder zweite Energiecigenwert der ur-
spriinglichen Ausdehnung 2x auch ein erlaubter Energieeigenwert fiir das neue Volumen
(siche Energieniveaus im linken Teil des rechten Teilbildes von Abb. 2.6). Ganz allgemein
gilt: Durch die Reduktion des Volumens wird die Dichte der Einteilchenniveaus reduziert.
Beginnen wir nun im grofien Volumen mit dem System in einem bestimmten Mikrozu-
stand, d.h. mit einer bestimmten Besetzung der Einteilchenzusténde. Fiihrt man dann die
Reduktion des Volumens in einer Weise durch, daf sich die Besetzung der Einteilchennive-
aus nicht dndert, so wird die Energie, die wir von auflen mechanisch an dem System durch
Zusammenpressen leisten, von dem System dadurch aufgenommen, daf§ die Einteilchen-
energien grofer werden. Diese Aufnahme von mechanischer Arbeit (durch Verdnderungen
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X 2X

Abbildung 2.6: Schematische Darstellung des Einflusses von einem verringer-
ten Volumen V auf die Energiceigenwerte des Hamiltonoperators. Ausfihrli-
chere Diskussion im Text.

der Einteilchenenergien) unterscheidet sich von der Aufnahme von Wirmeenergie, wo ja
die Besetzung der Einteilchenzustdnde modifiziert wird.

Diesen Mechanismus der Aufnahme von mechanischer Arbeit durch die Verdnderung des
Volumens konnen wir uns auch im Rahmen der klassischen Mechanik iiberlegen. Die
Reduktion des Volumens, das fiir die Teilchen zugéinglich ist, bedeutet eine Reduktion
des erlaubten Phasenraumvolumens. Atome unseres Gases, die vor dem Zusammenpressen
Phasenraumzellen belegt haben, die nun unzugénglich geworden sind, miissen ausweichen
auf Zellen in dem reduzierten Raum. Durch die von auflen zugefiithrte mechanische Arbeit
wird gleichzeitig der typische Impuls der Teilchen erhéht, was natiirlich zu einer Erh6hung
der Energie fiihrt.

Als ein weiteres Beipiel fiir die Anderung von &uferen Parametern betrachten wir ein
System von Teilchen mit magnetischem Moment p, die sich in einem externen Magnet-
feld aufhalten. Der duflere Parameter ist in diesem Fall die Stédrke des Magnetfeldes B.
Das magnetische Moment des Teilchens 7 sei ji;. Es liefert im magnetischen Feld B einen
Beitrag zur Gesamtenergie AFE; = —,LI;E . Nehmen wir als Beispiel an, daf§ die elemen-
taren magnetischen Momente auf einen Spin der Teilchen mit der Lange %h basiert, so
sagt uns die Quantenmechanik, daf} es fiir diesen Spin und dem damit verbundenen ma-
gnetischen Moment 4 Einstellmoglichkeiten relativ zur Richtung des Magnetfeldes gibt.
Die Abhéngigkeit des magnetischen Anteils AFE; zur Einteilchenenergie ist fiir diese 4
Spineinstellungen in Abb. 2.7 dargestellt entsprechend der Beziehung

AEZ = —_‘ié - _Mz,sz - g:uBmZﬂ:B
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Abbildung 2.7: Energien fiir ein magnetisches Moment in einem externen Ma-
gnetfeld. Aufgetragen sind die Energien fiir die verschiedenen Spineinstellun-
gen eines Systems mit Spin 3/2 als Funktion des externen Magnetfeldes B.

3 113

- —=, =, = 2.51
27 272 2} (251)
Auch hier fiihrt also die Verdnderung des externen Parameters B zu einer Modifikati-

on der Energieeigenwerte. Durch eine Vergréflerung von B werden einige Energiewerte
attraktiver, andere bekommen einen gréfieren Wert.

mz; = {_

Die Uberlegungen aus diesen Beispielen sollen nun in einem allgemeinen Zusammenhang
diskutiert werden. Dazu wollen wir jetzt Q(F,x), die Anzahl moglicher Zustédnde des
Systems, bei einer Energie E' und einem Wert z fiir den &ufleren Parameter betrachten. Um
den Einflufl des d&ufleren Parameters auf diese Zahl der Zustédnde genauer zu analysieren,
betrachten wir eine Anderung dieses Parameters um den Wert dz: z — z + dz. Wie in
den bereits diskutierten Beispielen und wie noch einmal in Abb. 2.8 dargestellt, werden
die Energien einiger Zusténde so verdndert, dafl sie aus dem Energieintervall [E, E + AFE]
‘herausfallen’, andere ‘rutschen” durch x — x + dx in das Energieintervall hinein. Zur
Berechnung dieser Zu- und Abnahme der Zahl der Zusténde in [E, E + AFE], berechnen
wir fiir jeden Zustand « die Abhéngigkeit seiner Energie vom Parameter x

dE,
o= 2.52
Ya = (2.52)
und klassifizieren alle Zusténde auch noch nach diesem Parameter y
QE, z) =) Q,(F, ) (2.53)
y

wobei 2, die Anzahl der Zustidnde bei der Energie £/ und dem Parameter x ist, fiir die
auflerdem gilt, dafl der in (2.52) Parameter im Intervall [y, y + Ay] liegt. Insgesamt ergibt
sich so eine Anderung der Zustidnde im Energieintervall [E, E + AE]:
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E*AE 4’/’7_0
b
E _‘\>:/_

x+dx

Abbildung 2.8: Anderung der Energien einzelner Zustinde bei Verdnderung
des externen Parameters von x nach x + dx. Skizziert sind insbesondere die
Zustinde, die bei dieser Anderung von x in das Energieintervall [E,E + AF]
hineinkommen (b) beziehungsweise herausfallen (a und c).

QFE,x+dr)—QE,z) = ;Q(E,x)dx

- Z AyEQ (E,z)dx +Z Y (B + AB, 2)da(2.54)
Die Gesamtbilanz enthilt Zugénge und Abgénge bei der unteren Energiegrenze E (1.Sum-
mand in der zweiten Zeile) sowie Zu- und Abgénge bei der oberen Grenze F+ AFE. An der
unteren Grenze gibt es Zugénge bei positiven Werten von y und zwar je mehr je grofier
der Wert von y bezogen auf das Energieintervall ist. An der oberen Energiegrenze fiihrt
ein positiver Wert von y hingegen zu einer Reduktion der Gesamtzahl. Dies kommt durch
das Minuszeichen im zweiten Summanden zum Ausdruck. Diesen Ausdruck kénnen wir
weiter umrechnen

0 1 Q,(E, x)
—Q(F, = — OB, z) 122 2.
Q,(E+ AFE, x)
—Q(E+ AFE Y ’ d
(B4 AL E A Y| @
1
= AF QE, 2)y(E,x) — QUE + AE,2)y(E + AE,z)|dx  (2.56)
Im Ubergang zur zweiten Zeile wurde ein Mittelwert fiir den Parameter y eingefiithrt
T(E = AN bata 2.57

also den statistischen Mittelwert fiir die typischen Ableitungen der Energieeigenwerte
nach dem Parameter z bei den vorgegebenen Werten fiir £ und x. Dieser Mittelwert wird
unten weiter diskutiert. Im Grenziibergang AE — 0 gilt fiir eine beliebige Funktion f

HE)-f(E+AE)  d .,
AE ~dE
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so dafl wir (2.56) umschreiben koénnen:

0 0
%Q(E x)dxr = ~3E QE, 2)y(F,x)] dx
beziehungsweise
SLO(B,2) = (B, 2) 5 OB, ) ~ OB, ) 5(E, ) (259
gz T aEtt T A gpd\ T '
Dividieren wir diese Gleichung durch Q(FE, x), so entsteht:
0 0
—InQE,2) = -J—=IQFE z) - —=7y(E, x) (2.59)

ox oF 8E

Schon an dieser Stelle kénnen wir den EinfluB der Anderung des &uBeren Parameters auf
die Entropie S = In 2 abschétzen. Zuvor stellt sich aber die Frage, wie grofl jeweils der Bei-
trag der Summanden in unserem Ausdruck fiir 8% In Q(F, x) ist. Um das herauszufinden,
machen wir wieder die Abschétzung (siche z.B. ( 2.23)):

QE,7) x Bf == InQ o flnE

wobei f eine von E unabhéngige Zahl von der GréfSenordnung der Zahl der Freiheitsgrade
des Systems ist. Damit ist erste Summand auf der rechten Seite von Gl.(2.59) proportional
zur Zahl der Freiheitsgrade f des Sytems, wiahrend der zweite Summand keine solche
Abhéngigkeit von der Zahl der Freiheitsgrade aufweist. Im thermodynamischen Grenzfall
f — oo dominiert also dieser erste Term und wir kénnen (2.59) schreiben:

oS  OmQ(E,x)  _0S  _1

or Ox ~ Yo~ T
Zum weiteren Versténdnis sei an dieser Stelle der in (2.57) definierte Wert 7 diskutiert. In
dieser Definition wird iiber alle moglichen Werte von y summiert, wobei in jedem Sum-
manden der aktuelle Wert von y mit der Zahl der Zusténde, die diesen Wert y einnehmen
(€2,) multipliziert wird. Die gesamte Summe wird durch die Gesamtzahl der Zusténd (€2)
dividiert, sodafl der in (2.57) definierte Wert 7 gerade dem statistischen Mittelwert der
GroBe y beziehungsweise (siehe (2.52))

(2.60)

8E
" o

= 5 (E”T (2.61)

Im gleichen Wortsinn, wie in der klassischen Mechanik sprechen wir hier bei der Ableitung
(mit negativem Vorzeichen) der Energie nach dem Parameter z von der generalisierten
Kraft, die das System der Anderung des Parameters 2 vom System entgegenstellt. Ver-
groflert sich der Parameter x um den Wert Ax, so dndert sich die Energie des Systems
um den Betrag des Wegintegrals fiir die Arbeit

r+Ax

AE=AW =~ [ Fude = ~F.Aa
x

Betrachten wir fiir die Grofle « einen Parameter von der Dimension einer Lénge, so besitzt

die mittlere generalisierte Kraft tatsidchlich die Dimension einer Kraft. Betrachten wir

mehrere duflere Parameter z;, so gilt:

S(E,x1,...,2,) =InQ(E, z1,...,2,) (2.62)



40 KAPITEL 2. GRUNDPRINZIPIEN DER STATISTIK

Eine infinitesimale Entropieinderung wird durch ein totales Differential dS gegeben. Zur
Definition des Totalen Differentials und seiner Bedeutung sei auf den Anhang A verwiesen.
Im Fall der Entropie gilt unter Ausnutzung von (2.30) und (2.60)

S " 99
ds = a—EdE—i—;a—xidxi
1 "1

= TdS=dE+> F,dx; (2.63)
Damit schreibt sich das totale Differential der Energie:
dE =TdS = > F,,dx; (2.64)
i=1

Die Energieéinderung, die durch die Anderung der duBeren Parameter dz; gegen die gene-
ralisierten Krifte F',, am System geleistet werden, bezeichnet man als Zufuhr von Arbeit.
Im Gegensatz steht der erste Term auf der rechten Seite dieser Gleichung fiir die Ener-
gieinderung ohne Anderung der Parameter, allein durch die Anderung der Entropie. Eine
solche Energiedinderung bezeichnet man als eine Energiednderung durch Zufuhr oder Ab-
nahme von Warmeenergie.

Beispiel: Das ideale Gas

Unser duflerer Parameter sei nun das Volumen des Geféafles, in dem sich ein Gas befindet.
Befindet sich ein Teilchen oder Atom in dem Gefafl der Grofle V, so ist die Zahl der
Phasenraumzustiande proportional zu diesem Volumen V: Q o V. Sind also N Atome im
Volumen V, so ist die Zahl der Phasenraumzustidndem, die dieses System einnehmen kann:
Q oc VN Zur Berechnung der mittleren generalisierten Kraft, die durch die Anderung des
Systemparameters V' hervorgerufen wird berechnen wir

0 0 N
Nach (2.60) und (2.61) gilt nun

0 1—
—InQ = =F
v T

0 — _
——F = F

oV v

Andert sich das Volumen um AV, so éndert sich auch die innere Energie des Systems:
Fy AV = —-AFE

Das Volumen soll sich nun, wie etwa in Abb. 2.6 dargestellt d%durch andern, dafl eine
Oberfliache der GroBle O mit der Fliachennormalen in Richtung O, um das Wegstiick A¥
verriickt wird. Damit ist diese Energieéinderung

AE = —FyOAZ
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Die Dimension der generalisierten Kraft ergibt sich als eine Kraft pro Flache, also ein
Druck p. Ersetzt man in (2.65) die generalisierte Kraft durch den Druck p, so erhalten
wir Zustandsgleichung eines Idealen Gases

pV = NT (2.66)

Nach dieser Veranschaulichung des Begriffes generalisierte Kraft im Fall des externen
Parameters V' betrachten wir noch einmal das totale Differential der Entropie (2.63):

is = tap+lay =

T T
TdS = dE+pdV =
dE = TdS —pdV = §Q + 6W (2.67)

Das bedeutet, daf die infinitesimale Anderung der inneren Energie, dE, durch Warme-
zufuhr (0Q) = T'dS) oder Arbeit am System (6W = —pdV') erfolgen kann. Dabei haben
wir mit Absicht unterschieden zwischen den infinitesimal kleinen Gréflen dE auf der einen
Seite und 6@Q), W auf der anderen Seite. Die Energie ist eine Zustandsgrofie des Systems:
fiir einen vorliegenden Systemzustand kénnen wir den Energieinhalt eindeutig (bis allen-
falls auf eine globale Konstante, die den Referenzpunkt fiir unsere Energieskala setzt)
bestimmen. Bewegt sich das System von einem Zustand (i) zu einem zweiten (f) so ist
die Anderung der Energie eindeutig F ¢ — E;, unabhéngig auf welchem Weg das System
von (i) nach (f) gekommen ist. Wir konnen deshalb die infinitesimale Anderung dieser
ZustandsgroBle mit der Differentialform dE bezeichen, denn das Integral

f
/ dE = B} — E,

ist unabhingig vom Weg. Man kann jedoch einem System keinen Wérmeinhalt zuord-
nen. Zufuhr oder Abnahme von Wiarmeenergie bezieht sich immer auf einen bestimmten
Prozess. Das gleiche gilt fiir die mechanische Arbeit. Deshalb werden die entsprechen-
den infinitesimalen Groflen mit 6Q) und W bezeichnet. Weitere Bemerkungen zu diesem
Thema finden sich im Anhang A.

Neben der Energie ist auch die Entropie fiir Systeme im Gleichgewicht eindeutig defi-
niert und stellt somit eine Zustandsgrofie dar. Entsprechend kénnen wir infinitesimale
Anderungen als Differentialformen auffassen (siehe (2.63))

0 0
dsS = <8ES> dE+;—axidei (2.68)
= ldE+ZlF de, = 26Q (2.69)
T L pr et T '

da: dE = 6Q — ¥, F,,dx; Fiir eine Anderung des Systems von einem Zustand zu einem
anderen ist der Faktor % eine Grofle, die sich im Allgemeinen entlang des Weges dndert,
ist also auch wegabhéingig. Dieser Faktor % macht aus dem infinitesimalen () das totale

Differential dS. Man nennt darum % integrierenden Faktor. Die Wirmedifferenz

f
/562 =Qr— Qi (2.70)

ist eben nur fiir einen ganz speziellen Prozess definiert und fiir sich nicht wegunabhéngig,
wéhrend der Integrand 6Q)/T = dS zu einem wegunabhéngigen Integral fiihrt.



42 KAPITEL 2. GRUNDPRINZIPIEN DER STATISTIK
2.5 Die Hauptsitze der Thermodynamik

In diesem Abschnitt sollen einige wichtige Ergebnisse dieses Kapitels noch einmal in einer
Form zusammengefafit werden, die man héufig als die Hauptsitze der Thermodynamik
bezeichnet. An einigen Stellen werden dabei geeignete Ergénzungen hinzugefiigt.

Der erste Hauptsatz:

Jedem Makrozustand eines Systems konnen wir eine Grofle F, als Energie oder innere
Energie bezeichnet, zuordenen. Diese Grofle E ist fiir abgeschlossene Systeme eine Erhal-
tungsgrofe. Eine infinitesimale Anderung der Energie kann auf 2 Weisen erfolgen.

dE = 6Q + §W (2.71)

namlich in Form von eines Warmeiibertrages 0Q) oder durch mechanische Arbeit 6W. Zur
Bedeutung dieser Grofien:

0@Q: Vom System thermisch aufgenommene oder abgegebene Wirme hat zur Folge, daf3
sich die Wahrscheinlichkeit dndert, mit der die einzelnen Mikrozustinde o mit der
jeweiligen Energie E, realisiert sind. An den prinzipiell moglichen Zustdnden im
Phasenraum und deren Energie &ndert sich bei dieser Form der Energiednderung
nichts. Wird z.B. Energie in Form von Wérme zugefiihrt, so werden mit einer gréfie-
ren Wahrscheinlichkeit Mikrozusténde mit einer héheren Energie eingenommen. Da-
durch wird der Mittelwert der Energie erhoht. Entsprechend bedeutet eine Abgabe
von Wéarmeenergie, eine erhohte Realisierungswahrscheinlichkeit fiir Mikrozustédnde
mit niedriger Energie FE,.

6W: Eine Energieinderung in Form von mechanischer Arbeit ist mit einer Anderung
eines externen Parameters des Systems verkniipft. Diese Anderung des externen
Parameters hat zur Folge, dal die Energien der einzelnen Mikrozusténde verindert
sind.

Der zweite Hauptsatz

Bringen wir 2 makroskopische Systeme in thermischen Kontakt, so wird im Allgemeinen
Energie zwischen diesen beiden Systemen ausgetauscht werden. Dieser Energieaustausch
erfolgt so lange, bis sich zwischen ihnen ein thermisches (statistisches) Gleichgewicht aus-
bildet. Die Energieverteilung der Gesamtenergie £ = E; + F5 auf die beiden Teilsysteme
wird sich aus rein statistischen Griinden dabei so einpendeln, dafl die Gesamtzahl der
moglichen Mikrozusténde beider Teilsysteme maximal wird:

(B, Bs) = 0 (B0 (Ey = E — E) (2.72)

Wir beschreiben diesen Sachverhalt damit, dafl wir sagen, die Entropie S = In Q(E,, Es)
wird maximal. Jedem Gleichgewichtszustand zwischen Sytemen, bei dem sich also die
Verteilung der Energie auf die Subsysteme so eingependelt hat, dafl unter den gegebe-
nen Voraussetzungen (also gegebene externe Parameter) das statistische Gleichgewicht
eingestellt hat, wird eine Grofle S, die Entropie, zugeordnet. Fiir diese Entropie gilt:
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e Bei thermisch isolierten Systemen, befindet sich die Entropie im Maximum: Bei dem
Ubergang zum thermischen Gleichgewicht wéchst also die Entropie an.

AS =S AS; >0 (2.73)

e Ein Prozess, bei dem sich das System zu jedem Zeitpunkt im thermischen Gleichge-
wicht befindet heifit quasistatisch oder quasistationir. Quasistatische Prozesse
miissen also so langsam ablaufen, und die Anderung der exterenen Parameter mufl
so stetig verlaufen, dafl die Relaxationszeiten, die Zeiten, die das System braucht
um das statistische Gleichgewicht zu realisieren, vernachlassigbar klein sind. Als
ein Beispiel fiir einen Prozess, der nicht quasistationér ablduft, sei noch einmal auf
das Beispiel der Abb. 1.1 hingewiesen. Nachdem der Schieber zwischen den beiden
Teilvolumina gedffnet wurde, dauert es eine Weile, bis sich die Teilchen auf die bei-
den Teilvolumina entsprechend der statistischen Verteilung verteilt hatten (siehe
Abb. 1.2) In dieser Zwischenzeit war das System nicht im statistischen Gleichge-
wicht, der Prozess ist also nicht quasistationdr. Fiir quasistationédre Prozesse gibt
es einen direkten Zusammenhang zwischen Anderung der Entropie und zugefiihrte,
beziehungsweise abgefithrte Wiarmeenergie:

s = ;m (2.74)

Der dritte Hauptsatz

Entzieht man einem System Energie in Form von Warmeenergie, so wird die Temperatur
immer geringer, bis man sich schliefllich der Grenztemperatur T — 0 (siehe Diskussion
im Paragraphen 2.2) n#hert. In diesem Grenzfall wird das System also ausschliefflich
Mikrozustdnde mit minimaler Energie, den Grundzustand, einnehmen. Die Zahl dieser
Mikrozustiande 2 ist gerade die Entartung des Grundzustandes. Das bedeutet, dafl bei
diesem Prozess die Entropie S = In() einen festen Grenzwert annimmt Die Entropie
besitzt also die Grenzwerteigenschaft:

T—-0 = S—295 (2.75)

Dieser Grenzwert der Entropie Sy ist eine von allen anderen Parametern unabhéngige
Grofle. Dieser dritte Hauptsatz, hdufig auch Satz von Nernst genannt hat interessante
Konsequenzen:

In der bisherigen Diskussion sind wir davon ausgegangen, dafl die Entropie eindeutig defi-
niert ist bis auf eine kleine, globale Konstante, die von der Definition der Zustandsdichte
abhing (siehe Diskussion im Abschnitt 2.2). Diese globale Konstante fiel bei der Betrach-
tung von Entropiedifferenzen zwischen zwei Zustédnden heraus. Wenn die Entropie des
Sytem bei T" = 0 eindeutig definiert ist, so sind nun damit auch die Entropien bei anderen
Temperaturen eindeutig definiert.

Das Nernstsche Theorem zeigt aber auch, daf§ der Grenzfall T' = 0 nur asymptotisch er-
reicht werden kann. Dies bedeutet, dafl man ein System nie auf die absolute Temperatur
T = 0 abkiihlen kann. Um diese Behauptung zu verifizieren, betrachten wir einen Kiihl-
vorgang, zundchst einmal unter der Annahme, daf§ die Entropie fiir verschiedene Werte
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Abbildung 2.9: Entropie als Funktion der Temperatur bei verschiedenen
externen Parametern ohne (linkes Teilbild) und mit Bericksichtigung des
Nernst’schen Theorems. Die gestrichelten Linien stellen einen Kiihlvorgang
dar (siehe Diskussion im Text).

der externen Variablen x unterschiedliche Werte annimmt, und daf ein solcher Unter-
schied auch bei T' = 0 gegeben ist (siehe linkes Teilbild der Abb. 2.9). Die Abkiihlung
eines Systems erfolgt typischerweise in einzelnen Schritten, die in diesem Entropie S als
Funktion der Temperatur 7" Diagramm durch eine gestrichelte Linie dargestellt sind. In
einem ersten Schritt wird das System bei konstanter Temperatur 77, also in Anwesenheit
eines Warmebades der entsprechenden Temperatur, vom Wert des externen Parameters
21 nach xy gebracht. In einem zweiten Schritt kann das System dann ohne das Warmebad
Energie abgeben, indem es sich von einem Zustand mit Parameter x; wieder nach x5 be-
gibt. Bei diesem Schritt soll mechanische Arbeit, keine Wérmeenergie abgegeben werden,
d.h. dieser Schritt erfolgt adiabatisch, also ohne Anderung der Entropie. Bei geeigneter
Wahl der externen Parameter sinkt dabei die Temepratur von T auf T5. Wir haben damit
ein System bei einer tieferen Temperatur und konnen dieses oder den grofiten Teil die-
ses Systems in einem néchsten Schritt als Warmereservoir benutzen. Das Verfahren kann
wiederholt werden und fithrt schlieflich auf die Temperatur 7' = 0.

Im rechten Teilbild ist ein entsprechender iterativer Kiihlvorgang unter Beriicksichtigung
des Nernstschen Satzes dargestellt: Die beiden Entropiekurven enden bei 7" = 0 in einem
gemeinsamen Punkt. Man sieht schon an dieser Darstellung, daf§ die Erniedrigung der
Temperatur dadurch in jedem Schritt geringer ausfillt und der Grenzfall T = 0 nur
asymptotisch erreicht werden kann. Dieses Verhalten konnen wir uns aber auch in anderer
Weise verdeutlichen: Um den Grenzfall T" = 0 zu erreichen, miissen wir den Zustand, F'
mit nach dem Nernstschen Theorem, wohldefinierter Entropie Sy erreichen. Dies wird
mathematisch durch das Wegintegral

[[a5- [ o

beschrieben. Man sieht, daf§ bei diesem Wegintegral die abzufithrenden Warmeenergien
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mit dem fiir T — 0 divergenten Faktor 1/7 multipliziert wird, was den Grenziibergang
zum absoluten Nullpunkt F' verhindert.

Zum physikalischeren Verstindnis kann man fiir diesen Ubergang zur Temperatur 7' — 0
aber auch das Integral der abzufiihrenden Wéarme betrachten

/5Q:/TdS

Der Wert dieses Integrals héngt vom Weg ab, {iber den wir uns dem absoluten Temperatur
Nullpunkt nédhern wollen. Unabhéngig von den Details dieses Weges streben aber die
Wairmemengen, die etwa pro Zeiteinheit abgefithrt werden kénnen mit der Temperatur T’
gegen Null (siche rechte Seite der obigen Gleichung). Dies wird natiirlich auch aus dem
rechten Teil der Abbildung 2.9 deutlich.
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Kapitel 3

Makroskopische Thermodynamik

3.1 Die Enthalpie

In diesem Kapitel werden homogene makroskopische Systeme betrachtet, die ihren Ma-
krozustand in quasistatischen infinitesimalen Prozessen verdndern. Zur Beschreibung so
eines Systems konnen wir zuerst den ersten Hauptsatz heranziehen, der die Anderung der
inneren Energie eines Systems darstellt in der Form:

dE =TdS -3 F,, du; (3.1)

Diese Darstellung der Differentialform dFE legt nahe, dafl man die innere Energie E als eine
Funktion der Zustandsparameter Entropie S und weitere externe Parameter z; betrachtet.

or {T fir x; =5 (3.2)

Ox; | F,, sonst

Jede Anderung der inneren Energie dE ist dabei verbunden entweder mit einer Anderung
der Entropie dS (dabei wird dann Warmeenergie iibertragen) oder einer Anderung eines
der anderen Parameter z;, was dann mit einem Ubertrag von mechanischer Arbeit verbun-
den ist. Die Temperatur 7" hat dabei eine dhnliche Funktion wie die generalisierten Kréfte
F,,. Generalisierte Kréfte F}, sind ein Maf§ dafiir, welcher Energicaufwand von auflen
geleistet werden mufl, beziehungsweise welche Energie vom System nach auflen abgegen
wird, um eine Anderung des Parameters z; um die Grofie dz; zu bewirken. In Analogie
dazu wissen wir, dal ein System die Tendenz hat seine Entropie zu vergroflern, weil das
ja zu einem statistisch wahrscheinlicheren Makro-Zustand fiithrt. Dabei muf3 die Energie
des Systems vergroflert werden. Die Temperatur kann man nun als Mafl interpretieren,
wieviel ‘Widerstand’” die Umgebung dieser Entropieinderung entgegensetzt. Aus dieser
Sicht ist also auch die Temperatur durchaus als eine generalisierte Kraft anzusehen.

Diese Aussagen konnen wir uns am Beispiel des idealen Gases verdeutlichen. Wir haben
bereits gesehen, dafl im Fall eines Gases das Volumen V' als externe Variable hinzukommt
und der Druck p die entsprechende generalisierte Kraft ist. Damit ergibt sich fiir die
Energieénderung von (3.1)

dE =T dS — pdV (3.3)

47
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V=a*y

Grundflache a

Abbildung 3.1: Eine Masse M driickt tiber einen beweglichen Kolben auf ein
Gas mit dem Volumen V=a*y.

Wir betrachten hier also in natiirlicher Weise die innere Energie als Funktion von Entropie
und Volumen E(S, V) mit der entsprechenden Differentialform

) oF
dE = (as)v as + <W>S av

Aus dem Vergleich dieser Gleichung mit (3.3) kénnen wir direkt ablesen, daff folgende

Beziehungen gelten:
) oF
T=\|— d —p=|=— 4
(as), =t = (), o4

Die Indizes V' beziehungsweise S an den Klammern um die partiellen Ableitungen sollen
daran erinnern, dafl dies der andere Parameter ist von dem F abhéngt und dafl dieser
Parameter natiirlich bei der partiellen Ableitung konstant gehalten wird.

Um das Volumen V um AV zu verringern, muf die Arbeit |p A V| aufgebracht werden.
Der Druck p bezeichnet also den Widerstand des Gases gegen die Volumenreduzierung.
Genauso mufl auch bei dem Versuch die Entropie um AS zu erhéhen, eine Wéarmeenergie
T A S aufgebracht werden. Auch hier steht die Temperatur fiir die generalisierte Kraft,
bezogen auf den Systemparameter Entropie.

Als Beipiel betrachten wir nun das System von Abb. 3.1: Ein Gas befindet sich in einem
Kolben mit der Bodenfliche a. Die Abdeckung des Kolbens hat eine Masse M, befindet
sich im Abstand y iiber der Bodenfliche und ist beweglich. Das Volumen des Gases betréagt
also V' = ay. Durch die Erdanziehung, charakterisiert durch die Erdbeschleunigung ¢, auf
die Abdeckung der Masse M wirkt auf das Gas im Volumen die Gewichtskraft Mg. Wenn
sich dieses System im Gleichgewicht befindet, gilt:

Druckkraft des Gases+ Gewichtskraft der Masse = 0
pa é, Mg(—é,)
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Damit gilt auch die folgende Gleichgewichtsbedingung;:

Mg oF
D= o (W)S (3.5)

Wenn wir nun das System Gas im Kolben betrachten und mogliche Anderungen dieses
Systems z.B. durch Aufheizen, so miissen wir immer diese Gleichgewichtsbedingung (3.5)
beachten. Diese Gleichgewichtsbedingung kénnen wir etwas vereinfachen. Betrachten wir
dafiir die Summe der Energien des Gases und der Masse. Die Gesamtenergie ist dann:

H = EGas(Sa V) + EMasse<M7 V)
%4
= EGaS(S, V) + Mgg = Egas (S, V) -+ pV (36)

Mit dieser neuen Energie H 143t sich die Gleichgewichtsbedingung einfacher formulieren.
Es gilt ndmlich (vgl.(3.5))

OH\ (0Egs\ Mg Mg

Fiir diese Gesamtenergie ist jedoch das Volumen V' kein unabhéngiger Parameter mehr,
da es ja durch die Gleichgewichtsbedingung (3.7) festgelegt wird. Damit kann also die
Gesamtenergie nur abhidngen von den Parametern M (bzw. dem Druck p, der ja iiber
(3.5) mit M verkniipft ist, und S. Es muf} also gelten:

H(S7 p) = EGas(Sa V) + EMasse(p, V) (38)

Diese Aussage, dafl die Gréfle H allein von den unabhéngigen Variablen S und p abhéngt
ist leicht bewiesen. Wir betrachten dazu die Differentialform:

dH = dBEges+d(pV)
— TdS—pdV +Vdp+pdV
= TdS+Vdp (3.9)

In dem gerade diskutierten Beispiel kann man die Grofle H identifizieren mit der Gesam-
tenergie des Gases plus der aufliegenden Masse. Aber auch in vielen anderen Fillen ist
es unter Umsténden geschickter, nicht das Volumen als externen Parameter des Systems
Gas zu betrachten sondern lieber den Druck. So ist bei allen thermodynamischen Pro-
zessen auf der Erdoberfliche, die in offenen Gefiflen stattfinden, der Druck durch den
Atmosphéarendruck auf der Oberflache konstant vorgegeben (ganz analog zum konstanten
Druck durch die Abdeckung in Abb. 3.1). Fiir solche Prozesse ist es sinnvoll statt der
Energie, die von dem Parameter Volumen abhéngt, eine entsprechende Gréfle zu betrach-
ten, die den Druck neben der Entropie als unabhéngigen Parameter aufweist. Natiirlich
konnten wir immer die Energie als Funktion von Entropie und Druck ausrechnen, indem
wir wir einfach aus (3.4) eine Beziehung V'(p) zwischen p und V' herleiten und dann das
Volumen V jeweils durch die entsprechenden Ausdriicke V(p) ersetzen. Damit verlieren
aber die Beziehungen (3.4) zwischen den Zustandsgrofien E, S, V, T p ihre einfache Form.

Wir kennen solche Transformationen von einem Typ von Koordinate auf einen anderen
z.B. aus der Mechanik, wo der Ubergang von den generalisierten Geschwindigkeiten zu
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den generalisierten Impulsen iiber eine Legendre Transformation von der Lagrangefunkti-
on zur Hamiltonfunktion bewerkstelligt wird. Auch in der Mechanik kann man natiirlich
den aktuellen Wert der Hamiltonfunktion als Funktion der Geschwindigkeiten berech-
nen (beziehungsweise den Wert der Lagrangefunktion mit den Impulskoordinaten). Fiir
die Bewegungsgleichungen benotigen wir aber die jeweiligen Funktionen als Funktion der
zugehorigen Koordinaten, also die Hamiltonfunktion als Funktion von Impulsen und Ko-
ordinaten, die Lagrangefunktion als Funktion von Geschwindigkeiten und Koordinaten.
Wir werden sehen, dafl wir auch hier in der Thermodynamik durch Legendre Transforma-
tionen neben der Energie andere Potentiale definieren kénnen, sodaf} sich jeweils geeignete
‘Bewegungsgleichungen’ ergeben wie im Beispiel (3.4) fiir die Energie.

Wir definieren deshalb allgemein fiir ein System mit einer Energie F(S, V') eine Legendre
Transormation zum thermodynmischen Potential H, genannt Enthalpie iiber

E(8,V) "SEST (S, p) = B(S, V) +pV . (3.10)
Nach der Rechnung von (3.9) gilt fiir die Enthalpie H (S, p):
0H 0H
dH = |=5] d — | d
(S,p) <8S>p S+<ap>s p
= TdS+Vdp
und damit ebenfalls: - .
7= (22 d v= |22 11
(as), o v=(%), 613

Die Enthalpie ist also zu verstehen als Summe aus der inneren Energie und dem Produkt
aus Druck und Volumen. Dies entspricht also der Summe der inneren Energie des Sy-
stems und der Arbeit, die das System verrichten mufite, um sein Volumen V' gegen einen
konstanten Druck p seiner Umgebung zu gewinnen.

Zur Bedeutung der Enthalpie

e Betrachten wir einen Prozess bei dem das Volumen V' = konst. gehalten wird. Ein
solcher Prozess heif3t isochor. Fiir das entsprechende System gilt dann dV = 0 und
damit ist auch pdV = 0. Das bedeutet, daB eine Anderung der inneren Energie nur
durch eine Wiarmezufuhr bewirkt werden kann. Also gilt dE = §Q. (Das Integral
J6Q ist zwar wegabhinging, aber der Weg ist durch V' = konst. schon festgelegt.)
dE ist also die Anderung der Wérmeenergie bei isochoren Prozessen. Betrachten wir
jetzt einen Prozess mit konstantem Druck (isobar). In diesem Fall gilt 6Q) = dH.
dH ist damit die Anderung der Wirmemenge bei isobaren Prozessen.

Die Enthalpie und die innere Energie konnen wir demnach als Warmefunktionen
oder Wérmeinhalte bei den entsprechenden Prozessen betrachten. Mit Hilfe dieser
Uberlegung erhalten wir die folgenden Beziehungen fiir die spezifischen Wérmeka-

pazitaten:
0Q oF
c, — () :<> (3.12)
or )., or ).,

oQ OH
o = (o)~ (), o
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Diese Warmekapazititen konnen experimentell relativ einfach gemessen werden,
indem man bestimmt, welche Warmemenge A(Q) dem Probekorper zugefithrt werden
muf, um eine Temperatursteigerung AT zu erreichen. Aus dem Quotienten AQ /AT
erhdlt man dann die entsprechenden Warmekapazitéten.

e Die Enthalpie spielt aber auch eine wichtige Rolle in der Diskussion von Versu-
chen, bei denen Gas expandiert, oder auch bei Gasstromen. Als Beispiel soll der
Drosselversuch von Joule und Thomson, der in Abb. 3.2 skizziert ist herangezogen
werden. In dieser Abbildung wird schematisch die Strémung eines Gases durch ein
Rohr dargestellt. Das Rohr sei thermisch isoliert, es wird also keine Energie nach
aulen abgegeben. Das Gas stromt jedoch nicht widerstandsfrei durch das Rohr.
Dies wird in der Abbildung durch einen “Pfropfen” dargestellt. Bei dem Durchgang
durch den Pfropfen ist das Gas nicht im thermischen Gleichgewicht, die Vorgénge
in diesem Pfropfen kénnen durchaus nicht-quasistatischer Natur sein. Es ist also
eine Entropieerh6hung moglich, ohne dafi Wérme zugefithrt wird. Am Anfang und
am Ende des Rohres soll das Gas aber wieder im thermischen Gleichgewicht sein,
sodafl die Gleichung fiir das ideale Gas, pV = NT erfiillt ist. Um die Stromung des
Gases gegen den Rohrwiderstand zu ermoglichen mufl auf der linken Seite, wo das
Gas zugefithrt wird, ein Uberdruck p, gegeniiber der rechten Seite erzeugt werden,
p1 > po. Dazu ist also fiir eine vorgebene Gasmenge eine Energiezufuhr erforderlich.
Dies bedeutet, dafl die innere Energie dieser Gasmenge nicht erhalten bleibt. Es muf3
nédmlich die Energie hinzugefiigt werden, die auf der Zufuhrseite erforderlich ist um
gegen den Druck p; das Volumen der betrachteten Gasmenge V) zu erzeugen. Auf
der rechten Seite wird dafiir die entsprechende Energie, die fiir das Volumen V5, bei
dem Druck p, erforderlich ist frei. Die Energiebilanz lautet also

AE =F, — E; =AQ +AW
= \Q_, +p1 Vi — p2Va

therm. isoliert
Dies bedeutet aber, dafl
E2 —|—p2V2 = E1 +p1V1 (314)

Die Enhalpie des betrachten Gasanteils £ + pV (siehe (3.10)) bleibt also erhalten.
Man sagt auch, dal diese Forderung nach der Erhaltung der Enthalpie die “Joule-
Thomson Expansion” definiert.
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?
Pfropfen

Abbildung 3.2: Ein Rohr, durch das ein Gas stromt, ist durch einen durchldssi-
gen Pfropfen verstopft. Damit das Gas durch das Rohr stromt mufl auf der

Zufuhrseite (links) ein Uberdruck py relativ zum Druck auf Ausgangsseite, ps
(rechts) erzeugt werden.
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3.2 Das Ideale Gas 1

Um die Begriffe der Thermodynamik, die wir bisher eingefiihrt haben, weiter zu verdeutli-
chen, sollen in diesem Abschnitt die Figenschaften eines idealen Gases diskutiert werden.
Hier wollen wir ein ideales Gas durch die Zustandsgleichung

pV =NT, (3.15)

definieren. Dabei bezeichen p den Druck, V' das Volumen, N die Teilchenzahl (Zahl der
Atome) und T die Temperatur. Wir werden auf dieses Standardbeispiel noch héufiger
zuriickgreifen und spéter auch sehen, dafl wir diese Zustandsgleichung aus den mikrosko-
pischen Eigenschaften eines idealen Gases ableiten konnen (siehe dazu auch die Herleitung
derZustandsgleichung (2.66)). Hier wollen wir aber ein ideales Gas iiber die Zustandsglei-
chung (3.15) definieren und zunéchst einmal die folgende Behauptung beweisen:

Die Energie eines idealen Gases ist durch die Temperatur T eindeutig bestimmit

Eldeales Gas = E(T V) (3.16)

Bevor wir diese Behauptung beweisen sollen noch einige Bemerkungen zur Bedeutung
dieser Tatsache gemacht werden. In dieser Aussage steckt die Behauptung, dafl bei fest-
gehaltener Temperatur die Energie eines idealen Gases etwa durch die Vergroflerung des
Volumens V' nicht verdndert wird, die Energie also in dieser Darstellung nicht vom Vo-
lumen abhéngt. Natiirlich kénnen wir die Energie eines idealen Gases, so wie wir das
allgemein z.B. im vorangehenden Abschnitt gemacht haben, als Funktion von Entropie
und Volumen darstellen E(S,V). Wenn man jetzt das Gas thermisch isoliert und das
Volumen um —AV verringert, so miissen wir dem Gas die Energie pAV zufithren. Bei
festgehaltener Entropie hiangt also die Energie schon vom Volumen ab. Durch die Kom-
pression des Gases wird aber auch die Temperatur erhéht. In der Gleichung (3.16) steckt
also die Behauptung, dafl wir die Energie allein iiber die Temperatur bestimmen kénnen.

Zum Beweis der Behauptung (3.16) betrachten wir die innere Energie als Funktion von
T und V, E = E(T,V). In dieser Darstellung ist dann die Differentialform fiir eine
Energiednderung gegeben durch:

OF OF
dE = <E)T>V T+ <W>T dv (3.17)

Nun gilt nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik fiir ein System mit dem externen
Parameter V, dE =TdS — pdV. Lost man diese Gleichung nach dS auf, so ergibt sich

s = ;(dE+pdV)
1N
_ Lap+ 2y
FAE+ o dV
1 (0F | (0F N
= MY g 2 () avg v 3.18
T(&T)v +T<8V>T Ty (3.18)
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Beim Ubergang zur zweiten Zeile wurde die Zustandsgleichung (3.15) benutzt und die
dritte Zeile folgt aus der zweiten Zeile durch Einsetzen von (3.17). Vergleichen wir jetzt
diesen Ausdruck fiir dS mit dem exakten Differential d.S, wobei wir die Entropie als
Funktion des Volumens und der Temperatur betrachten S(V,T') :

dS(V,T) = (%)V T + (;ﬁ)T av (3.19)

Aus dem Vergleich dieser Darstellung von dS mit (3.18) erhalten wir folgende Beziehun-

gen:
(o), = 7(57)
or ), T\or),
oS 1 (OF N
(), = 7o), v 2

Jetzt leiten wir diese Ausdriicke noch ein zweites mal ab und zwar nach den Parametern,
die in (3.20) jeweils konstant gehalten wurden:

S (0 (95\ _ (9 (9B) _1 PE (321)
over — \ov),.\or), \ov ), \or), Tovor ‘
s _ (9 (98 _ (o) (L(0B) N
orov. — \or),\ov ), \or), \T\ovV ), V
1 (OE 1 9°E
T2 <W>T+T8T8V (3:22)

Da die Entropie als Funktion von V' und 7" wenigstens zweimal stetig differenzierbar sein
soll, gilt

925 825 |
aTov — avaT und damit
1 B 1 (0B 1 B
Tovar T2<8V>T+T8T8V

Natiirlich soll auch die innere Energie als Funktion von 7" und V' wenigstens zweimal stetig
differenzierbar sein
O*F B O*F
oToV — OVoT

227 —0 = () o
T\oV ), ov ),

Die innere Energie eines idealen Gases ist also bei festgehaltener Temperatur T', wie in
(3.16) behauptet wurde unabhéngig vom Volumen.

Diese Eigenschaft, E(T') gilt fur alle Gase, die die Zustandsgleichung (3.15) erfiillen. Wir
wollen jetzt ein Gas betrachten, bei dem die Energie ausschliellich durch die kinetische
Energie der Konstituenten, also der Atome, mikroskopisch realisiert wird. Die Gesamt-
zahl der moglichen Phasenraumzustéinde eines dieser Atome mit einer Energie ¢ < E ist

sodaf folgt
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proportional zum Volumen, in dem sich das Atom bewegen kann, und proportional zum
Phasenraumvolumen der Zustinde mit einem Impuls p;, der kleiner ist als der Impuls pg
der zur der maximal zugelassenen kinetischen Energie £ = p2/2m fiihrt. Diese Gesamtzahl
der Phasenraumzusténde ist also gegeben durch:

4 4 :
Li(E) = aVgmp’ = a§7TV(2mE)%

njw

=aVFk

Fiir alle N Atome des Gesamtsystems ist dann die Gesamtzahl aller Mikrozusténde bis
zu dieser Maximalenergie gegeben durch das entsprechende Phasenraumvolumen im 6N
dimensionalen Phasenraum:

I'(E)=avNE:N
Wenn wir ein Gas mit sehr vielen Teilchen betrachten (d.h. N sehr gro) ist kénnen wir
daraus die Gesamtzahl der Zustdnde mit einer bestimmten Energie E berechnen nach:

or'(E ~
QE) = a<E) = BUNEGN-D »~ By N2 (3.23)
Aus dieser Zustandsdichte kénnen wir die Temperatur nach (2.30) berechnen
I 0lnQ
T  OFE
0 (3 N
3.1
- 2N=
2 B
. E- ; NT (3.24)

Wir haben also in diesem Spezialfall eines idealen Gases eine sehr einfache Beziehung
E = %N T zwischen der inneren Energie und der absoluten Temperatur dieses Gases.
Da dieses Gas aus N nicht miteinander wechselwirkenden Teilchen besteht, konnen wir
daraus auch die mittlere Energie fiir jedes einzelne Teilchen berechnen: F; = %T.

Schauen wir uns jetzt die spezifischen Warmekapazitiaten eines solchen idealen Gases an
(siche Definitionen (3.12) und (3.13)):

_ o (9Q) _(oF) _3
- (39),-(5), -2

\%4

0Q OH
- (=) [ 2
o = (av) = (57), 29
_ O0(E+pV) 0 /3 5
- S~ (QNT+ NT) =N (3.26)
Eine interessante Grofle ist auch noch das Verhéltnis zwischen C), und Cy :
C, 52 5 _
K C, "23°3 6 (3.27)

Die Wirmekapazititen sind als Ableitung einer extensiven Grofie (Energie E beziehungs-
weise Enthalpie H) nach der intensiven Grofle Temperatur selbst extensiv. Dies wird auch
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in (3.26) deutlich, da C}, und Cy proportional zur Teilchenzahl N sind. Die experimentellen
Werte (Cy“?) werden im Allgemeinen fiir ein Mol angegeben. Auflerdem wird dabei die
Temperatur nicht als Energievariable betrachtet sondern in Kelvin angegeben. Fiir die
Umrechnung zwischen den experimentellen Werten ergibt sich mit der Loschmidtschen
Zahl N; und der Boltzmann Konstante k:

cen [ Joule

1 1
“ ] = (N2k)1:Cv = 83146 -:Cy (3.28)

Kelvin
Zur Uberpriifung unserer Uberlegungen vergleichen wir einige experimentelle Werte fiir
spezifische Warmekapazitaten mit den theoretischen Vorhersagen fiir Cy und « in (3.26)
beziehungsweise (3.27):

Gas G Rehi| | % e

Helium He 12.5 1.50 1.666
Argon Ar 12.5 1.50 1.666
Stickstoff Ny 20.6 2.48 1.405
Sauerstoff O, 21.1 2.54 1.395
Athan CyHj 39.2 4.71 1.220

Man sieht also daf3 die theoretischen Vorhersagen sehr gut sind fiir die Edelgase Helium
und Argon, die aus freien Atomen bestehen. Fiir die anderen Gase ist offensichtlich die
Annahme, dafl die Energie mikroskopisch ausschliellich durch die kinetische Energie der
Molekiile realisiert wird, die uns zum Ausdruck (3.24) gefiihrt hat, nicht gerechtfertigt.
Das Gas speichert Energie auch durch innere Anregungen der Molekiile. Dies fiithrt, wie
wir spéter auch quantitativ sehen werden, zu einer Vergroflerung der Wirmekapazitiat der
Gase.

Als néchstens wollen wir eine adiabatische Expansion oder Kompression eines idea-
len Gases betrachten. Dabei bedeutet adiabatisch, dafl der Prozess quasistatisch und rever-
sibel ablauft. Nach der Definition von quasistatischen Prozessen im Abschnitt 2.3 verlauft
ein solcher Prozess so stetig und deshalb im Allgemeinen auch langsam, dafl das System
sich jederzeit im thermischen Gleichgewicht befindet. Eine Entropiednderung ist dabei
immer mit einem Ubertrag von Wirmeenergie verbunden (siche (2.42)). Reversibel be-
deutet also in diesem Fall, daf die Entropie konstant bleibt und damit wird gemafl (2.42)
auch keine Wéarmeenergie iibertragen. Es gilt also

5Q = dE+pdV =0
OF
- () dr+pdv
— OydT +pdV (3.29)

Dabei haben wir benutzt, dal die innere Energie eines idealen Gases nur von der Tempe-
ratur abhéngt. Diese Gleichung verkniipft jetzt die drei Variablen p, V und T . Mit Hilfe
der Zustandsgleichung fiir ideale Gase kann man jetzt die Anderung der Temperatur (d7)
in Abhiingigkeit von der Anderung des Druckes und des Volumens ausdriicken. Mit der
Zustandsgleichung (3.15), pV = NT gilt:

d(pV)=d(NT) — pdV +Vdp=Ndl' — dT =1/N(pdV + V dp)



3.2. DAS IDEALE GAS I o7

Eingesetzt in (3.29) ergibt sich dann:

1
0 = NC’V(pdV + Vdp)+pdV
(10 +1) Vv ltipliziere mit —
= (= — ere —
N \% b N Vv 59 multipliziere mi oV
1 1
= (Cy + N)=dV + Cy—d
(Cv + )V + Vp D
Cy+ N1
= —dV + fd
Cy V b
Wie man z.B. aus (3.26) entnehmen kann gilt C,, = Cyy + N
Cp 1
P2 _qv d =0
o v TP
Die Intergration dieses Ausdruckes liefert uns dann:
Gy InV +1Inp = konst.
Cy
Cp
InV p = konst.
Cp
— pV% = konst. (3.30)

Vergleichen wir jetzt dieses Ergebnis mit pV' = konst., das fiir isotherme Prozesse gilt. Bei
adiabatischen Kompressionen wéchst der Druck also schneller an, als wenn das System
in Kontakt mit einem Wirmebad auf konstanter Temperatur gehalten wird und dabei
stindig die zugefiithrte mechanische Arbeit an das Warmebad abgibt.

Die Tatsache, dafi die Energie eines idealen Gases eindeutig durch die Temperatur gegeben
ist, konnen wir auch nutzen um seine Entropie zu berechnen. Es gilt ja

dE =CydT =TdS — pdV

Losen wir die zweite Gleichung in dieser Zeile nach dS auf, erhalten wir

1 1 NT
dS—TC’VdT + T7dv
p

Integration von dS von einem Startpunkt (75, V) zu einem Endpunkt (7', V) liefert

dT Vdv
AS = C’ N —
W VT T vo V
T Vv
= In — Nln — 31
Cy nTO + nVO (3.31)
Cv(7)

wobei bei dem Ubergang zur zweiten Zeile angenommen wurde, dafl die spezifische Wirme
Cy im betrachteten Temperaturintervall [Tp, T temperaturunabhéngig ist.
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3.3 Freie Energie und Freie Enthalpie

Auch in der Diskussion in diesem Abschnitt wollen wir uns als Beispiel auf makroskopische
Systeme beschrinken, die durch den makroskopischen, extern einstellbaren Zustandspa-
rameter V', das Volumen des Systems, charakterisiert sind. Daneben tritt natiirlich noch
der statistische Zustandsparameter S, die Entropie des Systems, die uns eine Aussage
dariiber liefert, wie viele Realisierungsméglichkeiten das System hat. Mit diesen Zustands-
variablen kann man die innere Energie E(S, V') des Systems bestimmen. Wir haben aber
auch gesehen, dafl es manchmal vorteilhaft ist, nicht das Volumen als Parameter fiir den
mechanischen Zustand des Systems heranzuziehen, sondern diesen lieber durch den Druck
p zu charakterisieren. Sind Entropie und Volumen vorgegeben, so ergibt sich ja der Druck

eindeutig aus der Beziehung (3.4)
(o)
===
v )

Wir haben im Abschnitt 3.1 sogar eine Legendre-Transformation von den Parametern
(S, V) zu den Parametern (S, p) betrachtet, die uns zur Definition der freien Enthalpie
gefiihrt hat mit neuen thermodynamischen Beziehungen (3.11) zwischen den Zustands-
variablen (7,V) und den Ableitungen des thermodynamischen Potentials H nach den
Parametern (5, p).

Im vorhergehenden Abschnitt 3.2 iiber das Beispiel des idealen Gases, haben wir aulerdem
gesehen, dafl es in manchen Situationen geschickter ist, anstatt der Entropie die Tempe-
ratur als Zustandsvariable zu wéahlen. In diesem Abschnitt sollen systematisch Legendre-
Transformationen zwischen den verschiedenen Zustandsvariablen betrachtet und die ent-
sprechenden Relationen hergeleitet werden. Als néchstes betrachten wir eine Legendre-
Transformation von den Zustandsvariablen (S, V') zu den Variablen (7', V') und definieren

dazu die Freie Energie
F=ESV)-TS (3.32)

Die Differentialform fiir die Freie Energie ist dann gegeben durch:
dFF = dE(S,V)—dTS

= (TdS—pdV)—TdS — SdT
— —SdT —pdV (3.33)

Wir sehen also, daf3 sich das totale Differential dF' zusammensetzt aus einem Term pro-
portional d7" und einem proportional dV'. Die unabhéngigen Zustandsvariablen, die wir
am geschicktesten zur Darstellung von F' wihlen sind also gegeben durch 7" und V. Wir
konnen dann schreiben:

dF(T,V) = (%)V T + (%)T % (3.34)

Aus dem Vergleich von (3.33) mit (3.34) erhalten wir die folgenden Beziehungen:

oF OF
-5 = <8T)v und —p= (a‘/)T (3.35)
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Die Freie Enthalpie erhalten wir analog:
G=H(S,p)—TS (3.36)
Dies fiihr zu einer Differentialform

dG = dH(S,p) —dTS
= TdS+Vdp—TdS— SdT
= —SdT +Vdp (3.37)

Damit folgt also, dafi die freie Enthalpie als Funktion von 7" und p betrachtet werden
sollte.

dG(T,p) = (f;i) dT + (%ﬁ) dp (3.38)

und es gelten die Beziehungen:

oG oG
-5 = <8T>p und V = <3p>T (3.39)

Fassen wir die Ergebnisse etwas verallgemeinert zusammen:

1. Die ZustandsgroBle X wird betrachtet als Funktion der unabhéngigen Variablen
Yt, Ym, also X (yi, ym). Dabei bezieht sich eine Zustandsvariable y, auf die thermisch
statistische Charakterisierung des Makrosystems, die andere y,,, auf einen externen
mechanischen Parameter.

2. Die Anderung der ZustandsgroBe wird beschrieben durch das totale Differential:

0X 0X
dX(y1,92) = (8) dyt+<a> dYm
Yt Ym Ym vt

- :l:at dyt + (6799 dym

Dabei bezeichnen «; und «,, die jeweils zu y; (S <= T) und y,, (V < p)
zugehorigen Alternativparameter. Wie man direkt ablesen kann gilt:

+a; = (8X> und £ oy, = <8X> (3.40)
ayt Ym aym Yt

Zur Bestimmung der Vorzeichen £ werden wir unter Punkt 3 noch eine Bemerkung
anfiigen.

3. Die Zuordnung der jeweiligen unabhéngigen Variablen zu den entsprechenden Zu-
standsgroffen, kann man sich anhand des Schemas in Abbildung 3.3 merken:

Die verschiedenen thermodynamischen Potentiale (F, H, F, G) héngen jeweils von
zwei unabhéngigen Variablen ab. Die Skizze ist so angelegt, dafl die Variablen, die
zu einem Potential gehoren jeweils direkt neben diesem Potential angegeben sind.
Auflerdem koénnen wir aus dieser Skizze die Berechnung dieser Variablen aus den
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S H p
E G
V F T

Abbildung 3.3: Skizze zur Merkregel fir die Definition der thermodynamischen
Potentiale

Ableitungen der Potentiale vom Typ der Gleichung (3.40) ablesen. Fiir die Berech-
nung der Parameter (S, p), gilt in der Gleichung (3.40), das Minus Zeichen, wihrend
fiir die Variablen in der unteren Zeile (V,T'), das Plus Zeichen zu wihlen ist. Um
nun eine Gleichung fiir die Variable o zu finden, miissen wir ein Potential X nach
der Variablen y; ableiten, die am anderen Ende des Pfeiles steht, an dem auch «
angegeben ist. Zur Auswahl fiir das Potential, stehen also die beiden Potentiale, die
neben der Variablen y; angegeben sind.

Als Anwendungsbeispiel dieser Regel, wollen wir die Ausdriicke fiir das Volumen V' be-
trachten. Die dafiir notigen Teile der graphischen Merkregel aus Abb. 3.3 sind in der
folgenden reduzierten Skizze dargestellt.

\% T

Abbildung 3.4: Anwendung der Merkregel zur Berechnung von V

Da V in der unteren Zeile steht, also am stumpfen Ende des Pfeils, gilt das Plus Zeichen
in den Beziehungen (3.40). Der Variablen V' steht gegeniiber die Variable p, d.h. die
Berechnung von V' erfolgt durch Ableitung eines thermodynamischen Potentials X nach
p. Fiir X stehen zur Auswahl die Enthalpie H und die freie Enthalpie GG. Es gilt also:

-, (3),
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Bei der partiellen Ableitung nach p mufl beachtet werden, dafl die andere Variable von
der das Potential abhéngt (also 7" im Falle von G, S im Falle von H) konstant gehalten
wird.

Aus der Skizze 3.3 konnen wir natiirlich auch direkt die Ausdriicke fiir die totalen Diffe-
rentiale ablesen. Wir sehen, daf§ £ von S und V' abhéngt. Es gilt also:

OF OF
dE(S,V) = (as)v ds + <5V>s %

Mit den Regeln, die wir vorher beschrieben haben, gilt:

oF or
(3], w3
5 ), v ),

und wir erhalten: dE(S, V) =TdS —pdV.

Die in diesem Abschnitt neu definierten thermodynamischen Potentiale F' fiir die Freie
Energie und H fiir die Freie Enthalpie erlauben uns nun auch 2 interessante Extremalbe-
dingungen zu formulieren. Dazu nehmen wir an, dal unser Gesamtsystem aus 2 Teilsy-
stemen A und B besteht. Diese beiden Teilsysteme sind in thermischem Kontakt, konnen
also untereinander Energie austauschen. Sie sind aber nach auflen hin isoliert. Das Teilsy-
stem B sei sehr grofl gegeniiber A und iibernimmt daher die Funktion eines Warmebades.
Auflerdem gilt aber auch

E=F,+FEz mit EFju<Ep
V=V4+ Vg mit Vi<V (3.41)

Wir wollen zunéchst annehmen, dafl auch das Volumen V) des Teilsystems A konstant
also unverédnderlich ist. Die Behauptung lautet dann:

Ist V4 konstant gehalten, so wird sich die gesamte zur Verfiigung stehende

Energie F zwischen den beiden Teilsystemen so aufteilen, dafl die Freie Energie
des kleinen Teilsystems F4 minimal wird.

Zum Beweis dieser Aussage betrachten wir die Gesamtentropie als Funktion der Energien
der Teilsysteme

S = Su(Ex)+Ss(E— Eu)
955

= Sa(BEa) + S8(E) + 5 (=Ea) + -+
0Eg
1
= Sy + Konst. — E; (3.42)

In der zweiten Zeile dieser Gleichungen wurde die Entropie Sg in einer Taylorreihe um
den Energiewert Ep = E entwickelt. Die Terme hoherer Ordnung in der Energiedifferenz
Eg — E = —E 4 konnen getrost vernachlissigt werden, da ja nach Voraussetzung (3.41)
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E 4 < F gilt. Das statistische Gleichgewicht stellt sich so ein, daf§ die Gesamtentropie S
und damit auch das Produkt 7'S maximal wird (Beachte die Temperatur ist durch das
Wérmebad B fixiert). Nach (3.42) ist aber die Bedingung, da 7'S maximal ist, dquivalent
damit, dafl

TS = Konst. — (E4—T1S,) maximal
—_———
=Fy
= F4 minimal (3.43)

Ist das System also bei einer Temperatur, die praktisch dem Nullpunkt entspricht, 7' =0
so bedeutet dies, dal F)4 = E 4 also die Energie minimal wird: Das System befindet sich
also in seinem Grundzustand. Ist aber die Temperatur 7" > 0, so wird die Freie Energie
im Allgemeinen eher dadurch minimisiert, daf§ das System A Energie aufnimmt. Dadurch
wird zwar der erste Summand in der Definition der Freien Energie Fu = E4 — TSy
vergroflert. Die hohere Energie fithrt aber auch dazu, dafl die Entropie grofier wird, sodafl
die Freie Energie bei einer etwas grofleren Energie E 4 minimisiert wird. Je hoher nun die
Temperatur ansteigt, um so wichtiger wird dieser zweite Term —T'S 4, je hoher wird also
auch die Energie F 4 sein, die das Teilsystem aufnimmt.

In einem zweiten Fall wollen wir nun annehmen, daf§ das Warmereservoir B ein ideales Gas
ist. Auflerdem soll ein Austausch von Volumen moglich sein, allerdings so, dafl der Druck
der durch B auf das kleine System A ausgeiibt wird, konstant bleibt. Als Realisierung
aus dem praktischen Leben konnen wir uns vorstellen, daf§ A eine Fliissigkeit in einem
offenen Topf ist, die Energie mit der umgebenden Luft austauschen kann, wobei der
Atmosphéarendruck natiirlich konstant bleibt. In diesem Fall gilt:

"
Ist B ein ideales Gas und konnen B und A Energie und Volumen austauschen,

mit der Nebenbedingung, dafl Druck p und Temperatur T konstant bleiben, so
stellt sich das Gleichgewicht so ein, dafl die Freie Enthalpie G 4 minimal wird.

Zum Beweis verfahren wir &hnlich wie in (3.42) miissen aber eine Taylorentwicklung von
Si als Funktion der Energie und des Volumens machen:

S = SA+SB(E—EA,V—VA)
0Sgp 0Sgp
= Sa+Ss(E,)V)+ — (—FE — (—=V 3.44
et S8(B,V) + 522 (<Ba) + Gt (<Va) + (3.4
Zur weiteren Rechnung bendtigen wir die Ableitung 0S/9V. Dazu iibernehmen wir aus
dem vorangehenden Abschnitt 3.2 (siehe (3.31)), dal man die Entropie des idealen Gases
B schreiben kann
Sg=CyInT 4+ NIn Vg + Konst.

Die Ableitung ergibt
0Ss N

D
= = T
aVB VB Siehe(3.15 T

Eingesetzt in (3.44) ergibt sich also
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Die Gleichgewichtsbedingung, dafl S beziehungsweise 7S maximal ist, bedeutet also in
diesem Fall, daf3
Gyg=FEA+pVy—TS, minimal ist. (3.45)

Bisher haben wir zur Bestimmung des thermischen Gleichgewichtes gefordert, dafi die
Entropie des Gesamtsytems also in unserer Nomenklatur die Entropie des Systems be-
stehend aus A und B maximal ist. Dazu mufl man also auch die Entropie des grofien
Teilsystems B bestimmen. Haufig kennt man aber nur die Eigenschaften des kleinen Teil-
systems A. Der Rest (B) dient nur als Wérmebad und kann im Prinzip den Rest des
Universums umfassen. Fine Bestimmung der Entropie Si wére also praktisch unméglich.
Hier helfen die gerade formulierten Variationsprinzipien. Bei der Bedingung, dafl die Freie
Energie F4, beziehungsweise die Freie Enthalpie G4 miissen ja nur die entsprechenden
Groflen des uns interessierenden Teilsystems bestimmt werden.
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3.4 Maxwell Relationen

In den letzten Abschnitten haben wir vier Zustandsgrofien (Thermodynamische Poten-
tiale) definiert, die jeweils als Funktionen von zwei unabhéngigen Variablen betrachtet
wurden. Nehmen wir nun an, dafl diese Thermodynamischen Potential als Funktion der
Variablen wenigsten zweimal stetig differenzierbar sind, so kénnen wir die folgenden Be-
ziehungen aufstellen (siche auch Anhang A):

Fiir die innere Energie E(S,V):

CE (0 (9B _(0) (0B) _ oF
osov — \ oS v \9V s— oV )4\ 0S V_8V6’S
Benutzen wir die Beziehungen des Abschnittes 3.3, wie z.B. —p = (g—e)s, so ergibt sich
dp oT
=), (5v), .
Fiir die Enthalpie H(S,p):
OH _ (0 (o) _(0) (om) _ oM
0Sop  \ oS , dp S_ dp) ¢\ 0S p_(?p@S
oV oT
= (3),~ (%), o
Fiir die freie Enthalpie G(T, p):
©°G (0 (0G) _(0) (0G) _ &G
oTop  \oT » op Ti dp ), \oT piﬁpaT
oV oS
= (), (%), o
Fiir die freie Energie F(T,V):
O°F (0 (0F\ _(0) (0F\ _ 0°F
orov —\or ), \ov ), \ov ), \or ), ovor
op\ ([0S
= (7).~ (5v), .
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Die eingerahmten Gleichungen (3.46) - (3.49) heiflen Maxwell Relationen.
Sie sind eine direkte Folge der Tatsache, dafl die Gréflen T',.S, p und V' nicht unabhéngig
voneinander sind, sondern durch den 1.HS der Thermodynamik

dE =T dS — pdV

verkniipft sind.

Die Niitzlichkeit dieser Maxwell Relationen wollen wir an einem ersten Beispiel demon-
strieren. Wir wollen zeigen, daf} fiir die spezifische Wérmekapazitdten C, und Cy eines
Systems, dafl durch den Parameter Volumen charakterisiert ist, gilt:

2

C,—Cy = VIS

3
mit
1 [0V :
a = 5 (8T> Ausdehnungskoeffizient und
p
1
£ = 7 (?;)T isotherme Kompressibilitét. (3.50)

Diese Beziehung 1483t sich experimentell leicht {iberpriifen, da C,, Cy, a, §, leicht mefibare
Grofen sind.

Zum Beweis:

Gehen wir aus von den Definitionen der spezifischen Warmekapazitéiten, die wir mit Hilfe
der Beziehung (2.42) wie folgt umschreiben:

_(0Q\ . (0S
o= (w)fT(aT)V
_(9Q) _ (98
o~ (), (%)

Betrachten wir S = S(T,p), d.h. wir kontrollieren 7" und p bei diesem Prozess. Damit
erhalten wir fiir die aufgenommene Wérmemenge 6Q):

oS 08
=TdS =T | — T —
e as <8T> dT' + <8P>T dp
P
Setze C), ein. Dann gilt:

5Q:TdS:deT—|—T<aS> dp
Ip ),

Betrachten wir den Druck p als Funktion von 7" und V, so gilt

op op
_(“F “r
dp-( ) dl —|—< V> A%
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oS dp dp
0Q=C,dT'+T | — — | dI'+|==]| dV
¢ T <8p>T l<8T>V +<6V>T 1
Die Wiarmemenge 6@, die bei einem konstanten Volumen (dV = 0) aufgenommen wird
ist dann:

und damit:

oS dp

§Q=TdS =C,dl +T <3P>T <8T>V dT

Dividieren wir jetzt diese Gleichung durch d7', so bekommen wir eine Relation zwischen
den zwei verschiedenen Wirmekapazitéten:

_(9Q) _ 95\ (op) _p (95
o= (o), = (), (), =7 (@),

was fiir die Differenz der beiden Warmekapazititen bedeutet:

oS dp
O =72 “r
=G (ap>T <8T>V

Mit der Maxwell Relation (3.48) und der Definition des Ausdehnungskoeffizienten «v (3.50)
ergibt sich dann:
Cy —C,=-Va (8}9) T (3.51)
g or ),
Soweit haben wir eine Gleichung hergeleitet mit drei mefibaren Groflen. Den Ausdruck
(%) miissen wir noch etwas umformen. Da wir im Endeffekt 7" und p kontrollieren
wollen und V' konstant sein soll, d.h. dV' = 0 sein soll, konnen wir jetzt das vollstdndige

Differential von V' zur weiteren Umformung benutzen (siehe auch Anhang A)

v o= () ar+ (Y dp—o—avar—evap
oT » dp ),

aVdl = &Vdp
a_ (o
¢ \ar),
Setzen wir jetzt den so erhaltenen Ausdruck fiir (%)V in (3.51) ein, so erhalten wir
schlieBlich die Behauptung (3.50).

Schauen wir uns noch eine einfache Anwendung dieser Gleichung fiir das ideale Gas an.
Die Zustandsgleichung fiir ein ideales Gas lautet (3.15):

NT
pV =NT —V =—
p

Daraus 148t sich der Ausdehnungskoeffizient oz berechnen:

_ 1oV _ 10 (NT
“~vler) “var\p
1IN 1

Vp—f
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und auch die isotherme Kompressibilitéit &:

c_ (W) __10(NT
N V \op T_ Vop\ p
_ L (N _ANT 1
VU ) Ve op
Zusammengefafit gilt also:
1
a= und &= —

Setzen wir noch diese Beziehungen in die Differenz (3.50) ein, so ergibt sich:

o? 1 Vp NTp
P 1% ¢ T2p T 0T

— Cp:CV+N

N

Diese Beziehung haben wir schon im Abschnitt 3.2 in der Gleichung (3.26) erhalten.

Als zweites Beispiel fiir die Anwendung von Maxwell Relationen betrachten wir den
Drosselversuch von Joule und Thomson, der in Abb. 3.2 dargestellt ist und bereits im
Abschnitt 3.1 angesprochen wurde. Diese Joule - Thomson Prozess ist dadurch definiert,
daf3 die Enthalpie des Gases beim Durchqueren des Rohres konstant bleibt. Um den
Widerstand, den das Rohr dem Durchstrom entgegensetzt zu kompensieren, mufl eine
Druckdifferenz ps — p; aufrecht erhalten werden. Es stellt sich die interessante Frage: Wie
dndert sich die Temperatur des Gases beim Durchqueren des Rohres? Diese Frage wird
durch den Joule-Thomson Koeffizienten beantwortet, der definiert ist durch:

= (‘Z)H , (3.52)

Der Joule-Thomson Koeffizient p gibt also an, wie sich die Temperatur mit dem Druck
andert, wenn die Enthalpie H konstant gehalten wird.

Die Antwort ist fiir ein ideales Gas sehr leicht zu geben. In diesem Fall héingt die innere
Energie nur von der Temperatur ab F(7T) (3.16) und damit ist auch die Enthalpie

H = E(T)+pV E(T)+ NT

-

(3.15)

eindeutig mit der Temperatur verkniipft. Bleibt die Enthalpie konstant, so dndert sich
auch die Temperatur nicht und der Joule-Thomson Koeffizient ist in diesem Fall identisch
0. Wie sieht es aber aus, wenn wir leichte Abweichungen von der Zustandsgleichung des
Idealen Gases zulassen und z.B. die sogenannte Virialentwicklung betrachten

S
I
~

+Bp? + - (3.53)

{=I=

= Dichte »
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Diese Entwicklung ist eine Entwicklung nach Potenzen der Dichte p. Im Fall des idealen
Gases gilt B = 0 und auch die entsprechenden Virialkoeffizienten vor den héheren Poten-
zen p" verschwinden. Fiir ein reales Gas gilt, dal der Virialkoeffizient B klein ist und von
der Temperatur abhéngt:

B >0 bei hohen Temperaturen
B <0  bei niedrigen Temperaturen (3.54)

Dieses Verhalten 148t sich wie folgt erklédren:

e Bei hohen Temperaturen treffen die Molekiile des Gases mit hoher Geschwindigkeit
aufeinander, sie kommen sich sehr nahe und spiiren daher die repulsiven Krifte, die
ein zu enges Zusammenkommen der Molekiile verhindern wollen. Diese repulsiven
Kréfte fithren zu einer Erhthung des Gasdrucks, was durch ein positives B in (3.53)
beschrieben wird. Es ist auch klar, daf§ dieser Effekt bei hohen Dichten grofier wird,
deshalb ist der Effekt in erster Ndherung proportional p?.

e Bei niedrigen Temperaturen kommen die Molekiile nicht so nahe zusammen und
spiiren stérker die langreichweitigeren attraktiven Komponenten der van der Waals
Wechselwirkung zwischen den Molekiilen.

Mit der Virialentwicklung (3.53) gilt eine Zustandsgleichung fiir ein reales Gas in der
Form

pV = NT (1 + B(T)éi)

beziehungsweise
NT
V=—+NB (3.55)
p

Damit kénnen wir die Anderung des Volumens eines solchen realen Gases mit der Tem-
peratur bei konstantem Druck berechnen

ov N 0B

— | =—+N— 3.56
<8T>p P + oT ( )
Nun zur Berechnung des Joule-Thomson Koeffizient p nach (3.52). Nach Voraussetzung
bleibt die Enthalpie konstant, also dH = 0 (siche (3.9)):

0O=dH = TdS+Vdp

85) (85)
) ar+ (=) ap
<8T ) dp ),

oS oS
(%) e (%), V]

~———
=Cp

— T + Vdp

Es gilt also fiir Prozesse mit konstanter Enthalpie H:

oS
T=—|T=
C,d l <8p>T+V]dp
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und damit
<6T> T3tV
ap H B Cp
- V—T(%)p
_ z,

Bei dem iibergang zur zweiten Zeile haben wir die Maxwell Relation (3.48) eingesetzt.
Benutzen wir nun die Beziehung (3.56) so ergibt sich fiir den Joule-Thomson Koeffizienten
(vergl. (3.52)):

_ N[, 9BV

e l p 0T N]

Ersetzen wir in dieser Gleichung V/N gemifl der Beziehung (3.55) so ergibt sich

T— —-B

o (3.57)

o rar 7

Es bestétigt sich also, daf§ der Joule-Thomson Koeffizient fiir ein ideales Gas (d.h. B = 0)
identisch 0 ist. Im Fall eines realen Gases ist 0B/JT stets grofer als 0. Wegen der in
(3.54) diskutierten Temperaturabhéngigkeit des Virialkoeffizienten B fiir ein reales Gas,
erwartet man also folgendes Temperatur verhalten des Joule-Thomson Koeffizienten

T klein = B<0 = pu>0
T grof = B>0 = u<0
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Abbildung 3.5: Umwandlung von mechanischer Arbeit in Wirme

3.5 Der Carnot Prozess

Die Uberlegungen zur Herstellung und Optimierung von Wirmekraftmaschinen, die wir
in diesem Abschnitt darstellen wollen, gelten haufig als historischer Beginn der Thermo-
dynamik im heutigen Sinne. Es ist relativ einfach, mechanische Energie oder Arbeit in
Wirme umzuwandeln. Eine solche Anordnung ist sehr schematisch in Abb. 3.5 darge-
stellt. Die mechanische Energie liegt in derForm der potentiellen Energie der Masse M
in einer Hohe A vor. Im Anziehungsfeld der Erde (Erdbeschleunigung ¢) haben wir also
eine potentielle Energie, A = Mgh, vorliegen. Das aus der Hohe h fallende Gewicht M
ibertriagt diese Energie auf das Schaufelrad und setzt dieses in Bewegung (Kinetische
Energie). Das Rad rotiert und heizt durch die dabei entstehende Reibung das Wasser auf
(AQ > 0). Dem Wasser wird also von auBlen mechanische Arbeit zugefiihrt, die dann in
Wérme umgewandelt wird.

Natiirlich liegt die Frage nahe, inwieweit es moglich ist, eine Maschine zu bauen, die einem
Waérmereservoir innere Energie in Form von Warme entzieht und diese in mechanische
Arbeit umwandelt? Mit anderen Worten, ist eine Joule-Thomson-Maschine, so wie sie
schematisch in Abb. 3.6 skizziert ist, realisierbar?

Die Antwort auf diese Frage lautet: Es ist unmdoglich eine solche Joule-Thomson
Maschine zu bauen. Die Umwandlung von Arbeit in Wérme ist ein irreversibler Prozess,
weil wihrend dieses Prozesses die Entropie anwéchst. Bei dem Umkehrprozess, Umwand-
lung von Wérme in Arbeit wiirde also die Entopie kleiner, was den Prozess unmoglich
macht. Bei der skizzierten Maschine gilt fiir die gesamte Entropie:

AS = A‘S(Maschine + ASUmgebung + ASW.reservoir (358>

Da die Maschine mehrmals verwendbar sein soll, mufy sie diesen Prozess unverdndert
durchlaufen, sie mufl einen sogenannten Kreisprozess vollziehen. (ASyaschine = 0) Die
Umgebung soll nur Arbeit und keine Wérme aufnehmen, deshalb muf also auch ASymger, =
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Abbildung 3.6: Fine Joule-Thomson Maschine, die nicht realisiert werden kann

0 sein. Das Warmereservoir schliellich soll Warmeenergie in einem quasistatischen Prozess
abgeben (siehe (2.42)), sodafl wir (3.58) umschreiben zu

AQ

AS = ASW.reservoir - T

(3.59)

Die Warme wird aus dem Warmereservoir abgezogen, AQ < 0, auflerdem ist natiirlich
T > 0. Damit wiirde aber (3.59) besagen, dafi die gesamt Entropiedinderung AS < 0 sein
mufl, was natiirlich im Widerspruch zum zweiten Hauptsatz der Thermodynamik steht.

Dieses Ergebnis kénnen wir uns auch mit der folgenden Uberlegung zum Beispiel in der
Abb. 3.5 plausibel machen: Das Wirmereservoir ist im thermischen Gleichgewicht d.h. die
Energie ist statistisch iiber alle mikroskopische Freiheitsgrade verteilt. Prinzipiell besteht
zwar eine Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl sich die Molekiile des Wassers so bewegen, dafl
sie kollektive Arbeit am Schaufelrad leisten, dies in Bewegung setzen und damit das
Gewicht M wieder hochziehen. Doch diese Wahrscheinlichkeit fiir den Prozess, bei dem
alle Molekiile des Wassers kohérent Arbeit am Schaufelrad leisten, ist so gering, daf
sie ohne weiteres vernachléssigt werden kann. Ein solcher Prozess ist ja auch noch nie
beobachtet worden®.

Kehren wir zuriick zur Entwicklung einer Warmekraftmaschine. Wir haben festgestellt,
daf die Entropieéinderung des Gesamtsystems nicht negativ sein darf. Den zweiten Haupt-
satz konnen wir aber “austricksen”, indem wir an die Joule-Thomson-Maschine noch ein
Hilfssystem, ein zweites Warmereservoir, anschliefen. Es sollte eine tiefere Temperatur
T, haben als das erste. Die Entropie dieses zweiten Warmereservoirs soll bei dem Prozess
erhoht werden. Das bedeutet dann, daf§ die Entropie des einen Teilsystems (die urspriing-
liche J.T.Maschine) negativ sein darf, ohne daf§ die Forderung AS > 0 fiir das Gesammt-
system gestort wére. Eine solche Maschine ist schematisch in Abbildund 3.7 dargestellt.

Eine solche Maschine ist aber nicht ideal, weil die vom Wérmereservoir (mit 77 ) abge-
gebene Wirme ¢; nicht vollstdndig in Arbeit umgewandelt werden kann ( A < ¢;). Ein

'Dieser Prozess, bei dem das Wasser wieder das Schaufelrad in Bewegung setzt und dieses dann die
Masse M hochhebt, beobachtet man natiirlich in einem Film, der riickwérts lauft. Dieses Beispiel zeigt
sehr deutlich, dal das Anwachsen der Entropie in makroskopischen System direkt verkniipft ist mit der
Tatsache der Unumkehrbarkeit der Zeit
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Warmereservoir
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Abbildung 3.7: Eine reale Wirmemaschine

Teil von ¢; wird ndmlich vom zweiten Warmereservoir (mit 73) als die von der Maschine
abgegebene Wiarmemenge ¢, aufgenommen, damit der zweite Hauptsatz erfiillt ist, d.h.
damit gilt: AS = AS;+ ASy > 0 Wie erfiillen wir uns dann den Wunsch nach maximaler
Arbeit pro eingesetzter Warmeenergie g7

Behauptung: Ein thermisch isoliertes System, das aus 2 Wéirmere-
servoirs (77 > T,) und einem Arbeitskorper M besteht, leistet die
maximale Arbeit, wenn der Prozess quasistatisch gefiihrt wird mit
AS = 0. Der Wirkungsgrad ist dann:

A T-T
1 Ty

U (3.60)

Wenn diese Forderung erfiillt ist, durchlduft diese Maschine den sogenannten Carnot-
schen Kreisprozess und man nennt den maximal erreichbaren Wirkungsgrad (3.60) den
Wirkungsgrad einer Carnot-Maschine.

Zum Beweis der Behauptung stellen wir wieder die Entropiebilanz auf:

AS = AST+ASy+ ASy+ ASy
—— =

= =0

_ 4@ %
- nn
_ a4
T, T
A q1 q1
e < = _ ==
T, — 1Ty, T
AT T_, T _T-T
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Abbildung 3.8: Der Carnot-Zyklus in einem schematischen pV  Diagramm. fiir
ein ideales Gas als Arbeitsmedium

Der Wirkungsgrad ist also n = qu < TlT;lTQ, wobei das Gleichheitszeichen fiir den Fall
AS = 0 gilt. Aus dieser Gleichung fiir den Wirkungsgrad 7 ist ersichtlich, dafl 77 moglichst
grof} gegeniiber Ty sein sollte. Zum Beispiel fiir ein Elektrizitdtswerk, das ja auch thermi-
sche Energie von der Verbrennung von Kohle, Ol oder atomaren Brennstoff in elektrische
Energie und damit potentiell Arbeit umwandelt, ist die Temperatur T3 des kiihleren Re-
servoirs durch die Umgebungstemperatur oder durch die Wassertemperatur des Flusses,
der zur Kiihlung herangezogen wird, vorgegeben. Man kann den Wirkungsgrad also nur
dadurch verbessern, dafl man das heifle Warmereservoir auf moglichst hohe Temperatur
Ty bringt. Da der Prozess nur annidhernd quasistatisch verlaufen kann, ist AS = 0 ei-
gentlich nicht erfiillbar, sondern AS > 0. Der Prozess kann also nicht wirklich reversibel

gefithrt werden.

Betrachten wir zum Schlufl dieses Kapitels noch kurz die klassische Realisierung des Car-
notschen Kreisprozesses. In diesem Fall ist der Arbeitskorper durch ein ideales Gas ge-
geben. Die Maschine durchlauft vier Schritte, die im pV-Diagram von Abbildung 3.8
dargestellt sind:

e [a) — b)] adiabatische Kompression: Das System ist thermisch isoliert (AQ = 0).
Druck und Temperatur vergrofiern sich (p, < py , T, < 1}). Dabei gilt Ty, = T, <
T, = T;. Dabei wird Arbeit AA am Korper geleistet:

NAL =Cy(T, —T))

e [b) — ¢)] isotherme Expansion in Kontakt mit dem heiflen Wérmereservoir: Der
Druck verkleinert sich (p, > p.) und die Temperatur bleibt konstant (7, = T, = T})
auf dem Niveau des Wirmereservoirs. Dabei leistet der Korper selbst die Arbeit:

Ve
— AN Ay =NTyln —
2 anb

e [c) — d)| adiabatische Expansion: Das System ist thermisch isoliert (AQ = 0).
Druck und Temperatur verkleinern sich (p. > pq , T. > Ty). Dabei leistet der Korper
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Abbildung 3.9: Der Carnot-Zyklus im TS Diagramm

selbst die Arbeit:
-~ NA3=Cy(T, - Tp)

e [d) — a)] isotherme Kompression in Kontakt mit dem kalten Wérmereservoir:
Druck verkleinert sich (p, > pg) und die Temperatur bleibt konstant (7, = T,).
Dabei wird Arbeit AA am Korper geleistet:

v

ANA, = NT,In —
4 an

Die adiabatischen Arbeiten AA; und — A Az kompensieren sich, so dafl die gesammte
Arbeit, die vom Arbeitskorper nach auflen verrichtet wird:

—AA:NUQmey

betrégt.

Zur Berechnung des Wirkungsquerschnittes 7 ist es einfacher, den Carnot Prozess im
Temperatur - Entropie Diagramm der Abbildung 3.9 anzusehen. Nach dem ersten Haupt-
satz ist die von der Maschine verrichtete Arbeit gleich der Warmemenge, die insgesamt
wihrend des Kreisprozesses zugefiihrt wurde:

—AA = AQpct (— A Qi) (3.61)
= T, AS+T,(—AS)
= (I,-T) AS
“ANA T,-T, T\ -T,
TT,AS T, T
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3.6 Chemisches Potential

In allen Diskussionen, die wir bisher in diesem Kapitel gefithrt haben, haben wir uns
immer auf Beispiele bezogen, in denen die Zufuhr von mechanischer Energie immer iiber
einen externen Parameter, das Volumen des Systems oder alternativ dazu den Druck,
beschrieben wurde. In diesem Abschnitt wollen wir Systeme betrachten, die auflerdem mit
der Umwelt auch einzelne atomare Bestandteile austauschen kénnen. Neben das Volumen
tritt also die Teilchenzahl als Makrovariable und die Energie des Systems E(.S, V, N) hingt
von der Entropie S dem Volumen V' und der Teilchenzahl N ab. Dementsprechend schreibt
sich die Differentialform der Energie fiir ein solches System als Summe eines Ubertrages
von Wiremenergie 0¢) und mechanischer Arbeit W (siehe (2.67) und (2.64))

dE = §Q + W

" OF
i=1 i
- T,
= TdS —pdV + pdN (3.62)

Fiir den Parameter Teilchenzahl N wurde als generalisierte Kraft die Gréfie p, das Che-
mische Potential, definiert als

— oF
o= (25) a5
ON S,V

Das Chemische Potential gibt also die Anderung der Energie des Systems an, wenn wir es
thermisch isoliert halten (S konstant), das Volumen konstant halten und die Teilchenzahl
N um eine Einheit &ndern.

Wenn man andererseits die Energie konstant hélt, dE = 0, und das Volumen, dV = 0, so
ergibt sich aus (3.62)

TdS = —pdN
oS

Natiirlich kann man auch bei diesem externen Parameter Teilchenzahl ganz analog zum
Abschnitt 3.2 die verschiedenen Thermodynamischen Potentiale Energie E, Freie Energie
F, Enthalpie H und Freie Enthalpie G einfithren. Zur Vollsténdigkeit seien noch einmal die
entsprechenden Differentialformen und die sich daraus ergebenden kanonischen Variablen,
von denen diese Potentiale abhéngen gegeben

dE =TdS —pdV +pudN < FE(S,V,N)
dFF = =SdT —pdV +pudN < F(T,V,N)
dH =TdS+Vdp+pdN < H(S,p,N)
dG = —-SdT' +Vdp+pdN < G(T,p,N) (3.65)

Zusatzlich kann man nun natiirlich auch noch jeweils den Parameter Teilchenzahl N
iiber eine Legendre Transformation durch den entsprechenden konjugierten Parameter,
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das Chemische Potential p, ersetzen. Wir fithren dazu als Beispiel das Grof3kanonische
Potential ein iiber die Definition

J=F—uN=E-TS5 — uN (3.66)
Aus der Differentialform fiir dF in (3.65) ergibt sich damit die Differentialform fir d.J
dJ = =SdI' —pdV + Ndu = J(T,V, ) (3.67)
Im Folgenden betrachten wir noch einmal die Freie Enthalpie
G(T,p,N)=E—-TS+pV

Die drei Summanden auf der rechten Seite dieser Gleichung sind jeweils extensive Grofien:
Fiir die Energie F ist das klar, und die Produkte T'S, sowie pV/, enthalten jeweils eine
extensive Grofie (S,V) und eine intensive GroBe (77, p) sind also selbst extensiv, so dafl
auch die Summe G eine rein extensive Grofle ist. Von den kanonischen Variablen dieser
Freien Enthalpie T, p, N ist aber nur N extensiv und die anderen beiden sind intensiv.
Eine Funktion von intensiven Grofien (7, p) kann aber selbst nur eine intensive Grofie
sein. Es muf} also fiir die Freie Enthalpie gelten

G(T,p,N)=Ng(T,p) (3.68)

Damit kénnen wir aber das Chemische Potential berechnen (vergleiche (3.65))

oG B G
po= <8N> =g(T,p) = N
p,T

So konnen wir (3.68) umschreiben in
G(T,p, N) = N (T, p) (3.69)

Das Chemische Potential entspricht der Freien Enthalpie pro Teilchen. Mit dieser Dar-
stellung (3.69) ergibt sich die Differentialform dG zu

dG = Ndp + pdN (3.70)

Aus dem Vergleich mit der Darstellung von dG in (3.65)) erhélt man die sogenannte
Gibbs - Duhem Relation

1
dp= < (=S dT +V dp) (3.71)

Die differentiellen Anderungen der intensiven Systemparameter g, p und 7 sind also nicht
unabhéngig voneinander sondern iiber diese Relation miteinander verkniipft.

Als néchstes wenden wir uns der Frage zu: Welche Bedeutung hat das Chemische Poten-
tial? Dazu betrachten wir 2 Systeme, die Energie und Teilchen austauschen kénnen. Die
Gesamtenergie ist die Summe der Energien der Teilsysteme, F = E; + E,, und entspre-
chendes gilt fiir die Teilchenzahl, N = N; 4+ N,. Die beiden Systeme sind genau dann im
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Abbildung 3.10: Schematisches Phasendiagramm fiir Wasser.

sicatistisc@en Gleichgewicht und haben die Energien F,, Fy = E — E; und Teilchenzahlen
N7 und Ny = N — Np, wenn die Gesamtentropie maximal ist:

S(Ey,Ny) = Si(E1,Ni)+ So(E— E;, N — Ny)
_ 051 051
= Si(E, N —AE + —AN
(B, 1)+8E1 1+8N1 1
_ 05, 095,

So(Es, N: —(—AF — (AN 3.72
+ 2( 25 2)+8E2( 1>+8N2( 1) ( )
Wir betrachten nur kleine Abweichungen von der Gleichgewichtsverteilung fiir Energie
und Teilchenzahl, so dafl die Abweichungen AEF, = F; — E; und AN; = N; — Nj klein
sind und die Taylorentwicklungen in der zweiten Zeile von (3.72) getrost nach den Termen,
die linear in AN und AF sind, abgebrochen werden kénnen. Beriicksichtigen wir nun, dafl
0S;/0FE; = 1/T; (siehe (2.30)), und die Beziehung (3.64 ) so konnen wir (3.72) umschreiben

zZu
IR, 1 1 D)
S(E1, Ny) = S(E1, N AFE <—> AN <— > 3.73
(Er, Ny) (Er, N1) + \7, 71 + 1 T1+T2 (3.73)
Die Entropie besitzt genau dann ein Extremum an der Stelle £} = E; und N; = Ny, wenn
die Faktoren vor den Abweichungen AFE; und AN, identisch 0 sind. Der Faktor vor AFE;
fithrt uns zu dem Ergebnis, Ty = T, bei zwei Systemen im thermischen Gleichgewicht
sind die Temperaturen identisch. Dies ist uns ja schon aus den Uberlegungen im Anschnitt

2.1 bekannt. Der Faktor vor AN; ist genau dann 0, wenn gilt
Hi M2

— = 3.74
o (374)

Die beiden Systeme tauschen also so lange Teilchen aus, bis die Chemischen Potentiale
identisch sind. Genau dann sind sie im Gleichgewicht.

Die Bedeutung dieser Ergebnisse sollen nun an einem Anwendungsbeispiel erlautert wer-
den. Dazu betrachten wir z.B. Wasser, also ein System, das in fester, fliissiger und gasformi-
ger Form vorliegen kann. Das Phasendiagramm fiir ein solches System ist in Abb. 3.10
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skizziert. Dieses Diagramm gibt an bei welchen Werten fiir Druck und Temperatur die
fliissige, die gasférmige oder die feste Phase vorliegt. Betrachten wir also z.B. Wasser un-
ter normalem Druck py von 1 bar, so geht das System mit wachsender Temperatur bei
T =T, = 273.15 K von der festen (Eis) in die fliissige Form iiber und bei 7" = 77 = 283.15
K von der fliissigen in die gasférmige Phase. Das Bild ist nicht maflstabsgerecht, denn der
Triplepunkt, an dem alle 3 Phasen zusammen kommen liegt fiir Wasser bei einem Druck
von 0.006 bar und einer Temperatur von 273.16 Kelvin.

Wir haben bereits gesehen (siehe Abschnitt 3.3), da8 bei konstant gehaltenem Druck und
festgehaltener Temperatur, der Gleichgewichtszustand eines Systems dadurch charakteri-
siert ist, dal die Freie Enthalpie G' des Systems minimal wird. Im vorliegenden Fall kann
das System als fester Stoff, als Fliissigkeit oder als Gas realisiert werden. Im Bereich von
pund 7', in dem die gasformige Phase vorliegt, ist also offensichtlich die Freie Enthalpie
dieser gasformigen Realisierung niedriger als die der fliissigen oder festen Form. Da das
Chemische Potential identisch ist mit der Freien Enthalpie pro Teilchen (3.69), gilt also
fiir den Bereich der Gasphase:

HGas < MFli. -
Fiir den Bereich der fliissigen Phase gilt die “umgekehrte” Ungleichung. Die Grenzlinie
zwischen der gasférmigen und der fliissigen Phase bezeichnet man als Dampfdruckkur-
ve. Sie wird charakterisiert durch eine Funktion pp (7). Entlang dieser Dampfdruckkurve
sind die Chemischen Potentiale der beiden Phasen identisch

1Gas(Po(T), T) = ppyy (po(T),T). (3.75)
Damit gilt natiirlich auch entlang der Dampfdruckkurve:

7 Pusto. 1] = e o] =

OGas\ | (1Gas) dpo _ (Orpi) | (OFFlL) deo g0
oT , dp ), dT oT , dp ), dTl’

Fiir Prozesse bei denen der Druck p konstant gehalten wird erhalten wir aus der Gibbs-
Duham Relation (3.71)

S Ay S

entsprechend gilt fiir Prozesse mit konstanter Temperatur

% o V

Setzt man diese Beziehungen in (3.76) ein, so ergibt sich

(VGas - VFhi.) dpp _ (SGas . SFh'i.) (3.77)
Ngas  Npn./ dT NGas M.

Hier bezeichnen N, 4 die Zahl der Atome in der Gasphase, V(1,4 das Volumen der Gas-
phase und Sy, 4 die Entropie der Atome in der Gasphase. Entsprechende Bezeichnungen
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gelten fiir den fliissigen Anteil. Die rechte Seite dieser Gleichung ergibt den Zugewinn
an Entropie pro Atom bei dem Ubergang von der Fliissigkeit zur Gasphase. Es ist an-
schaulich klar, daB bei diesem Ubergang die Entropie vergrofiert wird: In der Gasphase
bewegen sich alle Atome vollig unabhéngig voneinander, die Positionen und Geschwin-
digkeiten sind also unkorreliert. In der fliissigen Phase gibt es Korrelationen zwischen den
Bewegungen von Nachbaratomen, was die Zahl der Freiheitsgrade und damit auch die
Entropie verringert. Zur Umformung der rechten Seite dieser Gleichung beriicksichtigen
wir, daB bei dem Ubergang von einer Phase zur anderen der Druck konstant gehalten
wird. Damit gilt fiir die Differentialform der Enthalpie H (3.65)

dH _TdS Vdp _ TdS

N N+N\/N
dp=0

so dafl man die rechte Seite von (3.77) umschreiben kann in

SGas . SFlﬁ. _ l (HGas - HFh‘i.)
NGas  Vrii Ngas  Nri.
1
= fq (3.78)

In der zweiten Zeile haben wir die Verdampfungsenthalpie ¢ eingefiihrt. Sie bezeichnet
die Enthalpie pro Atom, die dem System hinzugefiigt werden muf3, um es aus der fliissigen
Phase in die gasformige Phase zu bringen. ¢ ist also ein Maf fiir die Energie pro Atom,
die aufgebracht werden muf}, um es von den Korrelationen zu den Nachbaratomen in
der fliissigen Phase zu “befreien”. Setzt man diese Gleichung (3.78) in (3.77) ein und
beriicksichtigt man noch, daf fiir die Dichte pcy,4 der Gasphase gilt

1 _ VGas
PGas  NGas
und entsprechendes fiir die Fliissigkeit, so erhalten wir
dpp q

— 3.79
dT’ T ( 11 ) ( )
PGas  PFlii.

Diese Gleichung ist unter dem Namen Clausius - Clapeyron Gleichung bekannt. Sie
charakterisiert die Dampfdruckkurve pp und gibt die Anderung des Dampfdruckes mit
der Temperatur an.

Betrachten wir noch einmal das schematische Phasendiagramm fiir Wasser in Abb. 3.10.
Wir haben es in diesem Fall mit einer Teilchensorte zu tun, den Molekiilen des Wassers,
und das System ist durch 2 globale Parameter, Druck und Temperatur, gekennzeichnet.
Die Dampfdruckkurve oder auch die Trennlinie zwischen fliissiger und fester Phase ist
durch eine Koexistenzbedingung fiir diese beiden Phasen charakterisiert, namlich, dafl
die Chemischen Potentiale der beiden Phasen A und B identisch sind (siche GI1.(3.75)).
Wir haben also zwei Variable, p und 7', und eine Gleichung zwischen diesen Variablen, so
dafl der Koexistenzbereich die Dimension (zwei minus eins) also eindimensional ist, eben
gerade die Dampfdruckkurve. Sucht man unter diesen Bedingungen einen Koexistenzbe-
reich fiir 3 Phasen, A, B und C, so haben wir fiir die zwei Variablen p und 7" zwei linear
unabhéngige Gleichungen

pa(p,T) = pp(p,T) = pc(p,T) (3.80)



80 KAPITEL 3. MAKROSKOPISCHE THERMODYNAMIK

Normale
Flissigkeit

Abbildung 3.11: Schematisches Phasendiagramm fiir * He.

womit sich der Koexistenzbereich auf ein Gebiet der Dimension null reduziert, also ein
Punkt in der p, T" Ebene, eben gerade der Tripelpunkt im Phasendiagramm von Abb. 3.10
an dem die drei Phasen koexistieren.

Nun gibt es aber auch Systeme mit einer Teilchensorte, die mehr als drei Phasen auf-
weisen. Als Beispiel sei auf ein Gas (beziehungsweise Fliissigkeit oder auch feste Phase)
von *He verwiesen. Neben der normalen Fliissigkeitsphase gibt es auch eine sogenann-
te superfliissige Phase. In dieser superfliissigen oder auch superfluid genannten Phase ist
die Viskositat der Fliissigkeit signifikant niedriger als in der normal fliissigen Phase, ob-
wohl diese Phase bei niedrigerer Temperatur ist (siehe schematisches Phasendiagramm in
Abb. 3.11). Aulerdem geht in dieser suprafluiden Phase die spezifische Warmekapazitéit
gegen Null. Wie wir spéter diskutieren werden, entsteht diese suprafluide Phase dadurch,
daB sich immer mehr der *He Atome im tiefstmoglichen Quantenzustand sammeln und
ein Bose-Einstein Kondensat bilden (siehe Diskussion der Bose-Einstein Kondensation im
Kapitel 6).

Worauf hier lediglich hingewiesen werden soll, ist die Tatsache, dal es entsprechend un-
serer Uberlegungen nicht moglich ist in diesem Fall einen Koexistenzbereich fiir alle 4
Phasen zu finden. Dies wiirde ndmlich bedeuten, dafl fiir die zwei Variablen drei linear
unabhéngige Gleichungen erfiillt sein miissten, was natiirlich nicht moglich ist. Deshalb
findet man auch, wie in Abb. 3.11 dargestellt, Koexistenzbereiche immer nur fiir 3 Phasen.

Diese Regeln wollen wir nun verallgemeinern zur Gibb’schen Phasenregel. Betrachten
wir also ein System, dafl von zwei globalen Parametern abhéngt, die in allen koexistieren-
den Phasen den gleichen Wert einnehmen. Normalerweise sind das, wie im oberen Beispiel,
der Druck p und die Temperatur 7. Nehmen wir ausserdem an, dafl es [ verschiedene Teil-
chentypen gibt mit einer festen Gesamtzahl N. Damit sind also die Anteile mit denen der
Teilchentyp ¢ auftritt durch die Parameter
N
T, = —

N
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charakterisiert, wobei n; die Zahl der Teilchen vom Typ ¢ ist. Ein Beispiel hierfiir wéren
etwa ein System wie ein Neutronenstern, bei dem die Gesamtzahl der Baryonen N sich
zusammensetzt aus der Zahl der Protonen n; und der Zahl der Neutronen ns, beziehungs-
weise noch weiterer Baryonentypen. In jeder Phase des Gesamtsystems A gibt es damit
ein Chemisches Potential fiir den Teilchentyp ¢

:U’7;4<p7 T7 Ty, xl—l)

das von den Parametern p, Tz, ...z, abhéingt. (Beachte, dal nur [ — 1 der x; vonein-
ander unabhéngig sind, da ja die Summe aller z; auf 1 normiert ist). Betrachten wir ein
Koexistenzgebiet fiir » unterschiedliche Phasen. Ein solches Koexistenzgebiet ist nur dann
moglich, wenn die Zahl der Gleichungen, die dieses Koexistenzgebiet definieren kleiner
gleich der Zahl der Variablen ist. Fiir jede der | Teilchensorten gibt es (r—1) Gleichungen,
die dafiir sorgen, dafl die Chemischen Potentiale dieser Teilchensorte im Koexistenzgebiet
gleich sind. Also insgesamt [(r — 1) Gleichungen. Die Zahl der Variablen ist zwei (p,T)
und in jeder Phase [ — 1 Werte fiir die x;. Die Ungleichung lautet also

lr—=1)<2+4+r(l-1) beziehungsweise r<l+2 (3.81)

Dies ist die Gibb’sche Phasenregel. Im oben diskutierten Fall einer Teilchensorte (I = 1)
erhalten wir wieder das Ergebnis, dafl maximal » = 3 Phasen koexistieren kénnen.
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Kapitel 4

Statistik und Thermodynamik

4.1 Die Gibbs’sche Verteilung

Bereits im Abschnitt 2.1 haben wir makroskopische Systeme betrachtet, deren Energie E
fest vorgegeben ist. Wir wissen also in diesem Fall, dal ein Mikrozustand r des Phasen-
raums mit der zugehorigen Energie E, € [E, E + 0 E] realisiert ist. Da die verschiedenen
Zusténde r nicht einzeln ausgezeichnet sind, wird jeder Zustand r mit gleicher Wahrschein-
lichkeit realisiert. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Realisierung des Zustandes r bezeichnen
wir mit P,.. Somit gilt (siehe (2.7)):

P(E) =) TE) fiir B, € [B,E+0E], (4.1)

0 sonst.

wobei Q(FE) die gesamtzahl der Mikrozusténde mit der Energie ' bezeichnet, so daf:
SR =1

Man spricht bei diesen Systemen, bei denen die Energie fest vorgegeben ist von einem
Mikrokanonischen Ensemble und die Wahrscheinlichkeitsverteilung (4.1) heifit ent-
sprechend Mikrokanonische Verteilung.

Im folgenden betrachten wir ein System A im Kontakt mit einem Wérmereservoir. Nach
unseren Uberlegungen im Abschnitt 2.3 heifit dies ja, dal der Wirmeiibertrag von A auf
das Wérmeresevoir klein ist gegen den Warmeinhalt des Warmereservoirs. Die Energie
des Wérmereservoirs wird mit Ey, bezeichnet. Die Gesamtenergie E + Ey bleibt erhalten
und sei bezeichnet mit Ey. Zwischen dem System A und dem Wirmebad findet Energie-
austausch statt. Die Wahrscheinlichkeit einen bestimmten Zustand r des Systems A bei
der Energie F zu finden betrégt:

P(E)=C / O (Bw) Qa(E) 8(E + By — Ey)dEyw = C Quw(Eo — E) . (4.2)
=1

Dabei bezeichnet Qyy (Ey ) die Zahl der Mikrozustiande des Warmebades bei der Energie
Ey, wihrend die Zahl der betrachteten Mikrozustéinde des Systems A, €4, genau 1 ist,

83
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da wir ja die Wahrscheinlichkeit fiir die Realisierung eines Zustandes berechnen wollen.
Durch das Integral werden alle moglichen Zustinde des Warmebades in Betracht gezogen
wobei das Funktional §(F + Ew — Ey) fiir die Erhaltung der Energie sorgt. C' ist die
Normierungskonstante, die wir weiter unten diskutieren werden.

Zur weiteren Berechnung entwickeln wir In Qy (Ey — E) um FEj.

8IHQW
OBy
10?2InQ2
2 OL%

In Qw(Eg — E) = In Qw(E0> + (—E)

Ew=Eo

(—E)? +--- (4.3)

Ew=Eq

Da sich der Probekorper A im Warmebad befindet, kénnen wir wegen der Definition des
Wiérmebades in Gleichung (2.39) den quadratischen Term in dieser Entwicklung und auch
Terme hoherer Ordnung vernachléssigen. Deshalb gilt hier:

0ln (2
In Quw (Ey — ) = In Qu (Ey) + oW (Y.,

OEw

0In {2 1
Mit der Definitionsgleichung fiir die Temperatur (2.30) DWW gilt:
0Ew T
E
IHQI/V(EO — E) =In QW(EO) — ? .

Dies eingesetzt in Gleichung (4.2) ergibt:

E
InP.(E)=InC + InQu(E) —7

InC

Fiir P.(F) folgt somit: N
P(E) = e(nC=F) = CeF (4.4)

Hier sieht man, dafi die Wahrscheinlichkeit, dafl das System A einen bestimmten Zustand
r annimmt, mit steigender Energie exponentiell kleiner wird. Die Ursache fiir dieses Ver-
halten liegt darin, dafl mit zunehmender Energie F fiir daf§ System A die Energie des
Warmebades, Ey, entsprechend reduziert werden mufl. Mit abnehmender Energie des
Wairmebades nimmt aber auch die Zahl der Mikrozustéinde des Warmebades ab. Ein Mafl
fiir diese Anderung der Zahl der Mikrozusténde mit der Energie ist die Temperatur 7. Die
explizite Abhangigkeit der Wahrscheinlichkeit P.(E) in (4.4) von der Energie £ und der
Temperatur 7" haben wir ja hergeleitet von der Zahl der Mikrozustdnde des Warmebades

Der Faktor e 7 wird héufig Boltzmannfaktor genannt. Die zugehorige Wahrscheinlich-
keitsverteilung.

P.=Ce T (4.5)

heift Kanonische oder Gibbs’sche Verteilung. Dementsprechend spricht man auch
von einem System, das Energie mit einem umgebenden Wiarmebad austauschen kann,
von einem Kanonischen Ensemble.
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In dieser Kanonischen Verteilung mufl noch die Normierungskonstante C' festgelegt wer-
den. Dies geschieht durch die Normierungsbedingung, dal die Wahrscheinlichkeiten fiir
eine Realisierung, summiert iiber alle Mikrozustdnde des Systems A, insgesamt 1 ergeben
mufl

1= Ce 7. (4.6)
Daraus folgt fiir C"
1
C = 4.7
Ye T (4.7)

Nachdem wir nun wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Mikrozustand r realisiert
wird, kénnen wir mit dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung natiirlich auch Mittelwerte fiir
andere Observable bestimmen. Sei nun y eine solche Observable, die fiir unser System .4 im
Mikrozustand r den Wert g, annimmmt. Damit kénnen wir den statistischen Mittelwert
dieser Observable, 7, berechnen mit:

Yy T
7=> yP(E)= Tzei_% ; (4.8)

wobei die Summen iiber alle Mikrozustédnde r des Systems fiihren.

Eine andere Frage, ist: Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit W(FE) irgendeinen Zustand
im Energieintervall [E, E + JE] zu finden? Mittels der Boltzmannverteilung (4.5) erhélt
man die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ sich das System im Zustand r befindet. Da alle
Zusténde bei gegebener Energie gleich wahrscheinlich sind, mufl man nun noch die Wahr-
scheinlichkeit P.(E) aus (4.5) mit der Anzahl der Zustédnde im Intervall [E, E + 0FE]
multiplizieren, um die Wahrscheinlichkeit fiir einen beliebigen Zustand im Intervall [E, E+
JE] zu erhalten:

W(E) = CQu(E)e T . (4.9)

Da die Zahl der Zusténde, Q4(FE), sehr schnell mit E wichst (siehe die Diskussion in
Abschnitt 2.1), ergibt sich fiir das Produkt dieser Funktion, 4(E), mit der Exponenti-
alfunktion der Boltzmannverteilung in (4.9) ein Maximum fiir W bei einer bestimmten
Energie E. Diese Verhiltnisse sind schematisch in Abbildung 4.1 dargestellt. Je schneller
Q4(F) wichst, um so scharfer wird das Maximum ausgebildet sein. Dies bedeutet, dafl
das Maximum mit zunehmender Grofle des betrachteten Systems A schirfer ausgepragt
sein wird.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes sollen die Zusammenhénge an einem numerischen Bei-
spiel verdeutlicht werden. Wir nehmen dazu an, daf§ insgesamt eine Energie Fy = 60 (in
einer beliebigen Energieeinheit) zur Verfiigung steht. Die Zahl der Zusténde des betrach-
teten Systems A sei gegeben durch (vergleiche die Diskusion in Abschnitt 2.1)

Qu(E) = E° (4.10)

Die Zahl der atomaren Bestandteile des Warmebades sei um einen Faktor 19 grofier als
die des Teilsystems A. Dementsprechend sollte die Zahl der Zustinde des Warmebades
proportional zur Energie des Warmebades mit einer Potenz 19*3 = 57 sein. Da die Energie
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Energie

Abbildung 4.1: Wahrscheinlichkeit ein System bei einer Energie E zu finden
(W(E)) als Produkt der Zustandsdichte und der Besetzungswahrscheinlichkeit

gemdf (4.9).

des Wirmebades zusammen mit der Energie des Teilsystem A die Gesamtenergie Fy = 60
ergeben muf}, gilt also fiir die Zahl die Zahl der Zustédnde des Warmebades:

Qw (Ew =60 — E) = (60 — E)°". (4.11)

Fiir kleine Energien F, konnen wir den Logarithmus dieser Zahl der Zustdnde entwickeln,
entsprechend der Naherungen fiir ein Wéarmebad in (4.3) und erhalten néherungsweise fiir

57TE

Qw(Ew =60 — E) ~ 60°7e™ o . (4.12)

Dies entspricht also der unnormierten Boltzmannverteilung unseres Warmebades. Fiir die
unnormierte Wahrscheinlichkeitsverteilung W(FE) erhalten wir das Produkt der Vertei-
lungen (4.10) mit (4.11)

WI(E) = E* % (60 — E)> (4.13)

Ergebnisse dieses numerischen Beispiels sind in der Tabelle 4.1 fiir die Energien £ = 1---5
aufgelistet. Man findet ein Maximum bei der Energie £ = 3 und insgesamt ein Verhalten,
wie es in Figur 4.1 schematisch dargestellt ist. Die Zahlen fiir die Zahl der Zusténde des
Wérmebades 2y und damit auch W(FE) sind riesig, obwohl wir ein System betrachten,
das insgesamt nur etwa 60 atomare Konstituenten enthélt, also nicht wirklich makrosko-
pisch ist. Obwohl also die Zahl der Freiheitsgrade relativ klein ist und auch das Verhéltnis
der Grofle des Wirmebades zum Testsystem mit 19 zu 1 nicht sehr grof ist, liefert die
Néherung fiir die Zahl der Zustdnde des Warmebades (4.12) ein ganz brauchbares Ergeb-
nis.
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E N Qu Quy W

(4.10) (4.11) (4.12) (4.13)
1] 1 8681*100 8751 * 10100 8.681 * 10100
21 8  3.276% 1000 3.384 % 10'° 26211 * 10'%
3 27 1.216 100 1.308 * 10! 32.827 * 10!
4] 64 0443 ¥ 1010 0.506 * 10100 28.373 * 1000
5125 0.159 ¥ 1010 0.196 * 101 19.842 * 10'%0
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Tabelle 4.1: Zahlenbeispiel fiir die Anzahl von Zustanden eines Systems A im
Wirmebad. Die Referenzen in der zweiten Zeile beziehen sich auf die entspre-
chenden Gleichungen im Text.
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4.2 Maxwellsche Impulsverteilung

Wir wollen uns in diesem Abschnitt aus einer eher mikroskopischen Sicht mit den FEi-
genschaften eines idealen Gases beschéftigen. Dazu definieren wir ein ideales Gas als ein
System von Molekiilen, die sich unabhéngig voneinander, also ohne jede Wechselwirkung,
in einem Volumen bewegen. Die Energie ist also ausschliefSlich durch die kinetische Energie
plus einem globalen Einteilchenpotential U gegeben. Auflerdem wollen wir hier eine klas-
sische, also nicht-quantenmechanische, Beschreibung heranziehen. Dies bedeutet insbeso-
nere, daf wir annehmen, die einzelnen Molekiile seien unterscheidbar. Zusammengefafit
definieren wir also die Voraussetzungen fiir ein ideales Gas durch:

1. Gasmolekiile sind unterscheidbar.

2.
p

2m
Neben der kinetischen Energie besitzt jedes Molekiil eine potentielle Energie ausschlief3-
lich in der Form eines Einteilchenpotentials U(q), das nur von den Koordinaten, ¢, des
betrachteten Molekiils abhéngt. Es gibt keinen Beitrag einer Zweiteilchenwechselwirkung,
die ja durch ein Potential in Abhéngigkeit von Koordinaten zweier Molekiile beschrieben
wiirde.

EMolekiﬂ = + U(Q) . (414)

Fiir die weitere Betrachtung identifizieren wir nun ein bestimmtes Molekiil als unseren
Testkorper im Warmebad aller anderen Molekiile. Mit der Kanonischen Verteilung (4.5)
erhélt man fiir die Wahrscheinlichkeit dieses Molekiil mit dem Impuls p an dem Ort ¢ zu
finden:

pq (p® U@
P(pq) = Ce " F" =Ce (854
_p U@
= (e 2mT e T
— CR)Pq). (4.15)

Die Wahrscheinlichkeitverteilung P(p, q) 1a8t sich also faktorisieren in eine Wahrschein-
lichkeitverteilung fiir den Impuls, P,, und eine Wahrscheinlichkeitverteilung fiir den Ort,
P,. Wir betrachten zunéchst die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Impulse in den
kartesischen Koordinaten x,y, 2:

2, .2, 2
Pz TPy Pz

P(pampyapz) =(Ce " T

Nun miissen wir die Normierungskonstante C' so bestimmen, dafl

+o00
/ P(pzapyapz)dpxdpydpz =1
ist.
+oo 2 oo )
/P(px7py7pz)dpxdpydpz = C / e 2dep /e 2depy /e—ﬁdpz

{2
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+oo 9
Mit [ e=**dz = /T folgt:

Daraus folgt fiir C"

1
C = 3
2mmT
Damit ist P:
1 7>
P, = ———ge T . (4.16)
2mmT

Vorsicht! Diese Normierungskonstante gilt fiir die Impulsverteilung. Wir kénnen nicht
die selbe Normierungskonstante zum Beispiel fiir die Geschwindigkeitsverteilung, P,, iiber-
nehmen. Denn in diesem Fall gilt

72

P, = Ce 51 .

dabei miissen wir die Normierungskonstante C' fiir P, bestimmen durch:

“+oo
1= / Pdz,dv,dv, = C / 5 duydv,dv,
—\ 3
m

3
m 2 _'m'UQ

Mathematisch haben wir bei der Berechnung der Normierungen einfach eine Substitution
von p nach v gemacht. Mittels der Substitutionsregel hatten wir obiges Ergebnis auch
leichter erhalten kénnen. Deshalb ist es auch praktischer die zugehorigen Differentialfor-
men zu betrachten, die unabhéingig von der Substitution sind:

Daraus folgt fiir P,:

P,(v

S

dW = P,(p)dp.dp,dp, = P,(V)dv,dv,dv, . (4.18)

Kennen wir P, so gilt:

1
dWw = < ) € 2’”poxdpydpz

- (27TmT) i d(mu;)d(muy)d(mv.)

1 _ma?
— 27rmT) T m, dvmdvydvz

= P,(V)dv,dvydv,.
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0.6

—— T/m=1
-——= T/m=4

0.4+

0.2+

Wahrscheinlichkeit P

0.0t e R
0. 1. 2. 3. 4 5. 6.

Geschwindigkeit v

Abbildung 4.2: Mazwellsche Geschwindigkeitsverteilung nach (4.20)  fir
T/m=1 und T/m=/.

Die Geschwindigkeitsverteilung in diesen kartesischen Koordinaten faktorisiert in eine fiir
die z, y und z-Komponente des Geschwindigkeitsvektors. So kann man also z.B. die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, ein Molekiil mit der Impulskomponente v, zu finden schreiben

in der Form
m mv?
P’Uz = 27‘(‘767 2T (419)

Um nun zu beschreiben, mit welcher Wahrscheinlichkeit man ein Molekiil mit einem be-
stimmten Betrag der Geschwindigkeit, v = |v], zu finden ist, geht man am einfachsten zu
Polarkoordinaten iiber:

3
2 "n'Uz
AW = (;:T) ? e 0 2dv deos 0 dé
Somit kann man die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir |¢] berechnen:

2m 1 3
_ m o2 _m? o
dW = O/d¢_/1 d(cos0) (27TT) e 2T udv.

Berechnen der Integrale liefert:

3

2 m1)2
dW = 4r (2:LT> vie 2T du.
P(|0])
Daraus folgt:
3
2 mv2
P(|#) = 4n <2?T> F e B (4.20)

Diese Verteilungsfunktion ist unter dem Namen Maxwellsche Geschwindigkeitsver-
teilung bekannt. In Abbildung 4.2 sind Beispiele fiir diese Verteilungsfunktion bei zwei
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verschiedenen Temperaturen T' aufgetragen. Fiir kleine || wéchst die Verteilung propor-

tional zu v?. Fiir groBe || fillt die Verteilung proportional zu e~"27 . Zwischen diesen
abfallenden Flanken der Verteilung findet sich ein Maximum.

Berechnen wir nun noch die Geschwindigkeit, bei der die Verteilung das Maximum er-
reicht. Bedingung fiir ein Extremum ist:

d m112 2 m112
T (U2€ 2T ) = 2v +v? (— UTm) e 21 =0.

Zwei Nullstellen dieser Funktion, bei v = 0 und v = oo, kénnen wir aufler acht lassen, da
in diesen Féllen die Verteilung Minima aufzeigt. Es bleibt die Losung

o 2T
o

v (4.21)

Das heiBt, daB sich das Maximum proportional zu /T mit steigender Temperatur bzw.
steigender Energie zu grofleren Geschwindigkeiten verschiebt. In den Beispielen, die in
Figur 4.2 dargestellt sind finden wir die Maxima bei v = V2 (v = /8) fiir T/m = 1
(T'/m =4).

Berechnen wir nun die mittlere kinetische Energie eines Teilchens im Wéarmebad der
Temperatur 7"

Ewg = §mv2 = §mv2. (4.22)

Fiir das mittlere Geschwindigkeitsquadrat gilt:
V2= /UQP(|U|)dU,
0

einsetzen von P(|v|) aus (4.20) liefert:

3 o0

= _ m >2/ 2,2 —mi®
v AT <27rT vivTe 2
0
T
= 3—. 4.23
’ (4.23)
Dieses Ergebnis eingesetzt in (4.22) ergibt:

— 3
Buw= 5T (4.24)

Nach Voraussetzung ist somit die mittlere Energie eines freien Teilchens (U = 0 in (4.14))
im Wiarmebad mit der Temperatur 7' bestimmt. Betrachten wir nun N unabhéngige
Teilchen, so folgt fiir die mittlere Energie:

yop ‘;’N T (4.25)

Dieses Ergebnis unserer statistischen Betrachtung stimmt genau iiberein mit der mittleren
Energie eines einatomigen Gases aus /N unabhéngigen Teilchen, die wir im Abschnitt 3.2
(3.24) mit den ganz anderen Mitteln der Thermodynamik berechnet haben.
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4.3 Die Zustandssumme

4.3.1 Definition und Ideales Gas I1

Fiir ein makroskopisches System in einem Wirmebad, das eine Temperatur 17" vorgibt,
definiert man die Zustandssumme Z durch:

Z:=Y T (4.26)

Diese Summe wird iiber Mikrozustinde r des Systems gefiihrt, wobei E, die jeweilige
Energie des Mikrozustandes bezeichnet. Ist ein Energiecigenwert entartet, d.h. gibt es
mehrere Mikrozustéinde des Systems mit gleicher Energie E,., so muf jeder dieser entarte-
ten Zustidnde in der Summe beriicksichtigt werden. Die Zustandssumme Z ist uns bereits
im Abschnitt 4.1 bei der Berechnung der Normierungskonstante (4.7) fiir die Kanonische
Verteilung begegnet. Mit dieser Definition kénnen wir also nun z.B. den Mittelwert fiir
die Energie des Systems berechnen (vergleiche (4.8)):

E = YEP(E) = ZEZ
S Ee T S E,e 0
-z - Tz
- —Zgg - _81;52. (4.27)

Dabei haben wir wieder 8 = 1/T definiert. Den Ubergang zur letzten Zeile in (4.27) kann
man leich verifizieren, indem man zuriickrechnet und die Ableitung nach (§ ausfiihrt

omz iﬁZ
o Zog

= (Z(—ET)e_ﬁE’“> ;

T

Die Definition der Zustandssumme erlaubt uns also einen Zusammenhang herzustellen
zwischen der thermodynamischen Gréfie mittlere Energie des Systems E und den mikro-
skopischen Eigenschaften, wie die Mikrozustande r des Systems und ihre Energien FE,., die
ja in die Zustandssumme eingehen.

Als erste Anwendung betrachten wir im folgenden wieder ein ideales Gas. Die Energie
eines Mikrozustandes des idealen Gases setzt sich nur aus der kinetischen Energie der
einzelnen Konstituenten zusammen. Es gibt per Definition keine Wechselwirkungsenergie
(siche (4.14)). Somit gilt fiir die Energie in einem Zustand 7:

N Nﬁ2

Wobei N die Zahl der Atome des Gases ist und die Impulse p; der einzelnen Atome von
dem Mikrozustand r des Systems abhéngen. Setzt man diesen Ausdruck fiir die Energie
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in die Definition der Zustandssumme (4.26) ein, so ergibt sich:

P1 P2
Z = Ze ﬁsz—Ze Oz e P, (4.28)

Wir miissen nun noch die Summe iiber die einzelnen Mikrozusténde r, das sind die ver-
schiedenen Realisierungen des Systems im Phasenraum der Dimension 6N, spezifizieren.
Dazu definieren wir die Phasenraumzelle hy fiir ein Atom (siehe Abschnitt 2.1)

ho = (dp)° (5q)*. (4.29)

Erweitern wir nun (4.28) mit

1. 0N 0T, . .. Odn
hlY '
Die Summe iiber alle Phasenraumzustéande 7 in (4.28) entspricht einer Summe iiber alle

moglichen Phasenraumzellen 0p; ...0pN 0¢) ...0¢gn des N Teilchensystems. Wihlen wir
die Phasenraumzelle geniigend klein, so kénnen wir die Summe durch das Integral ersetzen:

— — — — _2 p2
7 Z<5p1...5pN5q1...5qN>6_5§$1“ gy

hN
TR 6N O Oy 7
_ / / D1 - pN G- 04N —pIL | -pEN (4.30)
Dies ausgewertet ergibt:
1 . . . . 7 o
Z = h—N/dxl...dwN/dpl...dee_ 2m ... P2m
0 | S —

VN
VN B ﬁ N
= G ([ ere)
VN m2m o
= — —_— . 4.31
(15 (1.31)

Dabei haben wir bisher immer so getan, als seien die Atome unterscheidbar. Dies ist
jedoch in der Regel nicht der Fall: wir konnen den Atomen keine Nummer aufkleben
und sie so kenntlich machen. Vielmehr ist ein Mikrozustand 7, der sich nur durch Aus-
tausch von 2 oder mehreren Atomen, bei Beibehaltung der Koordinaten und Impulse, vom
Mikrozustand r, unterscheidet, von diesem ununterscheidbar. Solche ununterscheidbaren
Zusténde sollten aber in der Zustandssumme nur einmal gezéhlt werden. In der Summe
(4.31) werden alle diese Zusténde r, und ry, die durch Permutation der Atome generiert
werden mitgezahlt. Jeder unterscheidbare Zustand wird mit der Zahl der Permutationen,
also N!, mal aufgefithrt. Um diese, im Fall von ununterscheidbaren Konstituenten, Dop-
pelzéhlungen zu kompensieren mufl die Zustandssumme in diesem Fall noch durch die
Zahl der Permutationen (N!) der Teilchen untereinander dividiert werden. Somit ist die
Zustandssumme (4.31) fiir ununterscheidbare Teilchen:

vy om\ "
2= i <,/Wﬁm> . (4.32)




94 KAPITEL 4. STATISTIK UND THERMODYNAMIK
Fiir das Standardphasenraumvolumen eines Atoms hg (4.29) setzen wir die entsprechede
Potenz des Planck’sche Wirkungsqunatum ein

ho = (2nh)* = K3
und erhalten damit fiir den Logarithmus der Zustandssumme (4.32):

2mm
B2

1nZ:N1nV—§N1nﬁ+§N1n( )—mN!. (4.33)

Nach (4.27) ist die mittlere Energie:

OnzZ 3 _O0lnpg 3.1 3
- °N = N- =ZINT. 4.34
op 2 00 2 3 2 (4.34)

Diese Ergebnis kennen wir schon aus Abschnitt 4.2 (4.25) und Abschnitt 3.2 (3.24).

E——

Als zweites Anwendungsbeispiel wollen wir mit Hilfe der Zustandssumme die generali-
sierte thermodynamische Kraft (2.61), die auf ein System bei Anderung eines externen
Parameters x wirkt, betrachten. Die Energie des Systems in einem Mikrozustand wird ja
durch den Wert der Hamiltonfunktion fiir den entsprechenden Phasenraumpunkt gegeben

E, = H(pi(r),q(r)) miti=1...N
Durch die Anderung des externen Parameters z wird diese Energie des Mikrozustandes
beeinflufit und es ergibt sich eine Kraft fiir diesen Mikrozustand
0F,
ox
Die generalisierte thermodynamische Kraft entspricht gerade dem statistischen Mittelwert
dieser Krifte auf die jeweiligen Mikrozustdnde und es ergibt sich mit (4.8):

F, = (4.35)

X Re

Vorsicht! Da die Ableitung des Mittelwertes ungleich dem Mittelwert der Ableitung ist,
ist zu beachten, dafl

_ 0B,
F #— . 4.37
-0 (4.37)
Durch Einsetzen von (4.35) und (4.26) in 4.36) folgt :
o ne (-5
F=-" 4.38
> (4.39)
Fiir die weitere Rechnung benétigen wir noch die Beziehung:
0 _ oE, _
o Y e = g} = A (4.39)
Umgeformt gilt:
102

OF 10
77‘ 7BET —_ 7ﬁET —
2 o€ 30x 2c 30r

T r
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Damit ergibt sich fiir F:
Yo 1102 10InZ
B ZOx B Ox

(4.40)

Nun konnen wir den Zusammenhang zwischen Druck und Volumen beim idealen Gas
berechnen. Der Druck ist die zum Volumen zugehorige generalisierte Kraft. Sei nun In Z
der Logarithmus der Zustandssumme des idealen Gases aus (4.33). Dies eingesetzt in
(4.40) liefert:

1 O0lmV N NT

p=-N—F7—=—=—-.

g oV °1% Vv
Somit haben wir die bekannte ideale Gasgleichung (siehe Abschnitt 3.2 (3.15)) aus der
Zustandssumme des idealen Gases abgeleitet.

4.3.2 Zustandssumme und Freie Energie

Fiir die mikroskopische Berechnung der thermodynamischen Energie E und der generali-
sierten Kraft F, bendtigen wir die Zustandssumme als Funktion von (3. Dies war relativ
einfach in dem hier betrachteten Fall, in dem diese Funktion Z(/3) analytisch gegeben
ist. In vielen realistischen Fillen kann man die Zustandssumme aber nur numerisch be-
rechnen. Man erhéilt also Ergebnisse fiir verschiedene Werte von 3. Wie wir im néichsten
Kapitel sehen werden, kann man héufig die Zustandssumme nicht vollstandig ausfiihren,
sondern muf} sich mit einer Ndherungslosung zufrieden geben. All diese Werte sind aber
typischerweise mit einem numerischen Fehler behaftet. Bildet man nun die Ableitung aus
einer Differenz von zwei Ergebnissen fiir In Z bei verschiedenen Werten von (3 so wird der
Fehler der numerischen Rechnung grof}; da man dabei normalerweise zwei grofle Zahlen,
die mit Fehler berechnet wurden, voneinander abzieht. Wir werden in diesem Teilab-
schnitt einen Weg kennenlernen, der es erlaubt eine Thermodynamische Grofle, die Freie
Energie, direkt aus der Zustandssumme, also ohne Ableitungen, zu berechnen. Geméaf3 der
Definition (4.26) héngt der Wert der Zustandssume eines Systems von der Temperatur,
beziehungsweise dem Parameter § = % und moglichen externen Parametern x ab.

Z =Z(x,0).

Betrachten wir nun die Differentialform dIn Z. Mit der Kettenregel erhélt man:

olnZz olnZz
dlnZ = e dxr + Bk dg. (4.41)

Nach Gleichung (4.40) gilt fiir F,:

o _l(’?an _ olnZz
B ox

Ferner gilt nach Gleichung (4.27) fiir £

olnZz

E=-5
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Setzt man diese beiden Beziehungen in das Differential d1n Z (4.41) ein, so erhélt man:
dinZ = 3 F,dv —Ed3 = —35A — EdS3, (4.42)
—6A

wobei 0 A die mechanische Arbeit ist, die dem System durch Verdnderung des externen
Parameters = zugefithrt wird. Zur Vereinfachung der Schreibweise schreiben wir im Fol-
genden wieder £ = F fiir die innere Energie des Systems. Schieben wir nun, um (4.42) in
eine geeignete Darstellung fiir vollstandiges Differential umzuformen, dE — BdFE ein:

dinZ = —p36A — Edf — BdE + BdE = —(30A — d(BE) + BdE
Bringt man den Term d(SE) auf die linke Seite der Gleichung, so gilt:
d(lnZ + GF) = B(—0A + dFE) . (4.43)

Mit dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik dE = 6@ + 0 A ist der Ausdruck in der
Klammer auf der rechten Seite der Gleichung gleich 0Q. Fiir quasistationdre Prozesse gilt
nun fiir die Anderung der Entropie (2.42):

ds = (0@ .
Somit folgt aus (4.43):
dInZ + BE) = f6Q =dS,
und es gilt fiir die Entropie:

1
Szan%—ﬁE:an—i—fE. (4.44)

Die freie Energie F' (3.32) ergibt sich also zu:
1
F:E—TS:E—T(an+TE>:—Tan. (4.45)

Im Folgenden wollen wir zunéchst die Konsistenz dieses Ergebnisses iiberpriifen und da-
bei einige interessante Querverbindungen zwischen der statistischen Betrachtung und der
Thermodynamik herstellen. Zunéchst die Frage: Ist die Berechnung der Entropie nach
Gleichung (4.44) vertraglich mit der Entropiedefinition in Gleichung (2.32) ? D.h. gilt

S=InQE)=InZ+BE. (4.46)

Wir wollen diesen Zusammenhang auf zwei Wegen verifizieren:

1. Die Zustandssumme ist die Summe iiber alle Mikrozustéinde r, wobei viele entar-
tet sind, also die selbe Energie haben. Wenn man nun statt iiber alle Zusténde r
iiber die verschiedenen Energien summieren méchte, da ja der Summand in der Zu-
standssumme nur von der Energie abhingt, mufl man jeden Summanden mit der
Anzahl der entarteten Zustédnde im Energieintervall [E, E + ¢ E] multiplizieren. Die
Anzahl der Zustédnde im Energieintervall [E, E' + 6 E] ist aber nach der Definition
der Entropie (2.32) gleich Q(FE). Somit folgt:

Z=> et =3"Q(E,)e .
T B,
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Da diese Verteilung Q(E,)e ?Er = W(E,) entsprechend der Diskussion von (4.9)
fiir makroskopische Systeme ein sehr scharfes Maximum hat, mufl der Mittelwert E
praktisch gleich der Energie des Maximums sein. Der Summand trigt nur in einer
kleinen Umgebung mit eine Breite AF um das Maximum etwas zur Summe bei.
Damit kann in guter Néherung die Zustandssumme gleich dem Summand an der
Stelle E multipliziert mit der Anzahl der Energieintervalle §E in dem Intervall AE
gesetzt werden. Damit gilt fiir Z:

— 45 AE
Z = Q(E)e PP —— .
(Bl 55
N
=g
InZ = mQE)—BE+Ing. (4.47)

Da Q(F) o B/ also fiir eine grofie Zahl von Freiheitsgraden f sehr rasch ansteigt
(siehe Diskussion in Absch.2.1), gilt:

_omQE) _ f

mQE)~ fInE = 5}

oE E

Somit ist In Q(F) und BE von der GroSenordnumg von f. Andererseits ist jedoch
die Zahl g unabhéngig von f. Deshalb kann, fiir makroskopische Systeme, in sehr
guter Naherung der Logarithmus von g in (4.47) vernachlissigt werden:

InZ =mnQ(F) - (GFE

Somit gilt also die Bezichung (4.44). Die Néherung, die wir bei dieser Betrachtung
gemacht haben: vernachléssige Ing in (4.47), entspricht dem thermodynamischen
Limes, f — 00, den wir auch bei der Definition der Entropie gemacht haben, um die
Definition der Entropie unabhéngig von der Griéfle des betrachteten Energieintervalls
0E zu machen.

2. Die Beziehung (4.44) kann aber auch iiber die Thermodynamischen Relationen ve-
rifiziert werden. So kann man die Entropie aus der Freien Energie gemaf (3.35):

oOF
s=-(ar),

Einsetzen von (4.45) und (4.26) sowie Anwenden der Kettenregel liefert:
¢ _ (8(—Tan)>
or v
1 0 &
= 1nZ—|—TEXT: (Me T>

Dies fiihrt dann mit (4.8) zum gewiinschten Ergebnis:

1 Er _Er
S = h’lZ—i-TZZT:(W)e T

1—

= mWZ+-E=InZ+0E.

|
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4.3.3 Ideales Gas III

Als Beispiel betrachten wir wiederum das Ideale Gas. Fiir In Z gilt (4.33):

2mm
72

3 3
mZ:NmV—2NMﬁ+2Nm< >—mNL (4.48)
Im Falle unterscheidbarer Teilchen entfillt der Summand In N!. Aus (4.25) kennen wir F
fiir das Ideale Gas. Zusammen mit (4.44) gilt fiir die Entropie:

Szan—B;)NT:an—zN. (4.49)

Wir betrachten im Folgenden einen Behélter mit dem Volumen V' und einer Trennwand,
so daf3 auf jeder Seite mit dem Volumen % gleich viel Atome des idealen Gases sind. Nach
Herausnehmen der Trennwand mischen sich die beiden Anteile. Wie éndert sich nun die
Entropie, wenn die Teilchen die im Ausgangszustand auf der einen Seite sind von denen
auf der anderen Seite unterschieden werden koénnen, bzw. wenn sie nicht unterschieden
werden kénnen.

e Unterscheidbare Teilchen: Die Teilchen seien voneinander unterscheidbar, so dafl
der Term mit N! in (4.48) weggelassen werden kann. Vor dem Herausnehmen der
Trennwand gilt damit fiir die Entropie S? (der obere Index i steht fiir initial):

St= Si+S, = 25
N vV 3 3 2mm 3
= 25 (g —gma+ g (55) +5)

Nach dem Herausnehmen der Trennwand und nachdem sich der thermische Gleich-
gewichtszustand eingestellt hat ist die Entropie S (hier steht f fiir final):

3 3 2mm 3
y _ = = -
S N(an 21nﬁ+21n<h2)+2)

= S+ NIn2

Das heifit, dieser Vorgang ist irreversibel (AS = S¥ — S% > 0). Dies gilt insbeson-
dere, wenn z.B. vor dem Herausnehmen der Trennwand im Teilbereich 1 z.B. nur
Sauerstoffmolekiile und im Teilbereich 2 nur Stickstoffmolekiile waren. Nach dem
Herausnehmen der Trennwand werden Sauerstoff und Stickstoff durchmischt. Der
Anfangszustand, Stickstoff im einen, Sauerstoff im anderen Teilbereich, wird sich oh-
ne Einflufnahme von auflen nie wieder einstellen (wenn die Zahl der Molekiile grof3
ist). Durch die Durchmischung nimmt das System die Mischungsentropie N In 2 auf.

e Ununterscheidbare Teilchen: In diesem Fall mu der Term In N! in (4.48) fiir In Z
beriicksichtigt werden. Nach der Stirlingschen Formel, die fiir grofle Zahlen N giiltig
ist, gilt fiir In N'!:

InN!'~ NInN —N. (4.50)

Ubernehmen wir die Ausdriicke fiir S? und S/ aus dem vorhergehende Beispiel der
unterscheidbaren Atome und benutzen wir die Sirlingsche Formel in (4.49), so ergibt
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sich fiir den Ausgangszustand:

. . N. . N N
i _ 96t gyl
Sunun Sl <2 n 2 2)

= 25/ ~NInN+NIn2+ N.
Im Endzustand gilt entsprechend:

St —8f _NInN+ N.

unun

Somit ist

Sf

unun

—5 = 828 _NInN+N+NInN—-NIn2-N
NIn2—-NIn2=0.

Somit ist das Herausnehmen der Trennwand fiir ununterscheidbare Teilchen ein
reversibler Prozess. Der Augangszustand, N/2 beliebige Atome in jedem Teilbereich,
kann ja in diesem Fall einfach durch Wiedereinfiigen der Trennwand erreicht werden.

Achtung: Fiir tiefe Temperaturen steht die Gleichung (4.49) zusammen mit der klassisch
hergeleiteten Zustandssumme fiir das ideale Gas (4.33)

3
— mZ-°N
S n 5

— -~-—§N1nﬁ~~

— "+2N1I1T;

im Widerspruch mit dem dritten Hauptsatz (Nernstsches Theorem). Fiir 7" — 0 geht
S — —oo. Der dritte Hauptsatz besagt jedoch, dafl fiir T"— 0 die Entropie gegen Sy, d.h.
gegen den Logarithmus der Entartung des Grundzustandes, gehen soll. Dies zeigt, dafl
der klassische Ansatz fiir tiefe Temperaturen nicht mehr giiltig ist. In diesem Fall miissen
quantenmechanische Effekte beriicksichtigt werden. Siehe zum Beispiel die Diskussion in
der Einleitung.
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4.4 Der Gleichverteilungssatz

In diesem Abschnitt wollen wir ein wichtiges Ergebnis der Statistischen Mechanik, den so-
genannten Gleichverteilungssatz, beweisen und seine Bedeutung diskutieren. Die Aussage
des Gleichverteilungssates kann man formulieren mit der Behauptung:

Fiir Systeme deren Dynamik mit Hilfe der klassischen Mechanik beschrieben
werden kann gilt: Jede kanonische Variable, die in die Hamiltonfunktion qua-
dratisch eingeht, liefert einen Beitrag T/2 zur mittleren Energie.

Bevor wir den Gleichverteilungssatz beweisen, wollen wir seine Bedeutung an einigen
Beispielen demonstrieren:

1. Ideales Gas mit N unabhingigen Teilchen: Die Hamiltonfunktion lautet ja in
diesem Fall (N atomare Teilchen mit je drei Freiheitsgraden ohne Wechselwirkung):

3N 2

Demnach gehen hier 3N kanonische Variable, die kartesischen Koordinaten der Im-
pulse, quadratisch in die Hamiltonfunktion ein. Nach dem Gleichverteilungssatz

folgt:

— N
g="%r, (4.51)

also wieder das bereits mehrfach hergeleitete ((4.25) und (3.24)) Ergebnis fiir die
Energie des Idealen Gases.

2. Ideales Gas aus zweiatomigen Molekiilen mit klassisch beschreibbarer Rota-
tion: Die Hamiltonfunktion setzt sich hier aus dem gerade diskutierten Anteil der
Translationsbewegung sowie aus dem Beitrag der Rotation zusammen. Ein zweia-
tomiges Molekiil konnen wir uns vorstellen, wie eine klassische Hantel: die beiden
Atome sitzen wie kleine Kugeln am Ende einer verbindenen Stange, die diese Atome
auf dem richtigen Abstand hilt. Fiir die Rotation um die Verbindungsachse erhalten
wir bei der Annahme punktférmiger Atome ein verschwindend kleines Trigheits-
moment Oy. Fine Rotation um diese Verbindungsachse fiithrt also zu sehr grofien
Anregungsenergien. Wéhlt man die z—Richtung in Richtung der Verbindungsachse,
dann gilt:

J2

AEJI%OJC.Z = 2@V

Der Abstand der quantenmechanischen Anregungszustinde 7%/©y ist also grofer
als die Energie der Temperatur, so dafl man diesen Rotationsfreiheitsgrad nicht mit
der Klassischen Mechanik beschreiben sollte. Es verbleiben also fiir die Klassische
Beschreibung nur die 2 unabhéngigen Rotationen um die x und y—Achse mit sehr viel
grofferem Tragheitsmoment ©. Damit ergibt sich fiir den klassisch beschreibbaren
Anteil der Hamiltonfunktion in diesem Fall:

N p2 P2 2 g2 g2

H = Zie iy iz Tie | "W
zZ}Qm—i_Qm—i_2m+2@+2@
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In dieser Hamiltonfunktion sind 5/NV kanonische Variable in quadratischer Form ent-
halten. Daraus folgt mit dem Gleichverteilungssatz:

E = - T (4.52)
3. Gas aus zweiatomigen Molekiilen mit Vibration: Wir wollen nun also auch
beriicksichtigen, dafl der Abstand zwischen den beiden Atomen nicht starr sein
muf}, sonder die Atome kleine Vibrationsschwingungen um die Gleichgewichtslage
ausfithren konnen. In der Néhe der Gleichgewichtslage ist das Potential in Abhéngig-
keit vom Abstand der Atome des Molekiils gut durch das Potential eines harmoni-
schen Ostzillators approximierbar. Bezeichnet man die Auslenkung aus der Ruhelage
mit ¢, die Proportionalitdtskonstante der Riickstellkraft mit o und die reduzierte
Masse des Molekiils fiir die Relativbewegung mit pu, so folgt fiir die Hamiltonfunktion
dieser Vibration eines Molekiils:

1 p;
AH; = L

Somit lautet die gesamte Hamiltonfunktion:

2 P2 P2 ,]2 JQ

i 1 P}
H 1z Y 1z lx 27T
Zm+2 Tom T tae T O‘Q”LQM
In dieser Hamiltonfunktion sind 7N kanonische Variablen quadratisch enthalten.
Das heif3t: 7N

4. SchlieBllich wollen wir noch ein einfaches Modell eine Festkorpers behandeln: Da-
zu betrachten wir den Festkorper als ein dreidimensionales Gitter von N diskreten
Massepunkten mit also insgesamt 3N Freiheitsgraden. Jedes dieser Atome auf den
Kristallgitterplatzen kann in jede der 3 Raumrichtungen Vibrationsschwingungen
um die Ruhelage ausfiihren mit Vibrationsfrequenzen w;. Die zugehérige Hamilton-
funktion lautet also:

1 3N P7;2
H(p.g) = 5> —=+mw/q}.
=1 ?

Es treten also 6N kanonische Variable quadratisch in der Hamiltonfunktion auf.
Somit ergibt sich nach dem Gleichverteilungssatz:

E = g NT. (4.54)

Zur Uberpriifung dieser Ergebnisse fiir die Energie der btrachteten Systeme bestimmt
man einfachsten die spezifische Wirme

oE
oT

Fiir einen Festkorper liefert also der Gleichverteilungssatz mit (4.54)

Cy =

Cy = 3N. (4.55)
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Gas He | Ar Ns O, | CoHg
C—A‘[’ 1.50 11501248 | 2.54 | 4.71

Freiheitsgrade 3 3 ~bH | ~>5H|~10

Tabelle 4.2: Spezifische Wirme fiir verschiedene Gase bei Zimmertemperatur

und die effektive Zahl der Freiheitsgrade f nach (4.50).

Dies ist das Gesetz von Dulong-Petit fiir die spezifische Warmekapazitit eines Festkorpers
bei konstantem Volumen.

Der Giiltigkeitsbereich dieses Dulong-Petit Gesetzes fiir den Festkorper ist eingeschrankt:

e Bei hohen Temperaturen treten haufig Schwingungen der Atome ihre Gitterplétze
mit groffen Amplituden auf. Fiir solche Amplituden besitzt die Harmonische Néhe-
rung fiir die die potentielle Energie keine Giiltigkeit mehr, es treten anharmoinsche
Terme (o ¢*) auf und der Gleichverteilungssatz kann nicht mehr angewandt werden.

e Bei tiefen Temperaturen, ist die Temperatur von der Gréflenordnung der quan-
tenmechanischen Energie des Harmonischen Oszillators einer atomaren Schwingung
(T x hw;). Der entsprechende Freiheitsgrad kann nicht mehr klassisch beschrieben
werden und der Gleichverteilungssatz ist nicht mehr anwendbar. Bei noch tiefe-
ren Temperaturen frieren die entsprechenden Freiheitsgrade ein, wie wir noch im
néchsten Abschnitt 4.5 genauer diskutieren werden.

Diese Uberlegungen zu dem Giiltigkeitsbereich des Gleichverteilungssatzes und der rele-
vanten Freiheitsgrade gelten nicht nur fiir das Modell des Festkorpers sondern entspre-
chend auch fiir andere Systeme.

Schliefflich wollen wir auch die Vorhersagen der verschiedenen Modelle fiir Ideale Gase, die
wir oben diskutiert haben (4.51-4.52), mit experimentellen Daten vergleichen und ziehen
dazu wieder die Warmekapazitit heran:

_ (0B _
o= (22) -, s

mit f gleich der Zahl der Freiheitsgrade die quadratisch in die Klassische Hamiltonfunktion
eingehen und damit bei der Anwendung des Gleichverteilungssatzes berticksichtigt werden.
In der Tabelle 4.2 sind die spezifischen Warmen fiir verschiedene Gase aufgelistet. Die
Edelgase Helium (He) und Argon (Ar) treten als einatomige Gase auf, so daf§ (4.51) und
damit f = 3 gilt. Die Gase des Sauerstoffs (O,) und Stickstoffs sind zweiatomig. Aus den
spezifischen Wérmen kann man ablesen, daf§ (4.52) mit sehr guter Naherung erfiillt ist.
Offensichtlich sind die Vibrationsfreiheitsgrade fiir diese Molekiile bei Raumtemperatur
eingefroren. Die Molekiile des Athan (CyHg) haben einen entwas komplexeren Aufbau. Zur
spezifischen Warme tragen etwa 10 Freiheitsgrade im Sinne des Gleichverteilungssatzes
bei. Dies sind: 3 Freiheitsgrade fiir die Translation plus 3 Freiheitsgrade fiir die Rotation
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des Gesamtmolekiils, 2 Freiheitsgrade fiir die Schwingungen des Relativabstandes der
beiden CHj3 Teile und 2 Freiheitsgrade fiir eine Scherschwingung dieser beiden Teile.

Zum Beweis des Gleichverteilungssatzes betrachte man den statistischen Mittelwert

OF
von p; 87172

oF - aE), (4.57)

1
i— = — [ dpy...dpndgq .. .d i —
p o 7 / D1 PN aqy an (6 T p Op;
wobei auch die Zustandssumme Z durch das Integral iiber die kanonischen Koordinanet
und Impulse gegeben wird.

E(p,q)

Z:/dpl...dedql...qu e T (4.58)

Da die Integrationsreihenfolge frei wéhlbar ist, konnen wir die i-te Komponente zuerst
integrieren. Der Integrand kann durch die Ableitung der Energieverteilung nach dem
kanonischen Impuls p; dargestellt werden:

a _E 1 0E _E
T — — — T
op; T Op;
daraus folgt:
e OF 0 _E
T 7 == —T P~ 77. 459
€ i Pig, € (4.59)
Dies eingesetzt in 4.57 ergibt:
oF T/d dpi_1d dpndqr ... d 7001 0 % (4.60)
pai 7 P1 Pi—1aPi+1 DN aq1 4N . ppapi
Mittels partieller Integration erhélt man:
OF T T
E &8 E
Py = _Z/dpl---dpifldpz#l---dedQ1---dQN ({pieT}_m_ /dpi 16T)
E
T

T
= E/dpl...dedql...qu e
Eroo

— /dp1 co.dpi_1dpii1 ... dpndgy ... dgy [pie*T (4.61)

Der ausintegrierte Bestandteil verschwindet, da die Energie eine Quadratische Form in
den p; ist (E = p?---+ ---). Durch Einsetzen von (4.58) erhélt man somit:

oF A

i— =T—=="1T. 4.62
Pigy =17 (4.62)
Fiir die kinetische Energie gilt:
2
p.
Eyin = —, 4.63
kin =5 (4.63)
daraus folgt:
2 2
Pi 0 b _ R To (4.64)
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Dies eingesetzt in 4.62 ergibt:

1

Eikin =T,

2
Analog gilt, falls die potentielle Energie die Form

2
Ei pot — Qg

hat, fiir die mittlere potentielle Energie:

1

Eipot — §T .

(4.65)

(4.66)

(4.67)

Zusammen folgt (fiir N Teilchen und f = Zahl der kanonischen Variablen, die quadratisch

in H eingehen):

N
_ - 1~
E:ZEikin+Eipot:§fT+E*a

i=1

(4.68)

wobei E* den Teil der Energie, welcher nicht quadratisch von den kanonischen Variablen

abhéngt, beschreibt.

O
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4.5 Einsteinmodell des Festkorpers

Bei der Diskussion des Gleichverteilungssatzes im vorhergehenden Abschnitt 4.4 haben
wir den Beitrag zu spezifischen Warme von solchen Freiheitsgraden betrachtet, die im
Rahmen der Klassischen Mechanik behandelt werden kénnen. Dabei wurde bereits dar-
auf hingewiesen, daf3 bei tiefen Temperaturen eine quantenmechanische Betrachtung er-
forderlich wird und einzelne Freiheitsgrade einfrieren konnen, was bedeutet, daf sie fiir
die Bestimmung der spezifischen Warme irrelevant werden. Dieses Einfrieren von Frei-
heitsgraden wollen wir in diesem Abschnitt genauer diskutieren und betrachten dazu
das sogenannte Einsteinmodell des Festkorpers. Bereits im letzten Abschnitt haben wir
das einfache Modell eines Festkorpers eingefiihrt, bei dem die einzelnen Atome auf Git-
terplatzen des Kristallgitters angeordnet sind und Harmonische Schwingungen um diese
Gleichgewichtslage ausfithren konnen. Betrachten wir nun die Schwingung eines Atoms
in eine Raumrichtung und bezeichnen die Frequenz mit w, so 1a8t sich die Energie dieser
Schwingung darstellen durch
2

2‘1;; + ;miw2x2 : (4.69)
wobei p; fiir den Impuls in einer Raumrichtung, x; Fiir die Auslenkung aus der Ruhelage
in dieser Raumrichtung und m; die Masse des betrachteten Atoms bezeichnet. Die quan-
tenmechanische Losung fiir das Problem eines solchen eindimensionalen Harmonischen
Ostzillators liefert Energieeigenwerte:

E(i-te Schwingung)E&; =

B, = hw (n 4 ;) . (4.70)

Da diese Zusténde nicht entartet sind, berechnet sich die Zustandssumme durch einfaches
Aufsummieren der einzelnen Eigenwerte von Gleichung (4.70):

J = Ze_gn
_ Ze hw(n;1/2)

1/2hw nhw

= io: e T (471)

mit ¢ = e~ 7 ist |¢| < 1 und die Summe der geometrischen Reihe in 4.71 ist einfach

aufsummiert .
nhw 1 /2 hw _1/2hw 1
6 T = q T
) > —

1/2hu

Zusammengefafit folgt somit fur die Zustandssumme Z:

hw

e 2T
Z=—"7
l—e"7

Zur Berechnung der mittleren Energie &; dieser eindimensionalen Schwingung nach (4.27)
bendtigen wir den Logarithmus der Zustandssumme:

Inz = —ZL; —In (1 —e_%u>
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_hwb In (1 — e’ﬂh“’) ;

2
mit 3 = 1/7T. Daraus folgt fiir die statistisch gemittelte Energie &; (4.27):
— 0 1 (—1)(=hw)e Ph
= Y mz=—(—Zho—
gz 8ﬁ 1 ( 2 w 1 — e—ﬂhw

5 1 ¢~ Phw

- ”(ﬁw)
1 1

= hw <2+€Bhw_1>

Soweit die Betrachtung fiir die mittlere Energie einer Schwingung eines Atoms in einer
Raumrichtung. Nehmen wir an, dafl die Schwingungskonstante w fiir alle Atome aund alle
3 Raumrichtungen identisch ist, ergibt sich fiir die Energie des gesamten Ensembles aus
N Atomen die Gesamtenergie:

_ _ 1 1
Um diese Abhéngigkeit der Energie des Sytems von der Temperatur etwas besser zu
verstehen, betrachten wir die folgenden Grenzfille:

& Klassischer Grenzfall, iw < T: In diesem Grenzfall ist der Exponent der e-
Funktion im Nenner von (4.72) hw/T < 1. Man kann also die Reihenentwicklung
dieser Exponentialfunktion betrachten und getrost nach dem zweiten Glied abbre-
chen.

_ 1 1
EF = 3Nw |-+
2 <1+ﬁhw+%(...)2+...>_1
. 3N<§hw+T>.

Daraus folgt fiir die spezifische Wéarme CYy:

OE

Cy ==
= (o)
das Gesetz von Dulong-Petit (siche auch (4.55)) Im Grenzfall hoher Temperaturen
erhalten wir also auch mit dieser quantemechanischen Behandlung des Festkorpers

wieder das Ergebnis des Gleichverteilungssatzes, der ja auf der Klassischen Mechanik
basiert.

= 3N, (4.73)
\%4

& Extrem quantenmechanisch, d.h. iw > T In diesem Fall kann in (4.72) die 1
im Nenner gegeniiber der Exponentialfunktion vernachléssigt werden. Dies fiihrt zu:

_ 1
E = 3Nhw (2 + e‘ﬁh”> .

Fiir T" — 0 ergibt sich:
lim £ = 3thw (4.74)

T—0
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Im Grenzfall sehr niedriger Temperatur wird die Energie dieser Schwingungsfrei-
heitsgrade unabhéngig von der Temperatur. Die Energie ist gerade die quantenme-
chanische Nullpunktsenergie hw/2 fiir jeden Schwingungsfreiheitsgrad. Der Beitrag
dieser Schwingungen zur spezifischen Wérme ist null, der Freiheitsgrad ist einge-
froren. In diesem Grenzfall T" < hw ist die minimale Energie, die ein Freiheitsgrad
aufnehmen miiite (hw) zu groB, als dafi das System diesen Freiheitsgrad nutzen
konnte.

Allgemein liefert (4.72) fiir die spezifische Wérme Cly:

o <6E) <8E> o} 1 <8E>
v — _— — _— - = — -
or )., g ), oT 7\ 08 ),
B 1 (—1)eP™hw
== _ﬁ?)NhW7(eﬁhw — 1)2

. (W>3N (4.75)
T) "y |

Diese Gleichung legt es nahe zur Beschreibung der Temperaturabhéngigkeit der spezifi-
schen Wiarme von Festkorpern eine Materialkonstante einzufiihren. Diese Konstante be-
zeichnet man als die Einsteintemperatur oder auch Debye—Temperatur Op:

Op = hw. (4.76)
Mit dieser Definition lautet (4.75):
@E 2 6@E/T
= (== N— 4.
Cv (T) ’ (e®8/T — 1)? (4.77)

Tragt man nun Cy /(3N) als Funktion von ©g/T auf, so ist diese Funktion unabhéngig
vom betrachteten Material. Diese Funktion ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Fiir T < O
geht Cy gegen Null und fiir 7 > ©Op gegen den Wert 1, natiirlich in Ubereinstimmung
mit den oben diskutierten Grenzfillen.

Das theoretische Ergebnis des Einsteinmodells wird in Figur 4.3 verglichen mit experi-
mentellen Ergebnissen fiir die spezifische Warme von Diamant. Dazu wurde eine Einstein-

temperatur von
[ X
Op = hw = hy/— = 1320 Kelvin
m

angenommen. Die voranstehende Gleichung zeigt den Zusammenhang zwischen der Ein-
steintemperatur und den Atommassen m und Federkonstanten X mit denen die Atome
an die Gitterplitze gebunden sind. Im Falle des Diamant sind die Atommassen (Diamant
besteht aus Kohlenstoff mit demAtomgewicht 12) relativ klein und das Kristallgitter ist
extrem hart, also X groB. Dies erklart die relativ hohe Einsteintemperatur (O = 1320
Kelvin) fiir Diamant. Ein solch hoher Wert fiir © p bedeutet, daf fiir Raumtemperatur der
Koeffizient © /T ~ 0.22 relativ klein ist, also Diamant bei Raumtemperatur eine kleine
Wairmekapazitit besitzt. Zum Vergleich fithren wir die Einsteintemperatur von Kupfer
an, die typisch fiir Metalle ist und mit © = 309 Kelvin deutlich niedriger liegt.
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rod . ] B
Einstein Modell o I
0.8; =
=z,
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\> Diamant
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Abbildung 4.3: Temperaturabhdngigkeit der spezifischen Wirme nach dem
FEinstein-Modell (4.77). Den Punkten entsprechen experimentelle Werte fiir
Diamant unter Annahme einer Einstein-Temperatur von 1320 K.



Kapitel 5

Magnetismus und Thermodynamik

5.1 Der Paramagnetismus

Bringt man ein Material mit einem Volumen V in ein externes Magnetfeld ﬁext, so wird
dieses Material selbst magnetisiert. Das externe Magnetfeld induziert in das Material ein
magnetisches Moment M. Dieses magnetische Moment wéchst proportional zum Volumen
des Korpers, ist also eine extensive Grofle. Als zugehorige intensive Grofie definiert man
die Magnetisierung, das magnetische Moment pro Volumeneinheit

M = (5.1)

<"§1

Die magnetische Induktionsdichte ergibt sich dann als die Summe aus dem externen Ma-
gnetfeld H und dem Beitrag der Magnetisierung

B = Hep +47M . (5.2)

(Wir benutzen hier die sogenannten Gauf’schen Einheiten). In der Regel ist die Magne-
tisierung M parallel oder antiparallel zum erzeugenden externen Magnetfeld H.,, und
proportional zu dessen Stérke. Es gilt also

M = XH,y, (5.3)

wobei die Proportionalititskonstante X als Magnetische Suszebtibilitidt bezeichnet
wird und eine charakteristische Materialkonstante ist. Der Zusammenhang zwischen Ma-
gnetfeld und der zugehorige magnetischen Induktionsdichte aus (5.2) ergibt sich also zu

—

B = (1+4n0)H = puH
mit i =1+47X die Permeabilitdtskonstante (5.4)

Die Energiedichte des magnetischen Feldes berechnet sich dann als

1

8

Epgq= - HB (5.5)

109
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so dafl sich wegen der Proportionalitidt von Magnetfeld H und Induktionsdichte B das
entsprechende Differential berechnet zu

]_ — — — —

dBpog = 87T(HdB+BdH)
1 — —
= —BdH

47

1 = -~
= —HdH + MdH (5.6)
47

wobei der zweite Term in dieser letzten Gleichung MdH den Beitrag des Materials und
seiner Magnetisierung zu dieser Energiedichte darstellt.

Die Magnetisierung hat ihren Ursprung in den magnetischen Momenten 7:; der mikrosko-
pischen, atomaren Dipole in der Materie und ist gegeben durch

. m, M
M=S 2= 5.7
v =V (5.7)

Die Suszebtibilitdat X gibt an, wie grof§ diese atomaren Dipolmomente sind und vor allen
Dingen, wie sehr sie sich parallel oder antiparallel zum externen Magnetfeld H.,; orien-
tieren und so das makroskopische Dipolmoment M erzeugen.

Je nach der Grofle dieser Materialkonstante X unterscheidet man die Materialien nach
ihren charakteristischen magnetischen Eigenschaften und teilt sie in die folgenden Klassen
ein:

e Stoffe, fiir die X > 0 ist, nennt man paramagnetische Materialien oder auch kurz
Paramagneten. Solche Paramagnete, wie O, und viele Metalle sind dadurch cha-
rakterisiert, daf§ das Termschema der atomaren Struktur dieser Stoffe teilweise auf-
gefiillte Elektronenschalen aufweist. Die Elektronen einer solchen teilweise gefiillten
Hauptschale bilden einen von Null verschiedenen Gesamtdrehimpuls mit dem dann
fiir jedes Atom ein entsprechendes magnetisches Moment verkniipft ist. Liegt kein
externes Magnetfeld an, so sind die Richtungen, in die diese atomaren Elementar-
magneten zeigen, statistisch verteilt, die Summe dieser Einzelmagnete addiert sich
also zu einem gesamten magnetischen Dipolmoment des Materials M = 0. Wird
aber das Material in ein externes Magnetfeld gebracht, so ist es energetisch giinsti-
ger wenn die atomaren Dipolmagnete m; sich parallel zum externen Magnetfeld
ausrichten. Fiir jedes Atom ist damit ein Energiegewinn oder -verlust von

& = _miHe:L‘t

verbunden, je nach dem Winkel zwischen der Richtung des magnetischen Momentes
des betrachteten Atoms ¢ und dem externen Magnetfeld. Wiirden sich alle Ato-
me parallel zum externen Magnetfeld orientieren, so ist dies zwar energetisch am
giinstigsten, hat aber beziiglich dieses Spinorientierungsfreiheitsgrades eine minima-
le Entropie. Je nach der Temperatur des Materials wird sich also eine Polarisation
der magnetischen Momente parallel zu H,,, einstellen. Die Suszeptibilitdt X, die
ja ein MaB fiir diese Polarisation ist, ist daher temperaturabhéngig, aber stets gilt
X > 0.
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e Im Gegensatz zu diesen paramagnetischen Materialien besitzen die Atome von Dia-
magneten kein permanentes magnetisches Moment. Wird aber ein externes Ma-
gnetfeld eingeschaltet, so werden in die Elektronenwolken der Atome Ringstréome
induziert. Entsprechend der Lenzschen Regel fiir diese induzierten Strome ist das
induzierte atomare magnetische Moment, das mit diesen Stromen verkniipft ist,
antiparallel zum erzeugenden Magnetfeld. Da es fiir diese atomaren Stréme kei-
ne Reibungsverluste gibt, werden diese Ringstrome nicht geddmpft. Die magneti-
sche Polarisation dieser Materialien ist also antiparallel zum externen Magnetfeld.
Dementsprechend ist die Suszeptibilitdt X < 0. Wird das Magnetfeld wieder abge-
schaltet, so verschwindet auch die Polarisation. Prinzipiell zeigen alle Materialien
diesen diamagnetischen Effekt. Fiir Paramagnete wird aber der Diamagnetismus
durch die paramagnetischen Eigenschaften iiberdeckt.

e Typisch fiir Dia— und Paramagnete ist die Eigenschaft, dafi die Magnetisierung
bei abgeschaltetem externen Magnetfeld verschwindet. In diesen Materialien sind
die atomaren magnetischen Momente unabhéngig voneinander. In Ferromagne-
ten hingegen gibt es eine Wechselwirkung zwischen diesen Elementardipolen. Diese
Austauschwechselwirkung hat zur Folge, daf} sich benachbarte magnetische Momen-
te bevorzugt parallel einstellen. Es bilden sich sogenannte Weifische Bezirke, in de-
nen sich alle Dipole parallel ausgerichtet haben. Uber den ganzen Kérper gesehen
konnen sich die magnetischen Momente dieser makroskopischen Weifischen Bezir-
ke kompensieren, so dafl die Magnetisierung des gesamten Materials sich zu Null
addiert. Setzt man einen Ferromagneten einem magnetischen Feld aus, so richten
sich alle Dipole aus und es entsteht eine bevorzugte Orientierung der Weiische Be-
zirke. Schaltet man das Feld ab, so bleiben die Dipole ausgerichtet (Remanenz),
da einzelne durch die Warmebewegung gekippte Dipole auf Grund der Austausch-
wechselwirkung wieder parallel zu den anderen ausgerichtet werden. Der Stoff bleibt
magnetisch polarisiert. Wir kennen dieses Verhalten von Permanentmagneten, Ge-
bilde aus Eisen, die auch ohne externes Magnetfeld einen Dipolmagneten darstellen.
Erst bei einer grofleren Erwarmung wird die Remanenz zerstort. Bei diesen hohen
Temperaturen wird das Material paramagnetisch. Die Eigenschaften und Ursachen
von Ferromagneten werden im Abschnitt 5.3 behandelt.

In diesem Abschnitt wollen wir uns nun den Eigenschaften paramagnetischer Substanzen
zuwenden. Wie bereits gesagt, besitzen Paramagnete permanente atomare magnetische
Dipole. Diese Dipole m; sind durch die atomaren Gesamtdrehimpulse J; der Elektronen
in den Atomen verursacht

—

Ji

m; = UBg . (5.8)
Dabei bezeichnet g das Bohrsche Magneton
eh
= 5.9
KB 2mc (5.9)

mit e der Elementarladung des Elektrons, m, dessen Masse und ¢ der Lichtgeschwin-
digkeit. Das Bohrsche Magneton ist also der Betrag des magnetischen Momentes fiir ein
Elektron, das sich mit einem Bahndrehimpuls von 1% bewegt. Im allgemeinen Fall setzt
sich der Gesamtdrehimpuls der Elektronen eines Atoms aber nicht nur aus den Bahndre-
himpulsen der Elektronen zusammen, sondern besitzt auch einen Anteil der von den Spins
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der Elektronen herriihrt. Das anormale magnetische Moment dieses Spinanteils wird in
(5.8) durch den sogenannten Lande’schen Faktor g beriicksichtigt.

Fiir den magnetischen Anteil der Energie eines Atoms ¢ in einem externen Magnetfeld gilt
also

-

— —
—

& = —my- Hea:t - _,uBgﬁiHewt

1
= —,uBgﬁJ 7zHz und wenn das Feld in Z-Richtung orientiert ist gilt :
= —ppgmzHy

wobei my die sogenannte magnetische Quantenzahl, das ist die Projektionsquantenzahl
des Gesamtdrehimpulses in 2-Richtung, bezeichnet. Fiir die Energie eines Systems mit N
Atomen folgt

N
E = Em'chtmag. + Zgi (510>

=1

Daraus ergibt sich fiir die Zustandssumme (mit g = 1/7):

Z — Z e_ﬁ(Enichtmag. (T)J’_Zl 61')

s
— e_ﬁEnichtmag.(S) e_ﬁ Zz &
Sy

In diesem Produkt beschreibt die erste Summe iiber s die Zusténde des Systems mit ver-
schiedenen Quantenzahlen ohne Beriicksichtigung der magnetischen Quantenzahlen m.
Die zweite Summe gibt die Zusténde aus den verschiedenen Drehimpulsstellungen wieder.
Wir haben also hier angenommen, dafl die Parameter, die die nichtmagnetischen Bei-
trage zur Energie bestimmen vollkommen unabhéngig sind von den Parametern, die die
Magnetischen Beitrage zur Energie bestimmen. Damit werden alle Kombinationen von
Zusténden, realisiert, bei denen die ‘nichtmagnetischen’ Parameter s einen Wert anneh-
men und die magnetischen Parameter ¢ unabhéngig davon einen Wert aus ihrem Werte-
bereich annehmen. Dadurch wird die Zustandsgleichung faktorisiert in einen nichtmagne-
tischen und einen magnetischen Anteil. Auflerdem konnen wir nun berticksichtigen, dafl
die magnetischen Beitrige zur Energie sich als eine Summe der Einteilchenenergien der
einzelnen Atome 7 ergibt. Auch hier werden natiirlich alle moglichen Einteilchenzustédnde
fiir die einzelnen Atome vollkommen unabhéngig voneinander realisiert, so dafl der ma-
gnetische Faktor der Zustandssumme weiter faktorisiert werden kann in ein Produkt von
Z; fur die einzelnen Atome:

N J
Z — Z e_BEnichtmag. H Z e_ﬂa’i (511)
s =1 m=—J

Fiir die Zustandssumme gilt somit

Z = Zm'chtmag.<Zi)N (512)

J J
mit Zi= Y el =" efrmomten (5.13)

m=—J m=—J
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J
= Z e mit « = BupgHeu (5.14)

m=—J

Dieses Z; als Summe iiber eine Exponentialfunktion 148t sich wie folgt umschreiben.

Zi = Z e

— e_O‘JZ@ ‘ (5.15)

so gilt natiirlich

S—zS = 1—gV+!
1— N+1
g _ 1o

11—z
Setzen wir dieses Ergebnis fiir S mit der Definition von z wieder in (5.15) ein, so ergibt
sich

1 — e(2J+1)
Z, = e —

(5.16)

Mit dieser Zustandssumme, Z;, bezogen auf die verschiedenen Spinorientierungen eines
Atoms, kann man den statistischen Mittelwert fiir die Magnetisierung, das ist in diesem
Fall der Mittelwert fiir die z-Komponente des magnetischen Momentes eines Atoms ¢,
berechnen

. Zm ume_(_NmHext)ﬁ
T 0Z; 0
Zi aHezt aHezt "

Fiir die Gesamtmagnetisierung gilt dann mit Gleichung (5.7)

- L L 0
M, = 27; (my), = N (m;), = NTaHea:t

In Zz
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= T mzZN =T InZ,.s
aHe:rt " ! aHea:t " g
0
da T@H t(ln Zpichtmag.) = 0 nach (5.12)

Mit der Darstellung der Zustandsumme Z; in (5.16) kann man leicht die partielle Ableitung
nach dem externen Felde H,.,; berechnen:
0 0lnZ; O« gup 0
Inz, = = —InZ; 5.14
OHep o OHu ~ T oo % caus (1)
mit  (5.16) folgt somit

— s i{ln sinh(J + ;)oz —In sinh(;a)}

T da
~ gup [(J+ 3)cosh(J 4+ 3)a 5 cosh(ja)
B T sinh(J + 1)a sinh(1a)

Das heifit, die Gesamtmagnetisierung ist:

—

M. = NTIEE {(J+ ;)COth(J—i- ;)Oé - 1C0th(1a)}

T 2 2
= gupB;(a)N (5.17)
In dieser Gleichung wurde die Brillouin Funktion B;(«) definiert:
Bye) = {(7+3) coth (7 + 5 ) a = 5 coth (Sa )} (5.18)
J(o) = 5 ) co 5) o~ gcoth|za :

Fiir ein paramagnetisches Material, bei dem die Elektronen der atomaren Konstituenten
jeweils den Drehimpuls J besitzen, wird durch Gleichung (5.17) beschrieben, wie sich die
Magnetisierung der Materie als Funktion von « éndert. Dabei ist o nach (5.14) definiert

durch
_ :uBgHe;rt
a _——

T
Wir sehen also, daf§ die Magnetisierung nicht von der Stérke des externen Feldes H.,
und der Temperatur als 2 unabhéngige Parameter abhéngt sondern nur vom Quotienten
% Diese Abhéngigkeit ist in Abbildung 5.1 dargestellt und mit experimentellen Werten
fiir verschiedene Proben verglichen. Die experimentellen Daten wurden bei verschiedenen
Temperaturen aufgenommen und bestétigen, dafl die Magnetisierung nur vom Quotienten
% abhéngt.

Zum néheren Versténdnis dieses Funktionsverlaufs betrachten wir die Ergebnisse fiir die
Magnetisierung in den Grenzbereichen. Zunéchst betrachten wir dazu den Fall o > 1. In
diesem Fall gilt

cother — 1 fir x — oo

und somit 1 1
By(a) — ((J+ 2) - 2) —J (5.19)
Dies bedeutet, dafl die Gesamtmagnetisierung des Materials

—

M. = NgppJ (5.20)
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T T T T T e———&—— %" -7
ST 1 J=5/2

ST 1J=312

$4.2K
013K

o—-— . .y
0 1 2 3 4

H/T [Tesla/K]

Abbildung 5.1: Das mittlere magnetische Moment eines Atoms (in Einheiten
des Bohrschen Magnetons als Funktion von H/T. Die durchgezeichneten Lini-
en entsprechen den theoretischen Vorhersagen der Brillowin Funktion in (5.16)
fiir Materialien mit verschiedenen Gesamtdrehimpulsen der atomaren Elektro-
nen. Die Punkte sind experimentelle Daten fiir verschiedene paramagnetische
Materialien, die zum Teil bei einer Temperatur von 4.2 K (Rauten) bzw bei 1.3
K aufgenommen wurden.
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Jedes der N Atome hat also seinen Spin maximal parallel zur z-Achse ausgerichtet und
tragt daher mit dem Beitrag gupJ zur Magnetisierung bei. Um grofie Werte fiir a zu
erreichen, mufl man entweder grofle Felder anlegen oder zu sehr tiefen Temperaturen
tibergehen. Um z.B. bei Raumtemperatur (300 K) einen Wert von o ~ 1 zu erhalten,
miite man ein Feld von 500 Tesla oder 5 * 106 Gauf} erzeugen. Dies sind gewaltig grofe
Magnetfelder. So ist z.B. das Magnetfeld im JET dem Tokamak Fusions Labor der Eu-
ropiischen Gemeinschaft “nur” 10° GauB. Zur Messung der experimentellen Punkte, die
in Abbildung 5.1 gezeigt sind, wurden deshalb tiefe Temperaturen (1.3 K und 4.2 K)
erzeugt, was dann entsprechend niedrigere Magnetfelder erfordert.

Fiir x < 1 ndhert man die coth Funktion durch die Taylor Reihe

1 1 1
the = —{1+-2>— —a'}~—+= 5.21
coth x{ +32 = } ~ 37 (5.21)

Die Brillouinefunktion wird somit fiir o« < 1 zu

o) = [(+2) (gt + b+ i) 1249

J(J+1
D),

das heif3t fiir kleine Felder oder “normale” Temperaturen ist

J(J+1
M, = NguB(;)Oé
J(J+1)H
_ N 2 2 -
9 M373 T
= XH
Fiir kleine « gilt also die Beziehung
1)1
X = NgQMQBJ(J;_)T dh. X~T7! (5.22)

Die Suszebtibilitdt paramagnetischer Materialien féllt also mit wachsender Temperatur
proportional zu § = 1/T ab. Dieser Zusammenhang ist unter dem Namen Curie Gesetz
bekannt.
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. . Adiabatistiee
Komyprimmienen Y

im Wamnmetiadd :

Abbildung 5.2: Erniedrigung der Temperatur durch Verrichtung adiabatischer
Arbeit. Das Gas wird in Kontakt mit dem Warmebad komprimiert (linke Sei-
te) und erreicht durch die adiabatische Ezpansion (rechte Seite) eine tiefere
Temperatur

5.2 Kiihlen durch Adiabatische Entmagnetisierung

In diesem Abschnitt sollen die Parallelen zwischen makroskopischen Systemen, die durch
verschiedene externe Parameter beeinflufit werden, weiter verdeutlicht werden. So soll hier
gezeigt werden, dafl Kiihlprozesse bei denen ein Gas (duflerer Parameter Volumen) oder
ein paramagnetisches Material (duflerer Parameter Magnetfeld) ganz analog ablaufen.
Gleichzeitig stellen wir mit dem Verfahren der Kiihlung eines paramagnetischen Materials
durch adiabatische Entmagnetisierung eine moderne Methode vor, mit denen sehr tiefe
Temperaturen (77 < 1°K) erreicht werden kénnen. Zunichst einmal die Abkiihlung
eines Gases, so wie sie schematisch in Abbildung 5.2 dargestellt ist.

Das Gasvolumen befindet sich im Kontakt mit dem Wérmebad der Temperatur 7; (linkes
Teilbild). Es wird durch Kompression auf das Volumen V; gebracht. Dabei wird Arbeit
in das System gesteckt, es nimmt Energie auf. Durch den Kontakt mit dem Warmebad
wird jedoch die Temperatur konstant auf 7T; gehalten und die zugefiihrte Energie fliefit
als Wirme ins Warmebad ab. Nun isoliert man das Gas und expandiert es quasiadiaba-
tisch auf das Ausgangsvolumen. Bei diesem adiabatischen Prozefl bleibt die Entropie des
Gases erhalten, es wird also wegen Q) =T dS keine Wérme zu- oder abgefiihrt. Bei der
Expansion leistet das Gas auf Kosten seiner Inneren Energie Arbeit, das heifit es kiihlt
sich ab auf die Temperatur 7%. Die Anderung der inneren Energie

dE =TdS — pdV = T(SYC? —pdV = —pdV da 0Q =0 (5.23)
ist negativ, die innere Energie nimmt ab. An dieser Beziehung sehen wir gleichzeitig, dafl
der Energieverlust des Gases und damit die Reduktion der Temperatur maximal ist, wenn
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NS s -
. © T, H
Ti Hmin \\ , f
\e——
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e Adiabatfiedh
Magmetiséezean e

Abbildung 5.3: Einfluf$ der isothermen Magnetisierung und adiabatischen Ent-
magnetisierung auf Energien und die Besetzung der atomaren Energieniveaus
fir ein System mit Spin 3/2

dS = 0 ist, der Expansionsprozess also adiabatisch ablauft. Zum Erreichen noch tieferer
Temperaturen kénnte man diesen Prozess wiederholen, man braucht allerdings dafiir ein
Wairmebad, das das Gas bei der Kompression in diesem Fall auf der bereits erreichten
Temperatur Ty halt.

Nun zur entsprechenden Kiihlung paramagnetischer Substanzen. Die Probe ist zu Beginn
im thermischen Kontakt mit einem Wirmebad aus fliisssigem Helium *He (T =~ 1°K).
Der Wirmekontakt kann z.B. durch ein Gas aus ®He hergestellt werden, das bei dieser
Temperatur noch in der gasférmigen Phase ist. Nun wird ein magnetisches Feld angelegt.
Die Probe wird magnetisiert, und es wird Arbeit geleistet. Die Probe gibt diese zugefiihrte
Energie als Warme an das Wéarmebad ab. Sie hat also nach Erreichen des Gleichgewichtes
wieder die Temperatur des fliissigen Heliums. Durch Abpumpen des Heliumgases wird die
Probe nun thermisch isoliert und das Feld wird quasistatisch auf Null gebracht. Die Probe
gibt dabei die Energie der Magnetisierung ab und kiihlt sich dabei ab, da sie ja bei diesem
adiabatischen Vorgang keine Wirme aufnehmen kann. Als Ergebnis der adiabatischen
Entmagnetisierung sinkt die Temperatur der Probe unter die des fliissigen Heliums ab.
Es lassen sich so Temperaturen bis 107K erreichen.

Qualitative Betrachtung:

Dieser Kiihlprozess durch adiabatische Entmagnetisierung kann sehr einfach durch die
Diskussion der Besetzungswahrscheinlichkeiten der verschiedenen atomaren Niveaus des
Paramagneten dargestellt werden (siehe Abbildung 5.3). Das isotherme Einschalten des
Magnetfeldes von H,,;, nach H,,,, ist schematisch in der linken Teilhélfte der Abb. 5.3 fiir
ein paramagnetisches Material mit atomarem Spin J = 3/2 dargestellt. Durch das grofiere
Magnetfeld H,,,, wird die Energiedifferenz zwischen den atomaren Niveaus mit verschie-
den Spinprojektionsquantenzahlen m, vergroflert. Fiir die Besetzungswahrscheinlichkeit
des Zustandes mit der magnetischen Quantenzahl m, gilt entsprechend der Boltzmann
Verteilung nach diesem ersten Schritt :

—&;

p; = ae T g; = g Hnazm. (5.24)
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Das energetisch niedrigste Orbital, in dem der Spin maximal parallel zum Magnetfeld ori-
entiert ist, ist sehr viel stéarker besetzt als vor dem Anschalten des Magnetfeldes, wihrend
die hoheren Niveaus entsprechend schwicher besetzt sind. Durch das FEinschalten des
Magnetfeldes ist das System stéirker geordnet, die Entropie nimmt also dabei ab. Das Ab-
schalten des Magnetfeldes, dargestellt im rechten Teil von Abb. 5.3 erfolgt adiabatisch,
die Besetzungswahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Niveaus bleiben also unverdndert
obwohl sich die Energien verschieben. Es gilt also fiir die Besetzungswahrscheinlichkeiten
in diesem Endzustand:

e
Ty

pr = e er = pupgHpminm, (5.25)

Die Indices ¢ und f in (5.24) und (5.25) stehen fiir “initial” und “final”. Da die Beset-
zungswahrscheinlichkeiten sich in diesem adiabatischen Prozess nicht &ndern, folgt :

o L & _&s
pi = Py T; - Tf
d.h. ,uBgHmazmz _ ,U/BgHmznmz
T; Ty
Hmin . Hmin
= Ty = TiHmaz mit I <1 (5.26)

Die erreichte Endtemperatur 7 wird also dadurch begrenzt, daf§ das atomare Magnetfeld
nicht abgeschaltet werden kann. Durch die atomaren Strome und das magnetische Moment
des Kerns ergibt sich ein molekulares Restfeld H,,;,, das von Null verschieden ist, sodaf
auch die Endtemperatur 7T’ grofier als Null ist.

Behandlung mit Methoden der Thermodynamik:

Dieser Vorgang der Temperaturdnderung durch Entmagnetisierung soll nach dieser ein-
fachen qualitativen Betrachtung etwas genauer mit den Relationen der Thermodynamik,
die wir im Kapitel 3 erarbeitet haben, betrachtet werden. Da mechanische Arbeit nur in
Form der magnetischen Energie geleistet wird, geniigen die Parameter H und 71" zur Fest-
legung eines Makrozustandes unseres Systems. Man kann also auch die Entropie eindeutig
als Funktion dieser beiden Parameter beschreiben. Fiir Prozesse, bei denen die Entropie

konstant bleibt, gilt
08 0S
dS === | dT — | dH =
o= (ar), e () o=

85 83
2 dar=—(22) aH
(ar), 7=~ (5a),

05
ory __(Gi), (5.27)
OH ] ¢ (@) ’

or) g
Um diesen Ausdruck weiter auszuwerten betrachten wir zunéchst einmal die spezifische
Wiérme bei konstantem magnetischen Feld

Cy(H,T) = (g?) =T <g§:>H : (5.28)

Daraus ergibt sich

beziehungsweise
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sodaf} sich der Nenner des Ausdrucks auf der rechten Seite von (5.27) ergibt zu

05\ _Cu

or), T
Zur Bestimmung des Zéhlers in Gleichung (5.27) betrachten wir die freie Energie unseres
Systems:

dF(T,H) = —-SdT — MdH
8F> ( OF )
= |==| dI'+ | == | dH
(or), 7+ (58,
028 08 oM

— | == |==] =—| == (5.29)

JOTOH ) . oH ), or )
Wir haben in dieser Gleichung analog zum Vorgehen im Abschnitt 3.4 ausgenutzt, dafl die
zweiten Ableitungen unabghéngig von der Reihenfolge der Argumente sind, nach denen

abgeleitet wird. Das Ergebnis ist sozusagen eine Maxwellrelation fiir ein magnetisches
System. Um nun (23)y zu bestimmen, beriicksichtigen wir daf die Magnetisierung M =

aT
XH ist, also
oM oX
(or), -7 (&),

damit schreiben wir Gleichung (5.27) um in

T HT [0X
OH ] ¢ Cy \OT ),
Es reicht also die Kenntnis von X und Cpy aus, um (8 H)S also die Anderung der Tem-

peratur bei adiabatischer (S=konst) Anderung des Magnetfeldes H zu bestimmen. Die
Temperaturabhéngigkeit der Suszebtibilitéit X ergibt sich aus dem Curie Gesetz (5.22)

X(T) = % mit  a ~ p5h
sodaf folgt:
ox__a
or T2

Fiir die Abhéngigkeit der Wérmekapazitat von H folgt mit Gleichung (5.28)
(), = (au " (ar),)
oH ). OH o) yl) o
028

o ( sior)

B 028

B OTOH

- i . mit (5.29)folgt

= ar 229)folg
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82M>
or? ),

9%X . .
= TH v und mit den Curie Gesetz
oT "
T3
oC 2aH
T

Durch Integration dieser Gleichung finden wir
Cu(H,T) = Cu(0,T) +/H 9Cu
— Cu(0,7) +/ TH’ YaH' aus (5.31)
= Cy(0,T) + ﬁH2
= —(b+aH? (5.32)

In der letzten Zeile dieser Gleichung haben wir angenommen, dafl die Temperaturabhéng-
igkeit der spezifischen Wirme auch bei H = 0 proportional zu 72 ist. Nun setzen wir
diesen speziellen Ausdruck in Gleichung (5.30) ein und erhalten

Gl o HT (_i)_ aHT
OH )y  &H(b+aH?)" T2 (b+aH?)’

Durch Umschreiben dieser Gleichung erhalten wir

d7T B aH
T b+ aH?
also AT 1 2aH
dInT = fdln(b taH?) = -2

T
Die Integration dieser Gleichung liefert

2b+ aH?

Ty Hy ] 9
/ dlnT:/ SdIn(b + aH?)
T H; 2

das heifit ) 72
T 1
In=L =-1n +aty
T; b+ aH?
oder )
Tf b + CLH]% 2

Der Parameter b wurde in (5.32) eingefithrt um die spezifische Warme bei H = 0 zu
parametrisieren. Setzen wir diesen Parameter zu Null so liefert unsere Rechnung ein
Ergebnis(5.33), das der einfachen Abschéitzung von (5.26) entspricht.
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Behandlung mit Methoden der Statistischen Physik:

Zum Abschlufl dieses Abschnittes soll der Kiihlvorgang auch noch mit den Methoden
der Statistischen Mechanik aus dem Kapitel 4 im ST-Diagramm diskutiert werden. Wie
sieht die Entropie eines paramagnetischen Systems als Funktion von Temperatur und
Feldstarke aus ? Dazu betrachten wir zunéchst die Freie Energie des paramagnetischen
Systems, die sich ja aus der Zustandssumme Z berechnet als :

F(T,H) = -ThZ=F,—~TNInZ  vgl (5.12)
inh(J + 1
_ py - TN S F e (5.34)
sinh 70
mit o= grsH
T
(5.35)

( Fy ist hier der Anteil der freien Energie, der aus den nicht magnetischen Freiheitsgraden
des Systems resultiert.) Die Entropie ergibt sich aus der Ableitung der Freien Energie

nach det Temperatur
= -S= or
- \ar ),

Durch Ableiten des Ausdrucks (5.34) erhalten wir
sinh(J + 3)a

sinh %a

S=S+N ~ Na{(J + ;) coth(J + ;)a - ;coth(;a)} (5.36)
Die daraus resultierenden Funktionen sind schematisch in Abb. 5.4 fiir die Magnetfelder
H i und H,poz, was ja zu den entsprechenden o, und @, in (5.36) fithrt, als Funktion
der Temperatur 7' dargestellt. Man sieht in dieser Darstellung die bereits zu Beginn
dieses Abschnittes diskutierte Reduktion der Entropie bei dem isothermen Anschalten
des Magnetfeldes. Auch die Reduktion der Temperatur bei dem adiabatischen Abschalten
des Magnetfeldes wird deutlich. Fiir tiefe Temperaturen ndhern sich die beiden Funktionen
S(T) aneinander an. Es gilt ndmlich fiir 7' — 0, das heift @ — oo

1
Fiir x — oo geht sinhx — §ex und cothzx — 1

Eingesetzt in (5.36) ergibt sich also

S = Sot+ N((J+D)a—ta) = Na((7+ 3= 4

2 2 2 2
S — SO
Dies erfordert bereits das Nernstsche Theorem, nach dem ja die Entropie im Grenzfall
T = 0 eindeutig also auch unabhingig vom Magnetfeld sein muf}. Diese Angleichung

hat aber auch zur Folge, dafl dieser Kiihlprozess bei sehr niedrigen Temperaturen sehr
ineffizient wird. In diesem Grenzfall niedriger Temperaturen wird schliellich

upH >T

die magnetischen Freiheitsgrade des Elektronenspins frieren aus, so wie wir das bereits
am Beispiel des Einsteinmodells des Festkorpers im Abschnitt 4.5 diskutiert haben. Noch



Ti T

Abbildung 5.4: Kihlung durch adiabatische Entmagnetisierung im ST Dia-

gramm. Schematische Darstellung der Funktion S(T) nach (5.36) fir 2 ver-
schiedene Magnetfelder.

tiefere Temperaturen erreicht man dann wenn man den Paramagnetismus des Kernspins
ausnutzt. Die magnetischen Momente der Atomkerne sind um einen Faktor 2000 klei-
ner als die atomaren magnetischen Momente, diese Freiheitsgrade frieren also erst bei
entsprechend niedrigeren Temperaturen aus.
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5.3 Der Ferromagnetismus

Der Ferromagnetismus beruht auf einer Wechselwirkung zwischen den Nachbaratomen im
Kristallgitter. Diese Wechselwirkung versucht die magnetischen Momente benachbarter
Atome parallel zu stellen. So konnen sich dann grofie Bezirke ausbilden, in denen alle
Spins parallel orientiert sind und auch bei verschwindendem externen Magnetfeld ein ma-
kroskopisches magnetisches Moment bestehen bleibt. Zunéchst méchte man annehmen,
dafl diese Wechselwirkung durch die Dipol-Dipolwechselwirkung gegeben ist; also die klas-
sische Wechselwirkung eines magnetischen Momentes mit dem Magnetfeld, das durch die
magnetischen Momente der Nachbaratome erzeugt wird. Unsere folgende Abschétzung
zeigt jedoch, dafl dies nicht der Fall sein kann. Ein Dipol g am Koordinatenursprung
erzeugt eins magnetisches Feld am Ort 7

$orlen J) i) o

o 2
Damit ist die Wechselwirkungsenergie des Magnetfeldes mit einem magnetischen Moment
i an der Position 7 gleich

|H(r)| = | (5.37)

L=y
EWW = — [y - ~ ng (538)
Fiir den Atomabstand 7 = 2-107'%m und pp ~ 1072*Z ergibt sich eine Wechselwirkungs-
energie von 1.5-10723.J, was etwa einer Temperatur von 1K entspricht. Diese Wechselwir-
kung kénnte Ferromagnetismus bei einer Temperatur unterhalb 1K erzeugen, aber nicht
bei Zimmertemperatur, wo elementares Eisen jedoch ferromagnetisch ist.

Die Orientierung der Spins geschieht also nicht durch die magnetische Wechselwirkung,
sondern basiert auf dem quantenmechanischen Pauli-Prinzip. Die Wellenfunktion zweier
Fermionen muf} antisymetrisch sein. Bezeichnen wir mit (1, 2) die Wellenfunktionen fiir
Teilchen 1 und 2 gilt also

¥(2,1) = —Y(1,2) (5.39)

Die Gesamtwellenfunktion ¢ 18t sich nun als ein Produkt einer Wellenfunktion im Orts-
raum (®) und einer Funktion in Spinraum (&) und es gilt

D(rg, 1) - £(82,81) = —=P(1r1,72) - £(51, $2) (5.40)

Ist nun die Spinwellenfunktion symetrisch (£(s2, s1) = £(s1, $2)), dies ist der Fall wenn die
Spins parallel stehen, so muf also die Ortswellenfunktion antisymetrisch sein. Damit ist
aber die Wellenfunktion fiir r; = r9 = r identisch 0. Dies bedeutet, dafi die Wahrschein-
lichkeit fiir Fermionen mit parallelen Spins sich am selben Ort aufzuhalten auch gleich
0 ist. Fiir Teilchen mit antiparallelen Spin ist die Spinwellenfunktion antisymetrisch und
die Fermionen konnen sich am selben Ort aufhalten. Fiir zwei Elektronen, die sich in den
Valenzschalen der Atome des Kristallgitters befinden und fiir das magnetische Moment
des Atoms verantwortlich sind, bedeutet dies, daf§ im Fall von antiparallelen Spins die
volle Coulombrepulsion wirkt. Fiir Elektronen mit parallelen Spins sorgt das Pauliprinzip
dafiir, dafl sich die Teilchen nicht zu nahe kommen und die Wechselwirkung ist ent-
sprechend weniger repulsiv. Vereinfacht kann diese Austauschwechselwirkung dargestellt

werden durch o
Ei:j - _QR(T>SZ : Sj ~ _21‘1(7’)52'25]'2 (541)
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wobei k(r) eine Funktion fiir die Stédrke der Austauschwechselwirkung in Abhéngigkeit
vom Abstand der beiden Elektronen r ist. In der zweiten Gleichung nehmen wir an, dafl
die zeitlichen Mittelwerte fiir die x— und y—Achse, die nicht als Quantisierungsachse
fiir die Spinprojektion gewéhlt worden sind, im Mittel identisch null sind und daher
keinen Beitrag liefern. Wie aus unserer obigen Diskussion der Austauschwechselwirkung
deutlich wurde, fillt die Starke der Wechselwirkung rasch mit wachsendem Abstand der
Atome ab. In den Modellvorstellungen kann man sich deshalb bei der Beschreibung dieser
Wechselwirkung darauf beschrinken, dafl der Wert von x nur fiir die Atome in der néchsten
Nachbarschaft von Null verschieden ist.

Mit dieser Austauschwechselwirkung ist die Energie des Gesamtsystems aber nicht mehr
einfach die Summe von den Energien der einzelnen Atome, wie wir das z.B. bei der Behand-
lung des Paramagnetismus in Gleichung (5.10) aber auch bei der Behandlung eines Idealen
Gases annehmen konnten. Dies hat zur Folge, daf§ wir die Zustandssumme nicht mehr als
ein Produkt von Zustandssummen fiir die einzelnen Teilchen schreiben koénnen, wie wir
das in (5.12) getan haben. Das bedeutet aber, da§ wir zur Berechnung des magnetischen
Anteils der Zustandssumme iiber alle moglichen Spinorientierungen der N atomaren Spins
summieren miissen. Dies ist aber selbst fiir eine relative geringe Zahl von einigen hundert
Atomen unmoéglich, wie wir in einer Abschitzung des erforderlichen Rechenaufwandes
zu Beginn des néchsten Abschnittes sehen werden. Es miissen also Ndherungsmethoden
entwickelt werden.

Als erste Ndherungsmethode soll in diesem Abschnitt die sogenannte mean field Néherung,
die in der Literatur auch unter dem Namen Molekularfeld Ndherung von Pierre Weifl
eingefithrt wurde. Fiir ein beliebig ausgewihltes Atom j ist die Wechselwirkungsenergie
gleich

ej = —gppHewSj: — 2655 > Ske (5.42)
k=1
Dabei bezeichnet der erste Term die Wechselwirkung mit dem externen Feld und der
zweite Term die Wechselwirkung mit den n néchsten Nachbarn, fiir die (r) einen festen
von Null verschiedenen Wert annimmt. Man kann nun den Wechselwirkungsterm mit den
n Nachbaratome annéhern durch

—2KS;, Z Skx ~ —2kS;.nS, = —gupS;. Hy, (5.43)
k=1
Die wirklichen Spinprojektionen der n Nachbaratome werden also durch den statistischen
Mittelwert n.S, approximiert. Nehmen wir fiir den Augenblick einmal an, dafl wir diesen
Mittelwert kennen, so wirken diese n Nachbaratome auf das Atom j wie ein Magnetfeld,
das Molekularfeld H,,. Damit setzt sich €; wie folgt zusammen:

€j = _g,uB(Hext + Hm>SjZ7 (544)

hat also die gleiche Form wie die Einteilchenenergie eines paramagnetischen Systems mit
dem einzigen Unterschied, dafl zu dem externen Magnetfeld H.,; noch die Wirkung des
Molekularfeldes hinzutritt. Damit kénnen wir also die Techniken, die wir zur Behandlung
des Paramagnetismus entwickelt haben auch hier anwenden. Der statistische Mittelwert
fiir die z-Komponente des Spins ist danach gegeben durch (siehe (5.17))

Sz - B,S‘(Oé) (545)
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mit der Brillouinfunktion fiir Atome mit Drehimpuls oder Spin S (siehe (5.18))

1 1 1
Bg(a) = |(S + =) coth(S + =)a — = coth & (5.46)
2 2 2 2
und dem Parameter "
@ = ppg (5.47)
Daraus folgt fiir unsere Anwendung
H@Z + Hm
a = uBgMT) (5.48)

Dies bedeutet also, dal wir bei einem bekannten Molekularfeld H,, (bzw. «) mit Hilfe von
Gleichung (5.45) den Mittelwert S, ausrechnen kénnen. Andererseits bendtigen wir aber
zur Berechnung des Molekularfeldes nach (5.43) den Wert fiir S,. Die beiden Gleichnugen
(5.43) und (5.45) miissen selbstkonsistent gelost werden. Will man diese Aufgabe nume-
risch 16sen, so bietet sich dazu ein iteratives Verfahren an: Man nimmt zunéchst einen
Wert fiir S, an, bestimmt dazu H,, und berechnet dann einen neuen Wert fiir S, nach
(5.45). Das resultierende S, wird dann im néichsten Schritt benutzt, um einen neuen Wert
fiir H,, zu bestimmen. Dieser Iterationsschritt wird so lange wiederholt bis das Verfahren
(hoffentlich) zu einem Endwert konvergiert.

Fiir die qualitative Diskussion der Ergebnisse soll aber an dieser Stelle eine Losung mit
grafischen Methoden herangezogen werden. Dazu schreiben wir die Gleichung (5.48) um

T
Hy=2" _H.,, (5.49)
“BY

und setzen dies in (5.43) ein. Damit ergibt sich fiir den mittleren Spin

i} T
g, =B {O‘ - Hm} (5.50)
2kn | pBY

Fiir die mittlere Spinprojektion gelten somit zwei unabhénige Gleichungen. Erstens gilt
Gleichung (5.45) und zweitens gilt jedoch (5.50).

g _W{w_

v =5 = 1BY

Hext} - Bs(Oé) (551>
Es gilt also nun den Wert « zu finden, fiir den diese Gleichung eine Losung besitzt.
Kennt man diesen Wert von «, so lafit sich damit auch H,, oder S, bestimmen. Fiir
eine Abschétzung bietet sich ein graphisches Losungsverfahren an. Man plottet die bei-
den Funktionen y(«) aus (5.51) als Funktion von «. Die selbstkonsistenten Losungen «;
ergeben sich dann aus den Schnittstellen dieser Funktionen

a) Losungen fiir H.,; =0

Als erstes Beispiel wollen wir Losungen fiir den Fall betrachten, dafl kein externes Feld
vorliegt. Ein solches Beispiel ist in Figur 5.5 dargestellt. In dieser Figur ist einmal die
Brillouin Funktion fiir den Fall daB8 der Spin der Atome S = 7/2 ist als Funktion von
a aufgetragen. Ausserdem sind fiir die Temperaturen 7' = 2, 4 und 6.5 die Funktionen
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Abbildung 5.5: Grafische Darstellung der Funktionen aus Gl.(5.45) und (5.50)
bei verschiedenen Temperaturen mit einem externen Magnetfeld H..; = 0. Die
Einheiten fir Temperatur und Magnetfeld sind so gewdhlt, daf$ gup = 2nk =1
ist. Fir den atomaren Spin wurde S = 7/2 gewdhlt.

(5.50) eingezeichnet. Hier und im folgenden sind die Einheiten, in denen wir Magnetfelder
H und Temeraturen 7" messen so gewahlt, daBl gup = 2nk = 1 ist. Ein Schnittpunkt
einer Geraden mit der Brillouinfunktion bedeutet, da§ die Gleichungen (5.45) und (5.50)
erfiillt sind, wir also eine selbstkonsistente Losung der mean field Gleichungen erhalten
haben. Fiir alle Temperaturen gibt es in Abb. 5.5 einen Schnittpunkt der zugehérigen
Geraden mit der Brillouinfunktion bei o = 0. Dies entspricht der trivialen Losung, S, = 0
also keine Magnetisierung des Systems, die auch bei einem Paramagneten fiir H,,; = 0 zu
finden ist. Bei den tieferen Temperaturen treten aber neben dieser trivialen Losung auch
noch Losungen bei positiven und negativen Werten von « auf. Dies entspricht aber auch
positiven und negativen Werten des mittleren Spins 5., was bedeutet, dal das System
bei diesen Losungen eine Magnetisierung in Richtung der z-Achse oder aber antiparallel
zur z-Achse aufweist. Eine genauere Untersuchung der Freien Energie dieser Losungen
wiirde zeigen, dafl in diesem Fall die Losung bei o = 0 einem lokalen Maximum der
Freien Energie entspricht, wihrend die Losungen bei den von null verschiedenen Werten
von « zu den Minima der Freien Energie gehort. Die Natur realisiert also diese Losungen
bei den Minima, was sich ja dann in einer Magnetisierung eines Permanentmagneten aus
ferromagnetischem Material d&uflert, der eine Magnetisierung zeigt, auch wenn das externe
Magnetfeld identisch null ist.

Vergroflert man die Temperatur, so ergeben sich kleinere Werte fiir den Betrag des Pa-
rameters o und damit auch fiir den Betrag des mittleren Spins S. (sieche Abb. 5.5). Bei
grofien Temperaturen (in den Beispielen der Abb. 5.5 bei T=6.5) gibt es nur noch einen
Schnittpunkt der beiden Funktionen also nur noch die Losung bei a = 0 mit einem Wert
fiir S, = 0. Schemtaisch wird in Abb. 5.6 das entsprechende Verhalten der Freien Energie
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#eic Energie

Abbildung 5.6: Schematische Darstellung der Freien Energie als Funktion von
a und T.

als Funktion von « bei verschiedenen Temperaturen 7' dargestellt. Bei tiefen Tempera-
turen erhalten wir 2 Minima fiir die Freie Energie bei Werten o ungleich Null. Oberhalb
einer kritischen Temperatur 7', die in diesem Fall den Namen Curie Temperatur hat,
gibt es nur noch ein Minimum bei o = 0, was ja dem Verhalten eines Paramagneten
entspricht.

Es stellt sich daher die Frage, bei welcher Curie Temperatur findet dieser Phaseniiber-
gang vom Ferromagnetismus zum Paramagnetismus statt? Aus der Diskussion der gra-
fischen Losung der selbstkonsistenten Gleichungen in Abb. 5.5 sieht man, dafl es genau
dann zu 3 Schnittpunkten, also 3 Losungen kommt, wenn die Ableitung der Brillouin
Funktion Bg(«) nach dem Parameter o an der Stelle « = 0 grofler ist als die Steigung
der Geraden aus (5.50)

8Bg(a) T
a= o 5.52
Oa lao 2nk (552)
Fiir kleine v konnen wir Bg(«) entwickeln und erhalten (vergl. Gl. (5.21))
S(S+1
Bs(a) = O‘<3+) (5.53)
mit dieser Naherung schreibt sich also die Bedingung (5.52)
S(S+1) T
> 5.54
3 2nk (5:54)
beziehungsweise
2nkS(S + 1
T < "“;H =7, (5.55)

wobei die Curie-Temperatur T also in dieser Naherung der Molekularfeldtheorie be-
stimmt ware.
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Abbildung 5.7: Grafische Darstellung der Gleichungen der Molekularfeldndhe-
rung fiir verschiedene Werte des externen Magnetfeldes. Vergleiche auch
Abb. 5.5

b) Losungen der Molekularfeldgleichungen fiir H.,; <0

Beispiele fiir die selbstkonsistenten Losungen der Molekularfeldgleichungen (5.45) und
(5.50) bei einer Temperatur 7' = 1.5 und verschiedenen Werten fiir H,,; sind in Abb. 5.7
dargestellt. Nimmt man negative Werte fiir H.,; an, was ja bedeutet, dafl ein externes
Magnetfeld antiparallel zur z-Achse ausgebildet hat, so werden in der grafischen Dar-
stellung der Funktion aus (5.50) nach oben verschoben. Dadurch verschieben sich die
Schnittpunkte mit der Brillouinfunktion. Die Losung bei positiven Werten von « fiithrt
zu kleineren Werten. Dies bedeutet, daf eine bestehende Magnetisierung in diesem Fall
durch das duflere Feld abgeschwécht wiirde. Die Losung bei negativen Werten von « wird
zu noch negativeren Werten verschoben, das externe Feld verstirkt also die Magnetisie-
rung. Unterschreitet das externe Magnetfeld einen bestimmten Grenzwert (He,y < Hpin),
so entfillt die Losung bei positiven Werten von « (siehe Beispiel He,y=-1.7 in Abb. 5.7).
Entsprechendes gilt fiir den Ubergang zu positiven externen Magnetfeldern. Trigt man al-
so als Ergebnis die resultierenden Werte fiir die Magnetisierung als Funktion des externen
Magnetfeldes auf, so ergibt sich ein Verhalten wie in Abb. 5.8 dargestellt. Dies entspricht
dem FErgebnis der Molekularfeldnédherung fiir das Hysterese Verhalten von Ferromagneti-
schen Materialien. Quantitative Ergebnisse dieser Molekularfeldnédherung lassen sich sehr
einfach mit Hilfe von Programmpaketen wie MAPLE, MATHEMATICA oder &hnlichen
erzielen. Ein Beispiel fiir die Losung der Molekularfeldgleichungen mit MAPLE wird im
Anhang B vorgestellt.

c) Verhalten bei Temperaturen 7' > T

Als letzter Punkt in diesem Abschnitt soll das Verhalten der Magnetisierung von Ferroma-
gneten bei Temperaturen oberhalb der Curie-Temperatur untersucht werden. In diesem
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A Magnetisierung
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Abbildung 5.8: Schematische Darstellung der Magnetisierung als Funktion des
externen Magnetfeldes.

Fall (hohe Temperatur was ja gleichbedeutend mit niedrigem Wert fiir « ist) konnen
wir die Brillouinfunktion wieder entsprechend Gl. (5.21) entwickeln und erhalten fiir die
Gleichung (5.51)

(0%

_ T 1
5. - Q’“‘B{O‘_Hm} _ S5+
2nk | uBg 2nk

Daraus ergibt sich

2nkS(S + 1)

_ 3

—To (siehe 5.55)

=T = _g,UBHe:ct

wobei wir die Curie-Temperatur T¢ nach (5.55) identifizieren kénnen. Aufgelost nach «
ergibt sich
g,U/BHext
o=
T-TC

Setzt man dies Lésung fiir « in die Berechnung von S, = Bg(a) ein und nihert die
Brillouinfunktion wieder durch die Entwicklung (5.21) an, so ergibt sich fiir die Magneti-
sierung

M, = NgupS. = NgupBs(a)
S(S+1
— Ngup 28,
2nk
Ng*gS(S +1)

- Hex
3(T —Tp) !
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Dieses Ergebnis entspricht dem Curie-Gesetz (5.22) fiir die Magnetisierung von Parama-
gneten, wenn wir T = 0 setzen. Oberhalb der kritischen Temperatur 7 verhélt sich
also ein Ferromagnet wie ein Paramagnet allerdings mit einer Temperaturabhéngigkeit
bezogen auf die Curie-Temperatur T¢.
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5.4 Das Ising-Modell

Wie bereits im vorhergehenden Abschnitt betrachten wir auch hier ein Modell fiir einen
Ferromagneten, bei dem Teilchen mit einem Spin S und entsprechendem magnetischen
Moment auf den Plédtzen eines Kristallgitters vorgegeben sind. Der magnetische Anteil
zur Energie dieses Systems ist gegeben durch

E= —g,uBHenZSiz - 2K Z Siszz (556)
4 <2,)>

Dabei steht S;, fiir die Projektion des Spins des Teilchens auf dem Platz ¢ in z-Richtung
und somit der 1.Term auf der rechten Seite der Gleichung (5.56) fiir die Energie der ein-
zelnen Spins in einem externen Magnetfeld H.,;, das in z-Richtung anliegt. Der 2. Term
der Gleichung (5.56) beschreibt den Energiebeitrag durch die Wechselwirkung von Spins
auf benachbarten Plitzen in einem Ferromagneten. Die Summe (< 4,5 >) ist dabei be-
schriankt auf Paare néchster Nachbarn in dem Spingitter und wir nehmen an, dafi die
Wechselwirkungsenergie allein durch das Produkt der z-Komponenten der Spins gegeben
ist, da der Erwartungswert fiir die x- und y-Komponenten von S verschwindet. x schliellich
bezeichnet die Stéirke der Wechselwirkung zwischen den Nachbaratomen. Dieses Modell
tragt den Namen Ising-Modell.

Das Ziel ist es nun bei vorgegebenen Werten fiir H.,;, x und der Temperatur T die Zu-
standssumme fiir das Spinsystem zu berechnen:

Z(Hep, 5, T) = > e B/ (5.57)

Die Summe in dieser Gleichung geht iiber all moglichen Kombinationen der Spinorien-
tierungen und E bezeichnet jeweils die nach (5.56) berechnete Energie, die sich fiir die
jeweilige Kombination ergibt. Ist die Zustandssumme berechnet, 148t sich daraus die Ma-
gnetisierung M, berechnen, die ja dem gesamten magnetische Moment pg.s des Systems
entspricht:

T 0Z

E aI{ezmt
olnZz

aHext

Mz = HGes

=T
(5.58)

Wegen der Wechselwirkung zwischen benachbarten Spins in (5.56) faktorisiert die Zu-
standssumme jedoch nicht in eine Zustandssumme fiir die einzelnen Konstitutenten und
die Zahl der Summanden ist deshalb viel zu grof§ um eine direkte Berechnung fiir ein Sy-
stem mit hinreichend vielen Gitterpunkten zu ermoglichen. Daher wollen wir das Modell
zunéchst einmal in der folgenden Weise vereinfachen:

e Wir betrachten ein System mit einem Spin S = 1/2. Damit reduziert sich fiir jeden
Spin die Summation iiber die verschiedenen Spinprojektionen S;, auf die Werte
Siz = +1/2 und S;, = —1/2.

e An Stelle eines Gitters in 3 Raumdimensionen untersuchen wir ein 2-dimensionales
Gitter (2-dimensionales Ising-Modell). Dies kann als ein Modell fiir eine Oberfliche
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angesehen werden. Durch die Reduktion auf 2 Raumdimensionen wird die Zahl
der Gitterpunkte und damit die Zahl der Summanden in (5.57) natiirlich enorm
reduziert.

e Wir nehmen an, dal in jeder Raumrichtung nur 10 Gitterpositionen beriicksich-
tigt werden miissen, also insgesamt nur 100 Gitterpliatze auftreten. Angesichts der
Verhéltnisse in einem realistischen Kristallgitter ist dies natiirlich eine enorme Ein-
schriankung.

Bei einer Reduktion auf so wenig Gitterpunkte, wie gerade dargestellt, liegen relativ viele
Gitterpunkte auf dem Rand und haben weniger Nachbaratome als solche in der Mitte.
Um diese Randeffekte auszugleichen, bei einem realistischen Kristallgitter spielen solche
Oberflicheneffekte ja eine untergeordnete Rolle, beriicksichtigt man in diesen Modellen
eine Wechselwirkung der Atome auf dem Rand mit solchen Gitterpunkten, die auf dem
gegeniiberliegenden Rand liegen. Bezeichnen wir die Gitterpldtze mit einem Index z (y)
fiir die Zeilen (Spalten) des 2-dimensionalen Gitters, wobei x und y die Werte 1,2...,10
annhemen kann. Ein Gitteratom auf dem unteren Rand (x,y = 1) besitzt also 3 Nachbarn
in der direkten Umgebung mit den Koordinanten (z+1,1), (x—1,1) und (z, 2), auflerdem
wird aber auch das Atom auf dem oberen Rand mit den Koordinaten (z, 10) als Nachbar
betrachtet. Entsprechendes gilt fiir die Atome am linken und rechten Rand. Da also die
Rénder jeweils “zusammengeklebt” werden, so dafl sich fiir die Achse ein Kreis bildet,
spricht man von zyklischen Randbedingungen.

Doch trotz der gravierdenden Einschrénkungen in unserem Modell ergeben sich fiir 100
Gitterpunkte mit jeweils 2 moglichen Spineinstellungen noch

2! ~ 10*Konfigurationen (5.59)

und damit entsprechend viele Summanden in der Zustandssumme (5.57). Wenn wir nun
annehmen, dafl ein Cluster von parallel geschalteten Computern in jedem Takt eine Kon-
figuration definieren, die Energie dieser Spinkonfiguration berechnen und auch noch den
Beitrag zur Zustandssumme addieren kénnte; wenn wir weiter annehmen dafl die Taktra-
te 1000 MHz betrigt (das ist die zur Zeit (im Jahr 2000) schnellste Taktrate fiir einen
Pentium Prozessor), so wiirde dieser Rechner doch immer noch 4 * 10'® Jahre benédtigen
um die Zustandssumme unseres extrem einfachen Modells fiir nur jeweils einen Wert von
H..;,xk und T zu berechnen. Das ist immer noch das dreitausendfache des Zeitalters des
Universums. Wenn also unser Supercomputer bereits zu Zeiten des Big Bang mit seiner
Rechnung gestartet wére, so hitte er bis heute nur einen kleinen Bruchteil seiner Aufgabe
bewiltigt. Also auch bei einer betréchtlichen Verbesserung der méglichen Rechnerleistun-
gen wird eine solche direkte Berechnung der Zustandssumme mit vertretbarem Aufwand
keine Ergebnisse liefern. Wir miissen uns also schon einen geschickten Algorithmus ein-
fallen lassen, mit dem wir wenigstens ndherungsweise ein brauchbares Ergebnis fiir Z
erhalten konnen

Will man die Magnetisierung, bzw. das statistische Mittel der gesamten Spinprojektion
S, in z-Richtung berechnen, so versucht man ja zu berechnen:
o Zr SZ (T)B_ET/T

S, = 7 (5.60)

= Z S.(rw(r) (5.61)
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In diesen Gleichungen laufen die Summen wieder iiber die méglichen Spinkonfiguratio-
nen r, S,(r) ist die gesamte Spinprojektion fiir die Konfiguration r» und Z bedeutet die
Zustandssumme. Eine direkte Berechnung von (5.60) ist also wegen der grofien Zahl der
Summanden r nicht moglich. Anstatt bei dem Mittelungsverfahren alle Summanden zu
beriicksichtigen, kann man aber versuchen einige Summanden zufillig auszuwéhlen, in der
Hoffnung, dafl eine Mittelung iiber diese zuféllige Auswahl bereits eine gute Ndaherung fiir
die vollstandige Mittelung darstellt.

Zunéchst konnte man daran denken, einfach willkiirlich Spinkonfigurationen auszuwiirfeln.
Zur Bestimmung einer solchen Konfiguration geht man also alle 100 Gitterplatze durch
und wiirfelt fiir jeden Gitterplatz aus, ob er Spinprojektion +1/2 oder -1/2 besitzt. Dazu
konnte man fiir jeden Gitterplatz mit dem Zufallszahlengenerator des Computers eine
Zufallszahl aus dem Intervall [0, 1] bestimmen. Ist diese Zufallszahl grofer als 0.5, so soll
dieser Gitterplatz die Spinprojektion +1/2 annehmen, sonst -1/2. Bei diesem primiti-
ven “Monte-Carlo” Verfahren konnte man annehmen, dafl der Beitrag von n so zufillig
ausgewiirfelten Konfigurationen ein Ergebnis liefert, daf§ charakteristisch ist fiir die Ge-
samtsumme. Die Zustandssumme Z ebenso wie die Summe im Zahler von (5.60) wiirden
also durch die Teilsumme iiber diese n Summanden approximiert.

Dabei wiirden allerdings alle méglichen Spinkonfigurationen mit gleicher Wahrscheinlich-
keit ausgewiirfelt werden. Da es aber sehr viel mehr Konfigurationen mit grofler Energie
E, als solche mit einer Energie in der Ndhe der Grundzustandsenergie des Systems FEj
gibt, wiirden fast stéindig Konfigurationen ausgewiirfelt, die wegen der hohen Energie E.
und des daraus resultierenden kleinen Gewichtsfaktors exp (—FE, /T) einen verschwindend
kleinen Beitrag zu den zu berechnenden Summen liefern. Man wiirde also vor allen Dingen
Nullen berechnen, die man dann aufaddiert und durcheinander teilt. Das Verfahren ist
also sehr ineffizient und auflerdem numerisch instabil.

Man muf$ deshalb versuchen ein Verfahren zu entwickeln, bei dem die Konfigurationen D,,
zufillig bestimmt werden, aber dabei entsprechend ihrem Gewicht w(r), mit dem sie in
die Mittelung (5.61) eingehen, generiert werden. Eine Konfiguration r mit einem grofien
Gewicht w(r) soll also mit entspechend grofierer Wahrscheinlichkeit in die Mittelung auf-
genommen werden, als eine Konfiguration 7’ mit kleinem Gewicht w(r’). Da man also bei
diesem Verfahren Konfigurationen je nach der Gréfie ihres statistischen Gewichts sammelt,
spricht man von Importance Sampling. Hat man eine solche Folge von Konfigurationen
D,, generiert z.B. durch eine Vorschrift G

g g g
D= D, == ... =Dy (5.62)

erzeugt, so berechnet sich z.B. der Mittelwert der Spinprojektion (siehe (5.61)) einfach
durch

_ 1 XN
S.=—=> 5.(D,), (5.63)
Na:l

wobei 9, (D,,) die z-Komponente des Gesamtspins der Konfiguration D, bezeichnet. Dabei
soll die Methode G fiir die Generierung der Folge ein Element der Zufilligkeit enthalten.
Welche Eigenschaften mufl diese Methode besitzen, damit sie wirklich eine Zufallsfolge von
Konfigurationen D, generiert, bei denen Konfigurationen entsprechend dem statistischen
Gewich w(D,) = exp(—FE(D,)/T) auftreten. Bezeichnen wir mit Wg(D, — Dg) die
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Wahrscheinlichkeit, dafl die Prozedur G aus der Konfiguration D, die Konfiguration Dg
erzeugt, so mufl gelten

a) Wg(D, — Dg) > 0 fir alle Konfigurationen D, und Dg. Es muf also fiir jede
Konfiguration Dg die Moglichkeit bestehen, daf} sie aus jeder anderen Konfiguration
D,, generiert wird.

b) Y3 Wg(Ds — Dg) = 1 fiir alle Konfigurationen D,. Die beiden Bedingungen a) und
b) beinhalten also insbesondere, dafl WWg eine normierte Wahrscheinlichkeit definiert.

c) Yo w(D)Wg(D, — Dg) = w(Dp) fiir alle Konfigurationen Dg. Sind also die D,
mit dem statistischen Gewicht w erzeugt worden so gilt das auch fiir die néachsten
Glieder in der Kette, die Dg.

Eine Folge oder Kette von Konfigurationen, die mit einer Prozedur G erzeugt wurden, die
diese Eigenschaften besitzt, nennt man eine Markov Kette. Dies wird erreicht z.B. durch
das Verfahren, das von Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller und Teller vorgeschla-
gen wurde (MRRTT Algorithmus)!. Zuniichst wollen wir eine “Primitivform” fiir die
Anwendung dieses MRRTT Algorithmus vorstellen

1. Erzeuge mit einem Zufallsgenerator eine beliebige Spinkonfiguration der 100 Spins
auf dem Gitter. Dazu wird, wie bereits oben beschrieben, z.B. fiir jeden Gitterplatz
i eine Zufallszahl zwischen 0 und 1 generiert. Ist die Zufallszahl grofler als 0.5 so
nehmen wir S,; = +1/2 sonst —1/2. Dies ist die Konfiguration 1 bezichungsweise
D;. Berechne

w(j=1)=e EO/T (5.64)
2. Erzeuge auf die gleiche Weise eine neue Spinverteilung j + 1, berechne w(j 4 1) und
bilde "
g v+l (5.65)
w(j)

Ist nun 2 > 1., so wird die neue Konfiguration j + 1 als ndchstes Glied der Markov
Kette D;;; akzeptiert (die neue Konfiguration hat ja ein Gewicht, da8 groBer ist als
das der Konfiguration j). Ist aber {2 < 1, so wird eine Zufallszahl « aus dem Bereich
0 < v < 1 generiert und die Konfiguration 5 + 1 nur als Teil der Markov Kette
akzeptiert, wenn € > « ist (dadurch wird garantiert, da§ mit entsprechender Wahr-
scheinlichkeit auch wieder Konfigurationen mit schwicherem Gewicht zum Zuge
kommen). Ist eine Spinverteilung neu akzeptiert, so dient sie bei der Wiederholung
dieses Schrittes als Referenz.

3. Der Schritt 2 wird wiederholt, bis man N akzeptierte Spinverteilungen generiert
hat. Mit diesen akzeptierten Verteilungen rechnet man dann den Mittelwert S,
nach (5.63)

4. Die Schritte 1 bis 3 konnen mehrmals wiederholt werden und man erhélt dadurch
nicht nur eine verbesserte Abschétzung des Mittelwertes sondern auch eine Abschétzung
des statistischen Fehlers bei diesem Mittelwert.

!Dieser Algorithmus wurde veréffentlicht im Jahre 1953 im Journal of Chemical Physics, Band 21,
Seite 1087 ff
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Abbildung 5.9: Charakteristische Konfigurationen des Ising Model bei ver-
schiedenen Temperaturen T und H..; = 0. Die Beispiele sind fiir ein Gitter
der Grofie 80 x 80. Gitterplitze mit positiver Spinprojektion sind rot markiert,
solche mit negativem S, weifs. Wahrend a) bei einer Temperatur weit oberhalb
der kritischen Temperatur To erzeugt wurde, ist die Konfiguration b) typisch
fir Temperaturen leicht oberhalb T¢, wihren c) charakteristisch ist fir T < Tc.

Natiirlich kann das geschilderte Verfahren durch verschiedene Tricks effizienter gemacht
werden. So ist es nicht sehr geschickt im Schritt 2 jeweils eine ganz neue Konfiguration
zu wahlen. Nach wenigen Iterationsschritten ist dann n&mlich die Wahrscheinlichkeit,
daf} bei einer beliebigen neuen Konfiguration 2 < 1 sein wird grof}, d.h. die meisten
Konfigurationen werden verworfen. Daher wiirfelt man im Schritt 2 des oben dargestellten
Verfahrens nicht eine vollkommen neue Konfiguration aus. Man startet vielmehr von der
Konfiguration D; und &ndert versuchsweise immer einen einzelnen Spin. Ob dieser Spin
dann umgedreht wird, wird mit Hilfe des Kriteriums, das im Schritt 2 beschrieben, wird
tiberpriift. Dieser Test wird dann auf alle Spins des Systems angewandt. Erst dann, man
sagt nach einem “Sweep”, gilt eine neue Konfiguration als generiert (anderenfalls wére ja
das Kriterium a) fiir Markov Ketten verletzt).

Im Prinzip der gleiche MRRTT Algorithmus wird auch benutzt um die Zustandssum-
me fiir andere Systeme zu berechnen. Als Beispiel sei hier erwidhnt die Berechnung von
Konfigurationen im Rahmen der Quantenchromodynamik (QCD). In diesem Fall wird
das Kontinuum der Raumzeitpunkte diskretisiert und durch ein 4-dimensionales Gitter
approximiert. Den Spinorientierungen entsprechen dann Werte fiir die Felder der QCD
auf diesen Gitterpunkten. Mit diesem Verfahren kénnen aber auch hochdimensionale In-
tegrale berechnet werden. Dabei wir der Integrant in eine Gewichtsfunktion w und einen
Rest geeigent faktorisiert und der Integrationsbereich mit Hilfe des MRRTT Algorithmus
durchlaufen (“gesampelt”).

In Abbildung 5.9 sind Konfiguration dargestellt, die typisch fiir die Konfigurationen sind,
die mit Hilfe des MRRTT Algorithmus im Ising Modell erzeugt werden. Es handelt sich
dabei um Beispiele fiir ein Gitter der GroBe 80 x 80 ohne externes Magnetfeld (H.,; = 0).
Die Simulationen sind fiir verschiedene Temperaturen durchgefiihrt.? Das Beispiel im Teil-

2Die Darstellungen in diesem Abschnitt wurden mit dem Computer Programm ISING aus dem Buch
Stmulations for Solid State Physics von R.H. Silsbee und Jorg Driger, Verlag Cambridge University Press
durchgefiihrt. Dieses Programm steht auch auf den Rechnern des CIP Pools der Fakultit Physik unter
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bild a) zeigt eine Konfiguration, die typisch ist fiir Temperaturen weit oberhalb der Curie
Temperatur T¢ (T > T¢), der kritischen Temperatur fiir den Phaseniibergang zwischen
ferromagnetischem und paramagnetischem Verhalten. Die Spinorientierungen sind stati-
stisch verteilt, die mittlere Magnetisierung ist praktisch identisch 0. Dies entspricht ja
auch dem Verhalten eines Paramagneten bei H.,; = 0.

Das Teilbild b der Abbildung 5.9 zeigt eine Konfiguration, die typisch ist fiir eine Tempe-
ratur leicht oberhalb der Curie Temperatur (7' > T¢). In diesem Fall bilden sich bereits
kleine Bereiche, in denen die Spins parallel orientiert sind. Fiahrt man die Temperatur
der Computersimulation weiter herunter auf 7" < T, so werden die Spinkonfigurationen
haufig so aussehen, wie im der Abbildung 5.9¢ dargestellt ist. In diesem Beispiel gibt es
2 grofe Bereich, in denen positive bzw. negative Spinprojektionen dominieren. Beachte,
daBl auch der weifle Bereich iiber die zyklischen Randbedingungen zusammenhéngt. Laft
man eine solche Simulation (H.,; = 0,7 < T¢) iiber viele Generationen des MRRTT
Algorithmus laufen, so bildet sich praktisch immer eine dominante Spinprojektion fiir
das ganze Gitter heraus. Welche, S, positiv oder negativ, ist in diesem Fall dem Zufall
iiberlassen. Wird dieses Gleichgewicht durch ein kleines externes Magnetfeld gestort, so
stellt sich bei Temperaturen T' < Ty praktisch immer eine Konfiguration ein, bei der die
Magnetisierung parallel zu H,.,; orientiert ist.

Die Vorlaufer des Phaseniibergangs werden auch in der Abbildung 5.10 deutlich. In dieser
Abbildung sind die Messergebnisse von Computersimulationen im Ising Modell aufge-
zeigt. Bei verschiedenen Temperaturen 7', die alle oberhalb der Curie-Temperatur liegen
(die Curie Temperatur liegt in den Einheiten, die hier verwendet werden, bei Tx ~ 2.4),
wurde die Magnetisierung als Funktion des externen Magnetfeldes aufgetragen. Die ein-
zelnen Messpunkte sind die Ergebnisse fiir jeweils eine Konfiguration, die bei diesem Wert
von H.,; mit dem MRRTT Algorithmus erzeugt wurde. Die Stufen im Funktionsverlauf
resultieren daraus, daf§ H.,; in diskreten Schritten hochgefahren wurde: Nach jeder Ver-
groflerung von H.,; wurde eine bestimmte Anzahl von Spinkonfigurationen erzeugt. Man
sieht hier, da§ die Magnetisierung auch in der paramagnetischen Phase (7" > T ) nicht
einfach nur vom Quotienten H.,;/T abhéingt, wie das ja im einfachen Paramagneten der
Fall ist (siche Abschnitt 5.1). Dies liegt natiirlich daran, daf§ im Fall des Ferromagneten,
der Parameter die Temperaturabhéingigkeit der Suszeptibilitdt in der paramagnetischen
Phase durch die Temperaturdifferenz T" — T bestimmt wird. So haben wir ja bereits
in der Molekularfeld Naherung im Abschnitt 5.3 gesehen, dafl der Parameter «, der zur
Berechnung der Magnetisierung in die Brilloinfunktion eingesetzt wird proportional zu
Hew /(T —T¢) ( siehe (5.56)) ist. Bei Temperatur, die nur ein wenig oberhalb T liegen,
steigt die Magnetisierung bereits bei kleinen Werten von H,.,; rasant an.

Zur Simulation eines Permanentmagneten, betrachtet man das Ising Modell natiirlich fiir
T < Ty und stellt zur Beginn der Simulation ein vollstindig magnetisiertes Gitter ein.
Legt man nun ein kleines externes Magnetfeld H.,, antiparallel zur Magnetisierung ein
und startet die Simulation, so wird man Folgendes beobachten: Fiir eine gewisse Zeit
bleibt die Richtung der Magnetisierung erhalten. Dann bilden sich jedoch kleine Bereich
aus, in denen eine Magnetisierung parallel zu H.,;, also antiparallel zur urspriinglichen
Magnetisierung aus. Diese Bereiche breiten sich aus, so dafl das Gitter schliefilich umgepolt
wird.

/opt/local /bin/ising zur Verfiigung
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Abbildung 5.10: FErgebnisse von Computersimulationen zur Bestimmung der

Magnetisierung als Funktion von H../T bei verschiedenen Temperaturen ober-
halb T = 2.4



Kapitel 6

Gleichgewicht zwischen Phasen

6.1 GrofBBkanonische Zustandssumme

Bisher wurden vor allen Dingen Systeme betrachtet, bei denen die Energie und die Zahl der
Teilchen im System fest vorgegeben sind, oder aber Systeme, bei denen die Teilchenzahl
fest vorgegeben ist, das System aber Energie mit einem Wérmebad der Temperatur T
austauschen kann. Zum Vergleich seien diese noch einmal gegeniibergestellt:

e Systeme bei fester Energie und Teilchenzahl: Zur statistische Behandlung solcher Sy-
steme betrachtet man eine Mikrokanonische Gesamtheit von Zustédnden, oder
man spricht auch von einem Mikrokanischen Ensemble. Das bedeutet, dafi man
zur Berechnung des statistischen Mittelwertes einer Observablen Y eine Mittelwert-
bildung vornimmt nach

S =Y
Y(E)=<Y >= E)

Dabei bezeichnet die Summe eine Summe iiber alle Zustédnde des Systems r mit
der vorgegebenen Energie F, = F (dies wird angedeutet durch das Zeichen ) und
Q(F) ist die Zahl dieser Zustande. Diese Mittelwertbildung spiegelt die statistische
Annahme bei einer mikrokanonischen Gesamtheit, dafl alle moglichen Zusténde mit
gleicher Wahrscheinlichkeit realisiert werden.

(6.1)

e Systeme mit fester Teilchenzahl, die Energie mit einem Wirmebad austauschen
konnen: In diesem Fall betrachtet man eine Kanonische Gesamtheit und die
Mittelwertbildung erfolgt iiber

vV — ZYeXp(_ﬁEr)

Z
—f(By)

In diesem Fall erstreckt sich die Summe iiber alle Zustédnde r mit allen moglichen
Energien E,. und Z bezeichnet die kanonosche Zustandssumme. Die zweite Zeile die-
ser Gleichung verdeutlicht, daf§ diese Mittelwertbildung fiir ein kanonische Gesamt-

139
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i

| ——- exp(-EMM)
| ----Q(E)
tE)

Wahrscheinlichkeit

AE EnergieE,

Abbildung 6.1: Gewichtsfunktion in der Kanonischen Gesamtheit ( 6.2) und
die Faktorisierung nach (6.3 )

heit auch als eine Mittelung {iber die Mittelwerte der mikrokanonischen Gesamtheit
bei den verschiedenen Energien F),, verstanden werden kann.

Um einen etwas anderen Blick auf die Mittelung in einer Kanonischen Gesamtheit zu
gewinnen betrachten wir noch einmal die zweite Zeile von Gl. (6.2). Die Mittelung tiber
die verschiedenen Energieintervalle [E,., E, + E] erfolgt mit der Gewichtsfunktion

() = () 2 CIE (63
deren Faktoren schematisch noch einmal in Abb. 6.1 dargestellt sind (vergleiche auch die
Abb. 4.1 und die Diskussion in Abschnitt 4.1). Bei Systemen mit vielen Konstituenten
nimmt die Zahle der Zustédnde (FE,) mit der Energie in rasanter Form zu. Durch den
Faktor exp(—fE,) wird nun dafiir gesorgt, dal das Produkt der beiden Faktoren eine
Gewichtsfunktion f(F,) erzeugt, die ein Maximum aufweist bei der mittleren Energie des
Systems E. Der Wert von § wird dabei so “eingestellt”, dal das Maximum der Verteilung

genau bei diesem E' = E erreicht wird. Diese Forderung nach einem Extremum bei £ = E
wird gewéhrleistet durch

dln f(F) _00(E) 5-0
OE lp—g  OE lp—p =

was natiirlich gleichbedeutend ist mit der Definition der Temperatur in (2.30)

s_1_op)_os
T 9E  OE’

In einem thermodynamischen System mit grofler Zahl von atomaren Teilchen und damit

Freiheitsgraden zeigt die Gewichtsfunktion ein sehr scharf ausgeprigtes Maximum. Des-

halb kann man die Zustandssumme Z auch ganz entsprechend zu der Umschreibung in
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(6.2) berechnen zu

7z = Zexp(—ﬁE
= ZQ )exp (—(GE;)
— QB)exp (- ﬁE) AE (6.4)

:.K

In der letzten Zeile wird die Zustandssumme beschrieben als ein Produkt aus dem Wert
der Funktion f bei der Energie £, multipliziert mit der Breite dieser Verteilung AE (siche
Abb. 6.1), die wiederum normiert ist auf die Breite der Energieintervalle 0 F, fiir die die
Zahl der Zustiande Q(E) berechnet wird (siehe Diskussion im Abbschnitt 2.1).

Nebenbemerkung:

Da die Gewichtsfunktion ein sehr scharfes Maximum definiert ist die liefert die Mit-
telung in der Kanonischen Gesamtheit, in der zweiten Zeile von ( 6.2) praktisch
den gleichen Wert wie die Mittelung in einem mikrokanonischen Ensemble bei der
Energie E, = E. Ist es fiir ein System schwer die Summe der mikrokanonischen
Mittelung (6.1) auszufithren, weil diese Zusténde z.B. analytisch nicht sehr einfach
zu identifizieren sind, so kann man im thermodynamischen Grenzfall natiirlich auch
eine Mittelung in einer kanonischen Gesamtheit durchfithren und dabei den Para-
meter [ so einstellen, dafl der fiir die mikrokanonische Gesamtheit gewiinschte Wert
fiir die Energie gleich E ist.

Benutzt man die zweite Zeile von (6.4), so schreibt sich der Logarithmus der Zustands-
gleichung
InZ=mQFE)-BE +Ink
—

Fiir makroskopische Systeme steigen die Entropie S und die mittlere Energie linear mit
der Teilchenzahl an; wihrend die Breite AF und damit x nur mit v/N ansteigen. Deshalb
kénnen wir im Thermodynamischen Grenzfall, N — oo, In  in dieser Gleichung gegeniiber
den beiden anderen Terme vernachlissigen und erhalten so wieder das Ergebnis (siehe
(4.44))

S=InZ+BE. (6.5)

Wenn man diesen Ausdruck fiir die Entropie nach der Energie ableitet, so mufi man
berticksichtigen, dafl natiirlich auch die Temperatur 7' bzw. der Parameter § = 1/7T von
der Energie des Systems abhéngt. Damit héngt natiirlich auch die Zustandssumme Z mit
der Energie des Sytems zusammen und es ergibt sich (wobei wir die mittlere Energie E
mit der inneren Energie des Systems F identifizieren

@_ 0lnQ B 3111Z%
oF  0E 0B OFE

28
OF

+ 8+

Durch Umformen ergibt sich

0lnQ _ (O0InZ op
OE _ﬁ_< a3 +E>8E
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Die linke Seite dieser Gleichung ist nach (2.27) identisch 0. Damit ergibt sich also

olnZ
B

die Berechnung der Inneren Energie aus der Zustandssumme, die wir bereits bei der
Definition der Zustandssumme im Abschnitt 4.3 hergeleitet haben.

E=-—

Nach diesen Voriiberlegungen wollen wir uns nun der Groflkanonischen Gesamtheit
zuwenden.

e Grofl)kanonischen Gesamtheit bezeichnet die statistische Behandlung eine phy-
sikalischen Systems, das mit der Umgebung (dem Wéarmebad) nicht nur Energie, wie
im Fall der Kanonischen Gesamtheit, sondern aulerdem auch Teilchen austauschen
kann. Bezeichnen wir mit £ und N die Energie und Teilchenzahl des Systems, und
mit £’, N’ Energie und Teilchenzahl der Umgebung, so muf} gelten,

E+E = E
N+N = N, (6.6)

dafl also Gesamtenergie und Teilchenzahl bei einem solchen Austausch erhalten
bleibt. Der Austausch der Teilchen mit der Umgebung soll so erfolgen, daf§ sich
im statistischen Mittel eine bestimmte Teilchenzahl N einstellt.

Wiirde man nun die kanonische Zustandssumme oder einen statistischen Mittelwert be-
rechnen und dabei iiber alle Zusténde des Systems mit allen moglichen Teilchenzahlen
summieren, so ergibe sich ein Bild ganz analog zu Abb. 6.1 wenn man den Parameter £
durch Teilchenzahl ersetzt: die Zahl der Zustdnde des Systems steigt dhnlich rasant mit
der Teilchenzahl an wie mit der Energie. Will man nun, dafl die Teilchenzahl des Systems
N einen typischen Wert annimmt, so kann man das bei der Mittelwertbildung dadurch
erreichen, dal man die Gewichtsfunktion f ganz entsprechend zum Energieabhédngigen
Faktor exp(—fE,) mit einem Faktor exp(—alV,) kontrolliert. Ein Mittelwert wiirde sich
dann also berechnen mit

v ZYTexp(—ﬁEr)ZeXP(_@NT) (6.7)

mit dem Ansatz fiir die Groikanonische Zustandssumme
Z=> exp(—pE,)exp (—aN,) (6.8)

Dabei mufl der Parameter o dann so gewéhlt werden, dafi der Mittelwert der Teilchenzahl
im System, der ja berechnet wird mit

N ZNrexp(—ﬁEr)eXP(_aNr) (6.9)

Z

den geforderten Wert annimmt. Ordnet man die Summen iiber alle Zustdnde um und
klassifiziert sie nach Energien und Teilchenzahl, so erhélt man fiir die Zustandssumme in
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(6.8)

Z = > Q(E, N,)exp(—BE,)exp(—aN,)

= 3 f(E.N,) (6.10)

wobei Q(E,, N,) die Zahl der Zustdnde im Energieintervall [E,, E, 4+ 0 E] mit der Teilchen-
zahl N, ist und f (E,, N,) das statistische Gewicht all dieser Zustidnde bezeichnet. Diese
Gewichtsfunktion soll natiirlich den Maximalwert bei N, = N, der gewiinschten Teilchen-
zahl N annehmen. Nur so werden ja Mittelwerte von Observablen berechnet, bei denen

vor allen Dingen Zustéinde mit der gewiinschten Teilchenzahl eingehen. Das bedeutet, dafl

Oln f _ o 9Q
ON I~ ON

S <3IHQ>
ON ).
- (on)
-~ \ON /.,
W

= - (6.11)

v

beziehungsweise

Dabei bedeuten die Indices E,x an der Ableitung in der ersten Zeile, dafl bei dieser
partiellen Ableitung nach der Teilchenzahl die Parameter Energie und andere externe
Parameter = wie z.b. das Volumen konstant gehaltenwerden. Die Gleichung in der letzten
Zeile ergibt sich aus (3.64), wobei p fiir das Chemische Potential steht. Damit kénnen wir
die Zustandssumme der Grofkanonischen Gesamtheit aus (6.8) umschreiben in

Er - NT
,Z::E:exp(—»jﬁ/> (6.12)
Nachdem die Zustandssumme und die Gleichungen fiir die Berechnung von Mittelwerten
jetzt in einem Analogieschluﬁ plausibel gemacht worden sind, wollen wir sie nun aber auch
in Analogie zu den Uberlegungen im Abschnitt 4.1 explizit herleiten.

Alle moglichen Zustédnde des gesamten Systems, das uns interessierende Teilsystem und
die Umgebung, werden mit gleicher Wahrscheinlichkeit realisiert. Das Gesamtsystem hat
ja eine fest vorgegebene Energie und ist damit eine Mikrokanonische Gesamtheit. Die
Wahrscheinlichkeit, dafl das uns interessierende Teilsystem in einem bestimmten Zustand r
realisiert wird, ist damit proportional zur Zahl der Zustande die die Umgebung einnehmen
kann, wenn das Teilsystem im Zustand r ist. Diese Wahrscheinlichkeit ist also proportional
zZu

P(E,,N,) = Qu(Eo — E., Ny — N,.). (6.13)

dabei ist also €y die Zahl der Zustéinde der Umgebung bei einer Energie Ey — E, und
Teilchenzahl der Umgebung Ny — N, (siehe (6.6)). Da E, und N, klein sein sollen im
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Vergleich zur Gesamtenergie E bzw. Teilchenzahl Ny konnen wir den Logarithmus von
Qy entwickeln nach Potenzen von E, und N,

Jln )
IH[QU(EO—ET,NO—NT)] = IH[QU(Eo,No)]+< ;lEU) (—Er)+
N

81HQU

(29) (e
B dSy dSy
= C+<8E>N( ETH(@N)E( N)+ ...

1 —_ K
B E,.  uN,
= O- 2+ "+ (6.14)

Dabei kann man auf die Terme in der Taylor-Entwicklung, die hohere Ableitungen ent-
halten verzichten, da die Umgebung die beziiglich des Energieaustausches die Eigenschaft
eines Wiarmebades (siehe (2.39)) haben soll und bezogen auf die Teilchenzahl eine ent-
sprechende Bedingung

82 In QU Jln QU
N, 1
Nz TS TN (6.15)
gelten soll. Damit gilt also
E,.  uN,
nQy=C—-—
n T T
beziehungsweise
E,.  uN,
P = exp(InQy) = exp (C — = )
exp(In Qy) eXp< Tt
~ E, — uN,
= Cexp (—T“> (6.16)

was natiirlich den Ausdruck fiir die Zustandssumme in (6.12) bestétigt.

Damit wollen wir nun beweisen, daf gilt

Behauptung: Das Groflkanonische Potential J = A = E—TS — uN (siehe (3.66)) kann direkt aus
der Groflkanonischen Zustandssumme berechnet werden durch

A=-ThZ (6.17)

Zum Beweis betrachten wir die Groflkanonische Zustandssumme in der Form von (6.10)

E, N,
Z = Y QE,N)ep (-
PR >6Xp( T)exp( T)

= Q(E,N)exp <_§> exp ('gﬂV) ?g (6.18)

Dabei haben wir in der zweiten Zeile wieder die gleiche Darstellung gewihlt wie in (6.4)
(siche auch Abb. 6.1), und auflerdem angenommen, dafl auch die Summe iiber N durch
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den Mittelwert an der Stelle N charakterisiert wird (siehe dazu die Betrachtung am Ende
dieses Abschnittes).

Mit dieser Darstellung ergibt sich fiir
ThhZ=ThQ—-FE+ uN =—-A
=5
was ja zu beweisen war.

Zum Schlufl dieses Abschnittes wollen wir uns davon iiberzeugen, dafl in der Grofika-
nonischen Zustandssumme vor allen Dingen die Summanden beitragen, die die mittlere
Teilchenzahl N aufweisen. Genauer gesagt wollen wir zeigen, dafl im thermodynamischen
Limes, also fiir den Fall, daf§ die Teilchenzahl gegen unendlich geht, gilt:

fm AN (6.19)

N—oo N2

Dabei bezeichnet N die mittlere Teilchenzahl und AN die mittlere Abweichung der Ob-
servable Teilchenzahl vom statistischen Mittelwert, ist also definiert durch

(AN = ((N-N)?)
— <N2> — N?=N2_N? (6.20)

Zur weiteren Berechnung betrachten wir zunéchst einmal

omzZ 102
o Eaiu
_ ﬁZrNreXp(_ﬁ [ET_MNT])
B zZ
= BN (6.21)

(siche die Definition der Grolkanonischen Zustandssumme Z (6.12) und (6.9)). Ganz

analog erhalten wir auch
10°2 -

Berechnet man nun

2In Z o (182
o & (Zau>
1 <32>2 1oz
Z2\ Ou Z 0u?
= —[N? 4+ 32Nz, (6.23)

Dabei ergibt sich der Ubergang zur letzten Zeile direkt aus (6.21) und (6.22). Andererseits
gilt aber wegen (6.21) auch

?nZ 0 (102 0 .
A — — (BN) . .24
ou? o (Z 8,u> ou (ﬁ ) (6:24)
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Verkniipft man nun die beiden Gleichungen (6.23) und (6.24), so ergibt sich

10 /-
AN) = - (N) . 6.25
(AN) = 52 (V) (6.25)
Da 3 und p intensive Grofien sind, die nicht mit der Teilchenzahl des Systems anwachsen,
besagt diese Gleichung, dal (AN)? proportional mit N anwiichst. Daraus ergibt sich

(AN 1

N2 N

und damit auch die Behauptung der Gleichung (6.19).

Hieraus ergibt sich aber, dafl die Groflkanonische Zustandssumme im Thermodynami-
schen Limes mit der Kanonischen Zustandssumme iibereinstimmt, da ja in diesem Fall
die Beitrige der Summanden in Z mit eine Systemteilchenzahl N, die wesentlich von N
abweicht, vernachléssigt werden konnen. Deshalb kann man also im Thermodynamischen
Limes eine Mittelung im Rahmen einer Kanonischen Gesamtheit identifizieren mit dem
Ergebnis, das man in der entsprechenden Groflkanonischen Gesamtheit erzielt. Dies ist
immer dann von Vorteil, wenn die Kanonische Zustandssumme oder Mittelung sehr viel
schwerer zu berechnen ist, als die entsprechende Grofie in der Groflkanonischen Gesamt-
heit (vergleiche die analoge Situation in der Nebenbemerkung auf Seite 141). Beispiele
hierzu werden wir bei der Diskussion der Bose-Einstein und Fermi-Dirac Statistik von
Quantengasen kennenlernen.
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Abbildung 6.2: 2 Flissigkeiten in entmischter und gemischter Realisierung

6.2 Durchmischen von Fliissigkeiten

Als ein ein einfaches Beispiel fiir einen Phaseniibergang betrachten wir ein System aus
2 Fliissigkeiten, wie z.B. Wasser und Ol. Diese beiden Fliissigkeiten befinden sich in ei-
nem gemeinsamen Volumen V' bei einer vorgegebenen Temperatur 7'. Die Frage ist nun:
Was passiert, wenn wir die Fliissigkeiten durchmischen und dann warten bis sich das
Gleichgewicht des Systems einstellt? Werden die Fliissigkeiten durchmischt bleiben, so-
daB sich Olmolekiile genau so wie Molekiile des Wassers im gesamten Volumen befinden
oder werden sich die beiden Fliissigkeiten voneinander trennen, das Ol befindet sich nur
im Teilvolumen Vi, es schwimmt auf dem Wasser? (siehe Abb. 6.2)

Die beiden Moglichkeiten oder Phasen, Mischung der Fliissigkeiten oder Entmischung der
Fliissigkeiten, unterscheiden sich in zweierlei Hinsicht:

e Die Entmischung der Fliissigkeiten fiihrt im Allgemeinen zu einer niedrigeren in-
neren Energie. Einerseits bevorzugen die intermolekularen Kréfte in diesem Fall
(Wasser und Ol) wie in vielen anderen Fillen, daf sich in der Nachbarschaft ei-
nes Molekiils ausschliefilich Molekiile des gleichen Typs befinden. Andererseits sorgt
aber auch das niedrigere spezifische Gewicht des Ols dafiir, dafl die Realisierung,
bei der alle Wassermolekiile “unten” und alle Olmolekiile “oben” schwimmen, im
Schwerefeld der Erde energetisch giinstiger ist als die durchmischte Realisierung.

e Bei der Entmischung ist aber auch die Entropie des Systems der beiden Fliissigkei-
ten niedriger als in der gemischten Phase. In der gemischten Phase steht ja allen
Molekiilen das gesamte Volumen zur Verfiigung, wihrend in der entmischten Phase
die Zahl der Mikrozusténde und damit auch die Entropie kleiner ist, da ja in diesem
Fall den Molekiilen immer nur der Anteil des Volumens zur Verfiigung steht, der
dieser Fliissigkeit vorbehalten ist.

Die Antwort auf die Frage, welche Phase der beiden Fliissigkeiten realisiert wird, die
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gemischte oder die entmischte Phase, haben wir prinzipiell bereits im Abschnitt 3.3 ge-
geben. Dort wurde gezeigt, dafi ein System, dessen duflere Parameter (hier das Volumen
V') festgehalten sind, und welches im thermischen Kontakt mit einem Warmebad ist, so-
daB auch die Temperatur 7" vorgegeben ist, sich im Gleichgewicht so realisiert, dafl die
Freie Energie, F' = F —T'S, minimal ist. Obwohl wir diese Aussage bereits im Abschnitt
3.3 bewiesen haben, wollen wir an dieser Stelle einen zweiten Beweis mit einer etwas
modifizierten Sichtweise angeben.

Wenn sich das Gleichgewicht des Systems einstellt, wenn wir also im obigen Beispiel der
Mischung aus Wasser und Ol nach der Durchmischung abwarten, ob die gemischte Phase
bestehen bleibt oder sich die beiden Fliissigkeiten entmischen, wird die gesamte Entropie
grofer werden

ASges = AS + ASy, > 0. (6.26)

Dabei bezeichnet AS die Entropiedanderung des Systems (die beiden Fliissigkeiten) und
ASwy die Entropie des Wéarmebades. Bei dieser Einstellung des Warmebades kann das uns
interessierende System seine Energie &ndern, indem es Warmeenergie AQ) vom Wirmebad
aufnimmt oder mechanische Arbeit AW an die Umgebung abgibt

AE = AQ — AW (6.27)

Dabei éndert das Warmebad der Temperatur 7', welches ja die Warmeenergie —AQ
abfithrt seine Entropie um ASy, = —AQ/T. Damit ergibt sich also fiir (6.26)

TAS — A
a5, ass _18S-20
ras—(ap+aw)  —(AE —=TAS) — AW
— = — =
= AR >0, (6.28)

Da die Temperatur positiv ist, bedeutet diese letzte Zeile aber auch
—AF > AW, (6.29)

was bedeutet, daf die mechanische Arbeit AW, die bei diesem Prozess vom System gelei-
stet werden kann durch —AF, die Verringerung der Freien Energie des Systems begrenzt
ist. Kurz gesagt: die Freie Energie des Systems ist die maximale mechanische Arbeit,
die vom System bei konstant gehaltener Temperatur geleistet werden kann. Werden aber
bei dem Prozess die dufleren Parameter (hier das Volumem V) festgehalten, so gibt das
System keine mechanische Arbeit ab, AW = 0. Damit sagt (6.29) aber

—AF >0 oder AF <0 (6.30)

Dies bedeutet aber, da§ die Forderung nach Maximierung der Entropie (das war ja der
Ausgangspunkt der Ungleichung in (6.26)) gleichbedeutend damit ist, dafi das System
beim Ubergang zum Gleichgewicht seine Freie Energie minimiert, was ja zu beweisen war.

Wenn nun aber nicht das Volumen konstant gehalten wird, sondern nur der Druck p,
der auf die Fliissigkeiten in Abb. 6.2 wirkt, so kann das System also doch mechanische
Arbeit leisten (beziehungsweise aufnehmen), indem es sein Volumen um AV vergrofert
(beziehungsweise verkleinert). Wir spalten also die mechanische Arbeit auf in

AW = pAV + AW*, (6.31)
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wobei AW™* die sonstige mechanische Arbeit ist, die vom System geleistet werden kénnte.
Nehmen wir diese Aufspaltung in (6.29) vor, so ergibt sich daraus

—AF — pAV = —AG > AW” (6.32)

mit der Freien Enthalpie G = F+pV. Ist also AW* = 0, wird also neben der Arbeit durch
Volumenédnderung bei konstantem Druck keine weitere mechanische Arbeit geleistet, so
wird beim Ubergang zum thermischen Gleichgewicht die Freie Enthalpie G' minimiert
(vergleiche auch Abschnitt 3.3).

Ganz analog konnte man nun auch daran denken, dafl ein System nur mechanische Ar-
beit leisten kann, indem Teilchenzahlen AN; modifiziert werden bei konstant gehaltenen
Chemischen Potentialen p;. In diesem Fall wiirde also die geleistete mechanische Arbeit
aufgespalten werden in

AW = =" ;:AN; + AW™, (6.33)

mit dem Ergebnis, dal in diesem Fall das Grolkanonische Potential A mit

minimiert wird.

Was bedeuten diese Ergebnisse im Fall der Mischung oder Entmischung von zwei Fliissig-
keiten? Wird das Volumen der Fliissigkeit konstant gehalten, so wird also die Phase rea-
lisiert, die die niedrigere Freie Energie F' = E — T'S aufweist. Bei hohen Temperaturen,
T > Tk, ist sicher die Freie Energie der gemischten Phase niedriger, da diese ja eine héhe-
re Entropie besitzt. Fiir T' < Tk, hingegen wird die Freie Energie der entmischten Phase
niedriger sein, da ja hier die Innere Energie E niedriger ist. Bei der kritischen Temperatur
T = Ty gilt dann

E,—F. =FE, — B, — Tiit (S — S.) =0, (6.35)

wobei der Index m (beziehungsweise €) an den Groflen Freie Energie, Energie und Entro-
pie sich auf die Mischphase (beszichungsweise entmischte Phase) bezieht. Aus dieser Glei-
chung erhalten wir fiir die kritische Temperatur
E,—FE. OF
Tirie = oot =

T 5 =35 (6.36)

Die Entropie berechnet sich aus der Zustandssumme Z nach (siehe 4.44)
S=InZ+pFE

Die Zustandssumme enthélt einen Faktor VaNa fir N, Teilchen im Teilvolumen V,. In
der entmischten Phase halten sich N; Molekiile im Teilvolumen V; und N, Molekiile
im Teilvolumen V5 auf, wiahrend in der gemischten Phase N = N; + N, Molekiile im
Gesamtvolumen V' = V; + V5 sind. Damit ergibt sich

E.

08 =In (V) —In (VVV;2) + o = Ee -
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Nehmen wir an, dafl die Teilchendichten der Fliissigkeiten identisch sind

Vi W%V

N, N, N

so ergibt sich daraus,

Ni1+N1p
55 = 111([N1+N2] ) OB

NN N2 T
(Y N\
- N (1 — )Nz T
oE
= —Nilnz— NyIn(1l —z) + - (6.37)
mit den Definitionen
N- Wy
x:Wl, (1—2)=— und €=
ergibt sich daraus
0 z—(1-2)l(1—2)+ & (6.38)
N T '

Benutzt man diese Relation in (6.36) so ergibt sich fiir die kritische Temperatur

_O0E/N €
 0S/N  —zlnz— (1 —2)In(l —2) — €/Thrir
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6.3 Reaktionsgleichgewicht: Massenwirkungsgesetz

Eine chemische Reaktion wie z.B. die Bildung von Wasser aus seinen atomaren Bestand-
teilen Wasserstoff und Sauerstoff

2H, + Oy <= 2H,0 (6.39)

kann prinzipiell immer in beide Richtungen ablaufen. Unter bestimmten Randbedingun-
gen, etwa bei vorgegebenem Volumen oder Druck und einer bestimmten Temperatur wird
sich ein thermodynamisches Gleichgewicht einstellen mit einer bestimmten Anzahl von
Wasserstoffmolekiilen N(Hj), Sauerstoffmolekiilen N(O,) und schliefllich auch Wasser-
molekiilen N(H,0). Auch hier gibt es wieder das Wechselspiel zwischen Energiegewinn
einerseits (zwei Wassermolekiile haben eine niedrigere Energie als zwei Wasserstoff- und
ein Sauerstoffmolekiil) und der Entropie andererseits (die 3 Molekiile Hy und Oy auf der
einen Seite der Reaktionsgleichung haben mehr Freiheitsgrade und damit tendenziell eine
hohere Entropie als die 2 Molekiile H,0). Zur Formulierung diese Gleichgewichts formu-
liert man die Reaktion (6.39) um in eine Reaktionsgleichung vom Typ

—2Hy, — Oy + 2H,0 = 0. (6.40)
Das Massenwirkungsgesetz besagt nun, daf3
N?(H,0)
=K(T,V). 6.41
NNy~ ) o4

Dabei bezeichnet N (X;) die Anzahl der Molekiile vom Typ X; (oder aber auch die Anzahl
der Molekiile pro Volumeneinheit) und K ist eine Reaktionskonstante, die nur von der
Temperatur und dem zur Verfiigung stehenden Volumen abhéngt. Allgemein formuliert
schreibt man die chemische Reaktion analog zu (6.40) in eine Reaktionsgleichung

S b X =0 (6.42)

und formuliert dann das Massenwirkungsgesetz in der Form

H NY(X;) = K(T,V). (6.43)

Da in unserem Beispiel oben die Wasserstoffmolekiile (X; = Hy) mit dem Gewicht b; = —2
eingehen, tritt auch die Zahl N(H;) mit dem Exponent -2 in (6.41) auf.

Zum Beweis dieses Massenwirkungsgesetzes fithren wir uns vor Augen, dafl jede Verschie-
bung des Gleichgewichtes zwischen den Reaktionspartnern dadurch, dal die chemische
Reaktion in eine Richtung ablauft zur Folge hat, daf} sich die Zahl der Molekiile verandert
geméf

dN(X;) = b; d\ (6.44)
Damit ergibt sich fiir die Differentialform der Freien Energie mit den Chemischen Poten-

tialen fiir die Molekiilsorte X;, p;
dF = SdT —pdV +) pdN(X;)

-0 i

=0 =
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Dabei wurde angenommen, dafl Temperatur und Volumen konstant gehalten werden d7" =
dV = 0. Da die Freie Energie Energie im Reaktionsgleichgewicht ein Minimum annimmt,

ist dF = 0 und daher OF  dAN(X))
25 = 2 GN ) an (6.46)

Um diese Gleichung auszuwerten berechnen wir die Freie Energie aus der Zustandssumme
des Systems. Diese wird faktorisiert in Zustandssummen fiir die einzelnen Molekiilsorten
und kann geschrieben werden

gN(Xi)

Zz]?[Zi:E[]Vf(Xi)! (6.47)

mit den Zustandssummen fiir ein Molekiil vom Typ X;
Zexp —Be, (i) (6.48)

Die Freie Energie kann nach (4.45) direkt aus der Zustandssumme berechnet werden

F o= —Tan——T(ZN Vg — In(N (XZ»)!)>
= —TZN J(Ing& —InN(X;)+1) . (6.49)

Beim Ubergang zur zweiten Zeile wurde In N(X;)! mit Hilfe der Stirlingschen Formel
(4.50) angenéhert. Damit konnen nun die Chemischen Potentiale berechnet werden als

oF 1
pi = 8N(Xi)__Tln€i+TlnN(Xi)+TN(Xi)N(Xi)

= —Tln <N(£;(z)> :
Setzt man dieses Ergebnis fiir y; in (6.46) ein, so ergibt sich
Z,uibi = 0= TZb,-(—lnfi +In N(X;))
> n (N"(x3) = > n (20)
| [N (x) = l_z[fﬁ” = K(T,V)

Die Zustandssummen fiir ein Molekiil vom Typ 4, &;, hingen nicht von der Anzahl der
Molekiile ab sondern allenfalls von 7" und V. Damit ergibt sich, dafl die letzte Zeile eine
Konstante K (7, V) darstellt, womit das Massenwirkungsgesetz (6.43) bewiesen ist.
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6.4 Zustandsgleichung eines realen (Gases

In diesem Abschnitt soll am Beispiel der van der Waal’schen Zustandsgleichung fiir ein
reales Gas der Phaseniibergang zwischen einer Fliissigkeit und einem Gas aufgezeigt wer-
den. Solch ein Phaseniibergang findet in der Regel unter der Randbedingung statt, daf3
der Druck, der von auflen auf der Fliissigkeit, beziehungsweise dem Gas lastet, in einem
Labor eben gerade der atmosphérische Druck, konstant gehalten wird. Zur Beantwortung
der Frage, ob bei vorgegebenem Druck und Temperatur, die Substanz in der fliissigen
oder in der gasformigen Phase realisiert wird, miissen wir die Freie Enthalpie G(T, p) be-
rechnen und ermitteln fiir welcher der beiden Phasen die Freie Enthalpie sich im globalen
Minimum befindet (siche Diskussion im Abschnitt 6.2 um die Gleichung (6.32)).

Zunéchst erinnern wir uns aber noch einmal an die Eigenschaften eines Idealen Gases.
Auch hier konnen wir die Eigenschaften dadurch ermitteln, daf§ ein Minimum fiir die Freie
Enthalpie eingenommen wird. Dazu zeigen wir, daf} sich die Zustandsgleichung des Idealen
Gas aus der Forderung ergibt, dafl das System genau das Volumen einnimmt, bei dem
GG minimal ist. Die Freie Enthalpie kann ja aus der Zustandssumme Z berechnet werden
durch

G=F+pV =-ThZ+pV

Setzt man hier die Zustandssumme des Idealen Gases aus (4.33) ein so ergibt sich aus der
Forderung, daf§ G beziiglich einer Anderung des Volumens ein Extremum ist

e dlnV TN
—p—TN —p— = .
(av)T b oy Py =Y (6.50)

gerade die Zustandsgleichung des Idealen Gases. Gleichzeitig kénnen wir realisieren, dafl
G dabei wirklich einen minimalen Wert annimmt. Es gilt ndmlich

2G) 0, TN
ovz). — av\PT Ty

0 (TN 0
- v (v) = —aw e
NT

Die Freie Enthalpie des Idealen Gases liefert ein eindeutiges Minimum. Es gibt keine Kon-
kurenz zwischen zwei verschiedenen Minima, also zwei verschiedenen Phasen des Systems.
Der Grund hierfiir ist, dafl beim Idealen Gas jede Wechselwirkung zwischen den Atomen
ignoriert wird, was ja zu der der sehr einfachen Form der Zustandssumme fiihrte.

Zur Beschreibung eines realen Gases miisste man die Wechselwirkung zwischen den Ato-
men beriicksichtigen. Wie wir aber bereits im Falle des Ferromagneten (Ising Modell)
gesehen haben, fiihrt jede Wechselwirkung zwischen den atomaren Konstituenten dazu,
dafl die Zustandssumme Z nicht mehr faktorisiert werden kann in ein Produkt der Zu-
standssummen der einzelnen Atome, womit eine Berechnung von Z praktisch unmaoglich
ist. Deshalb ist es sehr schwer iiber die Zustandssumme die Freie Enthalpie fiir ein reales
Gas mikroskopisch zu berechnen. Man geht daher von der Zustandsgleichung des Idealen
Gases aus und modifiziert diese so, dafi rein phédnomenologisch die Abweichungen eines
realen Gases von der idealen Gasgleichung implementiert sind. Eine solche Modifikation
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Abbildung 6.3: Ldosung der van der Waalschen Zustandsgleichung fiir ein reales
Gas bei vorgegebener Temperatur. Die resultierende Funktion (6.53 ) gibt an,
welches Volumen sich bei vorgegebenem Druck p einstellt.

ergibt sich z.B. durch die Umwandlung der Zustandsgleichung des Idealen Gases in die
sogenannte van der Waalsche Zustandsgleichung fiir ein reales Gas

a
Pt [ |V =T (6.52)

~— i)
i)

Im Vergleich zum Idealen Gas gibt es also hier zwei zusétzliche Terme, charakterisiert
durch die Konstanten a und b, deren Bedeutung kurz erlautert werden soll:

i) Ist der Parameter b > 0, so ist das praktisch gleichbedeutend damit, dafl dem idealen
Gas nicht mehr das gesamte Volumen V' zur Verfiigung steht sondern eben nur noch
das Volumen V —b. Man kann b also so interpretieren, dafl die Atome nicht mehr als
Punktteilchen verstanden werden sondern als Teilchen, die insgesamt ein Volumen
b besetzen, das natiirlich der Bewegungsfreiheit der anderen Atome entzogen ist.
Dieser Parameter b représentiert also die Tatsache, dafl das Potential zwischen zwei
Atomen bei sehr kurzen Relativabstdnden so stark repulsiv ist, dafl eine gegenseitige
Durchdringung unméglich wird.

ii) Ist die Konstante a > 0, so wirkt sich das genau so aus wie eine Vergrofierung
des Druckes: die Atome werden also stéirker zusammengehalten. Dies simuliert den
Effekt einer attraktiven Wechselwirkung zwischen den Atomen. Da dieser Beitrag
mit 1/V? skaliert, wird diese attraktive Wechselwirkung erst bei kleinen Volumina
V' wirksam. Dies ist aber gleichbedeutend damit, dal man durch diesen Term eine
attraktive Wechselwirkung kurzer Reichweite zwischen den Atomen simuliert.
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Lost man die van der Waalsche Zustandsgleichung nach dem Druck p auf

NT a

P=v e (6.53)
so erhélt man also eine Funktion p(7, V'), die bei festgehaltener Temperatur angibt, wel-
cher Druck bei vorgegebenem Volumen fiir das Gas resultiert, beziechungsweise welches
Volumen sich bei vorgegebenem Druck einstellen sollte. Eine solche Funtkion p(V') fiir
eine bestimmte Temperatur 7" und bestimmte Werte fiir die Teilchenzahl N und die Pa-
rameter a und b ist in Abb. 6.3 dargestellt. Entsprechend dieser Figur kénnen wir drei
Bereiche unterscheiden:

p < p1: Die Zustandsgleichung liefert in diesem Druckbereich ein eindeutiges Ergebnis fiir
V. Da die Zustandsgleichung ja im idealen Fall aus der Bedingung, 0G/0V = 0
gewonnen wird (siehe G1.(6.50)) ist dies gleichbedeutend damit, daf§ die Freie Ent-
halpie als Funktion von V' nur ein Extremum aufweist. Aus dem Kurvenverlauf p(1)
in Abb. 6.3 ist weiterhin klar, dafl es sich bei diesem Extremum um ein Minimum
handelt. Es gilt ja (siehe (6.51))

(gf) -2y >0 (6.54)

Diese Bedingung fiir ein Minimum in der Enthalpie ist auch anschaulich eine Be-
dingung fiir eine stabile Realisierung des Systems. Bedeutet sie doch, dafl bei einer
Verkleinerung des Volumens der Druck groler wird. Wiirde aber der Druck bei einer
Verkleinerung des Volumens kleiner, so wiirde das zu einer Instabilitit des Sytems
fithren: Eine kleine Volumené&nderung hervorgerufen durch eine exterene Kraft fiihrt
ja dann zu einem reduzierten Gegendruck des Systems, was natiirlich eine weitere
Volumenreduktion schliellich also einen Kollaps des Systems zur Folge hétte.

In diesem Druckbereich erhalten wir eine Losung mit einem grofien Volumen. Fiir
dieses grofle Volumen V' kann man die Korrekturterme in der van der Waalschen
Zustandsgleichung vernachléssigen

V>b und — =0,

das System verhélt sich also wie ein Gas

p > po Auch in diesem Druckbereich gibt es nur eine Losung der Zustandsgleichung: es gibt
also ebenfalls nur ein Extremum fiir die Freie Enthalpie G(V'). Auch in diesem Fall
handelt es sich um ein Minimum, da auch in diesem Druckbereich (6.54) gegeben
ist. Das resultierende Volumen ist aber signifikant kleiner als in dem Druckbereich
p < p1. In diesem Fall sind die Korrekturterme zum Idealen Gas relevant: die Wech-
selwirkung zwischen den Atomen wird wichtig und wir indentifizieren diese Losung
deshalb mit der fliissigen Phase des Systems.

p1 < p < p2 In diesem Druckbereich gibt es drei Losungen der Zustandsgleichung, die wir ent-
sprechend der obigen Diskussion mit drei Extrema der Freien Enthalpie G(V) ver-
binden. Zwei dieser Extrema sind Minima, da auch hier (6.54) gegeben ist. Bei der
dritten Losung handelt es sich hingegen um eine Maximum.
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flissig gas

Abbildung 6.4: Schematische Darstellung der Freien Enthalpie als Funktion
von V' fiir jeweils einen Druck aus den Druckbereichen p < p1, p1 < p < po
und py < p nach Abb. 6.5.

Fiir jeweils einen Druck p aus den drei gerade diskutierten Druckbereiche ist in Abb. 6.4
die Funktion G(V') schematisch dargestellt. Wéhrend fiir p < p; und p > po jeweils nur
ein Minimum in G(V') auftritt, muf fiir den Zwischenbereich untersucht werden, welches
der beiden Minima von G, G(V4) oder G(V¢) das absolute Minimum darstellt. Dazu
berechnen wir

GV — G(Ve) = /CA iG = /CA (—SdT + V dp)

wobei wir die Differentialform dG nach (3.37) in der kanonischen Darstellung eingesetzt
haben. Beriicksichtigt man nun, daf§ bei dem Weg von C' bach A die Temperatur T
konstant gehalten wird (d7" = 0), ergibt sich

GV~ Ce) = [[Vip = [ V) -pav)
- pVA—pVC—/CAp(V) dv . (6.55)

Grafisch dargestellt entspricht der Beitrag p(Va — Vi) in dieser Gleichung der Fléche
des Rechtecks in Abb. 6.5, die oben durch die Gerade p = const abgeschlossen wird
wéhrend links und rechts jeweils die Begrenzungen durch V' = V- beziehungsweise V' = V),
gegeben ist. Das Integral [ pdV entspricht der Flache unter der Kurve p(V') bei gleichen
Begrenzungen an den Seiten. Das totale Ergebnis von (6.55) wird demnach durch die
Differenz der beiden in Abb. 6.5 herausgegehobenen Flachen dargestellt.

Wenn der Druck p gerade den Wert p = py annimmt, bei dem die Differenz dieser Fléchen
gerade identisch null ist, so haben wir den Grenzfall erreicht bei dem beide Minima in
G(V) gleichen Wert haben: G(V4) = G(V¢). Ist der Druck kleiner als dieser Wert py, so
ist die rechte der beiden Flichen groer, was ja nach (6.55) bedeutet, dal G(V4) < G(V¢)
ist. In diesem Fall p < py wird also die gasfdrmige Phase mit V = V), realisiert. Ist
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Abbildung 6.5: Grafische Darstellung der Differenz G(V4) — G(Ve) in (6.55)
durch Fldchen: Maxwell Konstruktion zur Bestimmung des Druckes bei dem
Phasentibergang stattfindet.

andererseits p > pg, so wird G(V4) > G(V¢) sein und entsprechend die fliissige Phase
auftreten. Diese gerade beschriebene Konstruktion zur Bestimmung des Druckes po(7T),
bei dem gerade bei der vorgegebenen Temperatur 7" der Phaseniibergang “fliissig < fest”
stattfindet nennt man Maxwell Konstruktion.

Hélt man nun fiir ein System aus wechselwirkenden Atomen die Temperatur konstant und
setzt es unter einen kleinen d&ufleren Druck p, so wird es ein Gas bilden mit groBem Volumen
V. Wird der Druck p stetig erhoht, so wird das Volumen kontinuierlich abnehmen, das
System bleibt aber im gasféormigen Zustand so lange der Druck unterhalb des Druckes
po(T), der durch die Maxwell Konstruktion bestimmt werden kann, liegt. Genau bei dem
Druck po koexistieren beide Phasen (vergleiche dazu auch die Diskussion im Abschnitt
3.6). Wachst der Druck schlieflich iiber py an, so bildet das System bei kleinem Volumen
eine Fliissigkeit.

Bei dem Druck pg sind die Freien Enthalpien fiir die gasformige und die fliissige Phase
identisch:

Ggas - Hgas - TSg(zs - Hfl - TSfl - Gfl (656)

Die Entropie der Fliissigkeit ist kleiner als die Energie des entsprechenden Gases, da ja
in der fliissigen Phase wegen der Wechselwirkung der Atome eine Korrelation zwischen
den Nachbaratomen und damit eine gewisse Nahordnung besteht, wahrend in der Gas-
phase alle Atome sich unabhéngig voneinander bewegen. Damit (6.56) erfiillt sein kann,
mufl dann natiirlich die Enthalpie der Fliissigkeit H; niedriger sein als die Enthalpie des
entsprechenden Gases Hgqs: Es muB also eine Energiemenge, die sogenannte Verdamp-
fungsenthalpie aufgebracht werden, um die Fliissigkeit in die Gasphase zu iiberfiihren.

'Im t#glichen Leben ist dies z.B. die Energie, die nétig ist um ein Menge Wasser bei 100 Grad Celsius
zu verkochen, also ohne Erhohung der Temperatur von der Fliissigkeit in die Dampfphase zu tiberfiihren.
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kritischer Punkt
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Abbildung 6.6: Lisung der van der Waalschen Zustandsgleichung bei verschie-
denen Temperaturen und der kritische Punkt.

Diese Verdampfungsenthalpie berechnet sich aus

gas gas
Q=Hys—Hpy = / dH = TdS+V dp
n =

=T (Sgas - Sfl) (657>

Die innere Energie eines einatomigen van der Waals Gases berechnet sich (siehe Anhang
C) zu
Foay = SNT = 2.
2 V
Damit ist auch die Enthalpie H = E + pV bekannt und die Verdampfungsenthalpie

berechnet sich zu

—a a
— Vias + — — 0oV,
Q Vi + PoVgas + Vi DoV
a
~ L Vs 6.58
Vﬂ + DPoVy ( )

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir benutzt, dal Vs > V.

Die Losung der van der Waalschen Zustandsgleichung p(V') nach (6.53) dndert sich mit
der Temperatur 7" wie es in Abb. 6.5 an Beispielen dargestellt ist. Bei einer gewissen
Temperatur Tj,.;; verschwindet der Druckbereich, in dem 3 Losungen fiir das Volumen
V' bei vorgegebenem p gefunden werden konnen. Bei dieser kritischen Temperatur und
oberhalb T' = Tj,; treten keine getrennten Minima fiir die gasfiirmige und die fliissige
Phase auf. Bei diesen hohen Temperaturen exisitiert das Dystem nur noch in einer Phase.
Den Endpunkt des Koexistenzbereiches in dem p(V') Diagramm, bezeichnet man als den
kritischen Punkt (siehe auch Abb. 6.5). Beispiele fiir die Temperatur, Tj;;, den Druck
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Tirit (K] prrie [b] pV/NT

Wasser 647 217.5 0.239
Sauerstoff 154 50.8 0.292
Wasserstoff 33.3 13 0.304
Helium, *He 5.3 2.26 0.308

Tabelle 6.1: Temperatur und Druck des kritischen Punktes, so wie das Verhdlt-
nis (6.59) fiir verschiedene Materialien.

Prrie und dem Verhéltnis

Prrit Vierit

NTkM't

etwa fiir ein Mol verschiedener Substanzen sind in der Tabelle 6.1 aufgelistet. Daraus
ersehen wir, daf} sich z.B. fr die Temperatur des kritischen Punktes T},;; Werte ergeben,
die sich um zwei GroBenordnungen unterscheiden. Ahnliches gilt auch fiir den Druck. Das
Verhiltnis aus (6.59) ist jedoch nahezu unabhéngig von dem betrachteten Material, hat
also eine eher globale Bedeutung.

(6.59)

Bei Temperaturen unterhalb der kritischen Temperatur dndert sich das Volumen sprung-
artig, wenn man bei konstanter Temperatur den Druck kontinuierlich bis iiber den Druck
des Phaseniiberganges po(7') erhoht. Das heifit, die isotherme Kompressibilitat

1 (oV
Kt = v <6P>T (6.60)

divergiert am Phaseniibergang. Ganz dhnlich erhoht sich das Volumen auch sprungartig,
wenn man bei konstant gehaltenem Druck die Temperatur bis iiber die Temperatur des
Phaseniiberganges hinaus erhcht. Entsprechend divergiert also hier der isobare Ausdeh-

nungskoeffizient
1 [0V
=——|= .61
“ V <8T )p (6.61)

Wie setzt nun dieses divergente Verhalten ein, wenn man sich von Temperaturen oberhalb
Tyrit dem kritischen Punkt anndhert. Dieses Verhalten parameterisiert man z.B. fiir die

Kompressibilitat in der Form
1

(T - Tkrit)’y
und bezeichnet v als den Kritischen Exponenten fiir diese Anndherung an den Pha-
seniibergang. Wir werden sehen, dafl diese kritischen Exponenten charakteristisch sind fiir
die verschiedenen Phaseniibergéinge und ihre Klassifizierung. An dieser Stelle soll der kri-
tische Exponent fiir den Phaseniibergang, der durch die van der Waals Zustandsgleichung
beschrieben wird, berechnet werden.

R ~

(6.62)

Dazu berechnen wir zunéchst einmal die Position des kritischen Punktes. Der kritische
Punkt ist dadurch ausgezeichnet, dafl bei der entsprechenden Temperatur die Zustands-
gleichung p(V') einen Satelpunkt aufweist, d.h.

op  Ip

v av?
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Fiir die van der Waalsche Zustandsgleichung (6.53) bedeutet dies

o NT
oV V—b2 V3
*p 2NT 6a

v = o v (6.63)

=0

Addiert man diese beiden Gleichungen so ergibt sich

32 (“3) = (vN—Tb)2 (1_ V2—b) '

Die Vorfaktoren vor den Klammerausdriicken sind wegen der ersten der Gleichungen (6.63)

identisch, es ergibt sich also
3 2
l—=)=(1-———).
(1-7)=(-v=)

Setzt man diese Ergebnis in die erste Gleichung von (6.63) ein

Daraus ergibt sich direkt:

a0  NT_|
270  4b>
so ergibt sich
8a
Tyrit = TND (6.65)

Setzt man die so erhaltenen Werte fiir Tj,;; und Vi, in die Zustandsgleichung (6.53) ein,
so erhélt man auch

a
Aus den Beziehungen (6.64) - (6.66) ergibt sich fiir den Quotienten (6.59)
T4 Vri 3
Phrit Thrit _ 2 _ () 375 (6.67)

NTkrit B 8

Dieser theoretische Wert fiir den kritischen Punkt der van der Waalschen Zustandsglei-
chung liegt etwas hoher als die experimentellen Werte, die in Tabelle 6.1 aufgefiihrt sind.
Das van der Waals Modell liefert aber soch eine recht gut Néaherung fiir diesen wichtigen
Quotienten, wenn man beriicksichtigt, wie einfach dieses Modell ist.

Als néachsten Schritt fithren wir nun die dimensionslosen Grofien

D — Dkrit V = Vigit

) ) — 6.68
Pkrit Vkrit Tkrit ( )

p=
ein und erhalten dafiir aus der Zustandsgleichung (6.59) die Beziehung

At+1) 3
1+30 1420+ 02
~ 4t — 6t . (6.69)

po= —1+
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Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurden die Ausdriicke entwickelt nach Potenzen von
t unf 0, also in der Nihe des kritischen Punktes. Daraus ergibt sich nun

4t —p
v = 7Ap und
6t
00 1 1

(6.70)

aiﬁ 67£N T_Tkrit

Der kritische Exponent fiir die Kompressibilitéit (siehe (6.60) und (6.62)) ist also fiir das
van der Waals Gas: v = 1.
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6.5 Phaseniiberginge

In der Tabelle 6.2 sind verschiedene Beispiele fiir Systeme mit Phaseniibergéngen auf-
gelistet. In jedem Fall konnen wir eine Phase mit grofler und mit kleinerer Entropie S
unterscheiden. Auflerdem ist ein Phaseniibergang dadurch charakterisiert, daf} ein fiir den
Phaseniibergang charakteristischer Ordnungsparameter seinen Wert radikal &ndert.
In vielen Féllen nimmt dieser Ordnungsparameter in einer Phase den Wert ¥ = 0 an,
wéhrend er in der anderen Phase von Null verschieden ist. Wir wollen zunéchst die ver-
schiedenen Beispiele in Tabelle 6.2 etwas genauer vorstellen.

e Als klassisches Beispiel fiir einen Phaseniibergang, das uns allen geldufig ist, haben
wir den Phaseniibergang zwischen einer chemischen Substanz als Fliissigkeit und als
Gas aufgelistet. Dieses Beispiel wurde ja auch bereits im Abschnitt 6.4 mit dem van
der Waals Modell diskutiert. In diesem Beispiel ist das Gas, in dem sich alle Ato-
me oder Molekiile der Substanz vollkommen unabhéngig voneinander bewegen, die
Phase mit der grofleren Zahl der Freiheitsgrade und damit auch mit der tendenzi-
ell gréfleren Entropie. In der fliissigen Phase bilden Molekiile, die nahe beieinander
sind, ein korreliertes Subsystem, bei dem die Bewegungsfreiheitsgrade der einzel-
nen Atome eingeschréinkt sind. Dadurch wird natiirlich auch die Entropie reduziert.
(Daneben tritt natiirlich hdufig auch noch der Phaseniibergang fliissig < fest auf.
In der festen Phase sind die Bewegungsfreiheitsgrade der Atome dann vollstandig
eingefroren.) Ordnungsparameter ist in diesem Beispiel das Volumen V' beziehungs-
weise die Teilchendichte p = N/V. Bei der Kondensation des Gases zur Fliissigkeit
reduziert sich ja das Volumen sprungartig.

e Das zweite Beispiel ist der Magnetismus, den wir ja bereits im Abschnitt 5.1 und fol-
genden ausfiihrlich diskutiert haben. In diesem Fall ist die paramagnetische Phase,
bei der sich alle Elementarmagneten unabhéngig voneinander orientieren, die Phase
mit der grofferen Entropie. Die ferromagnetische Phase, bei der sich die Spins von
Nachbaratomen parallel zueinander einstellen, ist die Phase mit niedrigerer Entro-
pie. Der charakteristische Ordnungsparameter ist die Magnetisierung M, die ja in
dem Fall daf kein externes Magnetfeld anliegt, fiir den Paramagneten identisch Null
ist, aber unterhalb der Curie-Temperatur, also in der ferromagnetischen Phase, von
Null verschieden ist.

S grof3 S klein Ordnungsp. ¥
Gas - Fliissigk. Gas Fliissigkeit Dicht p
Magnetismus Paramagnet Ferromagnet Magnetisierung M
elektr. Leitf. Normalleit. Supraleitung Gap A
Suprafluiditat normal suprafluid Anteil an suprafluid.
Hadronische Materie | Quark - Gluon Hadronen Farb-Polarisation

Tabelle 6.2: Beispiele fiir Phasenitiberginge. Aufgelistet sind jeweils die Phase
mat grofferer Entropie S, die Phase mit niedriger Entropie und der Ordnungs-
parameter



6.5. PHASENUBERGANGE 163

e Die Leitfahigkeit eines Metalls ist durch die Beweglichkeit der Elektronen bestimmt.
In einem normalleitenden Material werden die durch ein anliegendes elektrisches
Feld beschleunigten Elektronen immer wieder inealstisch am Gitterrumpf des Mate-
rials gestreut. Sie verlieren Energie, was sich im elektrischen Widerstand des Mate-
rials duBlert. Diese Energie wird umgesetzt in Wérme, das Material wird aufgeheizt.
In einem Supraleiter verbinden sich die Elektronen zu Paaren und gewinnen dabei
jeweils eine Paarungsenergie von der GroBle A, dem Gap Parameter. Eine inela-
stische Streuung eines Elektrons am Gitter kann nur dann erfolgen, wenn dieses
Paar aufgebrochen wird, also wenigstens die Paarungsenergie aufgebracht wird. Da
dies aber praktisch durch die Streuung am Gitter nicht moglich ist, bewegen sich
die Elektronenpaare ohne Energieverlust, der elektrische Widerstand verschwindet.
In diesem Fall hat der normalleitende Zustand, bei dem sich die Elektronen un-
abhéngig voneinander bewegen eine groflere Entropie als der supraleitende Zustand,
bei dem die Elektronen ja zu Paaren verkniipft sind. Die Paarungsenergie, der Gap
Parameter A, der im Normalleiter Null ist, kann als Ordnungsparameter angesehen
werden.

e Bei Temperaturen nahe dem absoluten Nullpunkt tritt atomares Helium, genauer
“He, nicht nur als normale Fliissigkeit auf, sondern zeigt daneben noch ein zweite
fliissige Phase, die sogenannte suprafluide Phase (siche Abb. 3.11). Dieser Pha-
seniibergang ist charakteristisch fiir das Isotop “He, also dem bosonischen Helium
mit dem Kernspin I = 0. Fiir das fermionische Helium Isotop *He mit Spin 1/2 ist
die Phasenstruktur bei niedrigen Temperaturen noch komplizierter. Deshalb liegt
es auch nahe diese suprafluide Phase als Ubergang zur Bose Einstein Kondensati-
on des fliissigen Heliums zu interpretieren (nidhere Diskussion siehe Abschnitt Bose
Einstein Kondensation im Kapitel Quantengase). Bei dieser Bose Einstein Konden-
sation belegt ein makroskopischer Anteil der Atome das gleiche niederenergetischste
Einteilchen Niveau des Systems. Entsprechend ist auch die Entropie der suprafluiden
Phase niedriger als die der normalen Fliissigkeit. Ornungsparameter ist in diesem
Beispiel die Dichte der Atome im Bose Einstein Zustand.

o Als letztes Beispiel sei der Phaseniibergang zwischen normaler hadronischer Materie
und dem Quark Gluon Plasma angefiihrt. Hadronen sind aufgebaut aus den elemen-
taren Bausteinen der stark wechselwirkenden Materie, den Quarks. Diese Quarks
existieren jeweils in drei unterschiedlichen Ladungen, man sagt in drei verschiede-
nen Farben der starken Wechselwirkung. In der uns bekannten Welt treten Quarks
immer gebiindelt zu farblosen Hadronen auf. Deshalb gibt es einerseits die Baryonen,
wie Protonen und Neutronen, bei denen sich die drei unterschiedlichen Farben der
Quarks zu einem farblosen Objekt zusammenfiigen. Die andere Form der Hadronen,
die Mesonen, bestehen aus einem Quark und einem Antiquark, wobei sich Farbe
und entsprechende Antifarbe zu einem farblosen Objekt addieren. In unserer “nor-
malen” Welt gibt es keine einzelnen freien Quarks, sodafl die Welt iiberall farblos
beziehungsweise weif3 ist. Man spekuliert nun, daf bei sehr hohen Driicken und/oder
Temperaturen die Hadronen zu einem Quark Gluon Plasma zusammengequetscht
sein konnten. Die Gluonen vermitteln die starke Wechselwirkung und sind ebenfalls
farbig. Solche hohen Driicke und Temperaturen kénnten im Innern von kollabierten
Sternen (Neutronensternen) oder in der ersten Millisekunde des Urknalls gegeben
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Abbildung 6.7: Schematische Darstellung der Freien Enthalpie G als Funkti-
on von Druck und Temperatur bei verschiedenen Phasen, soowie die daraus
resultierenden Entropien und Volumina. Siehe Diskussion im Text.

sein. Auch versucht man solche Bedingungen in zentralen hochenergetischen Zusam-
menstofen von schweren Atomkernen zu erzeugen.

In diesem Fall sind die freien Quarks und Gluonen des Quark-Gluon Plasmas die
Phase hoher Entropie, wihrend die normale hadronische Phase eine niedrigere Entro-
pie besitzt. Als Ordnungsparameter fiir diesen Phaseniibergang eignet sich die Po-
larisierbarkeit oder die Dieelektrizitdtskonstante bezogen auf die Farbladungen, das
sind die Groflen, die in der Quantenchromodynamik in Analogie zu den Groflen der
Elektrodynamik definiert sind.

6.5.1 Klassifikation der Phaseniiberginge

In all den hier diskutierten Féllen gibt es also zwei Phasen, o und (3, mit unterschiedlichen
Ausdriicken fiir die Freie Enthalpie G, (7', p) und Gg(T, p). Wir benutzen hier die Nomen-
klatur wie bei einem gasartigen System mit dem Druck p als externen Parameter. Fiir
andere Systeme ist natiirlich der Parameter fiir die mechanische Wechselwirkung mit der
Umgebung unter Umsténden ein anderer. Schematisch ist die Temperaturabhéngigkeit
dieser beiden Funktion G, und Gz im Teil a der Abb. 6.7 skizziert: Bei Temperaturen un-
terhalb der Temperatur 7, ist die Freie Enthalpie der Phase a niedriger, oberhalb die der
Phase (3. Die Werte fiir die Freie Enthalpie der Phase, die bei vorgegebener Temperatur
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realisiert wird, ist mit einer durchgezogenen Linie dargestellt, die der anderen Phase mit
einer gestrichelten Linie. Genau bei der Temperatur des Phaseniibergangs gilt natiirlich

Go(T.) = Gy(T.) (6.71)

Aus der Freien Enthalpie kann man mit (3.39) die zugehorigen Entropien berechnen:

(% (%G
So = — ( 5T )p und S = ( T )p : (6.72)

Die entsprechenden Ergebnisse sind im Teil b der Abb. 6.7 fiir die bei der jeweiligen
Temperatur realisierten Phase dargestellt. Es ist klar, daf§ die Entropie genau bei T" =
T. einen Sprung macht von den Werten, die fiir die Phase «a niedrigerer Entropie bei
tieferen Temperaturen giiltig sind zu den Werten von der Phase hoher Entropie bei hohen
Temperaturen. Das bedeutet aber auch, dafl zum Vollzug des Phaseniibergangs o = [
die latente Warme

AQ =T.(S5— Sa) (6.73)

aufgebracht werden mufl. Diese latente Wéarme muss man ja z.B. aufbringen, wenn man
einen Liter Wasser bei T, gleich 100 Grad Celsius zu Wasserdampf verkocht. Auch dazu
ist eine Energiezufuhr notig, ohne daf} sich die Temperatur erhcht. Bei der Temperatur 7.
wird aber damit eine endliche Wiarmemenge AQ benétigt, um die Temperatur des Systems
infinitesimal zu erhdhen. Dies ist gleichbedeutend damit, dafi die spezifische Warme

C, = <8Q> = 00 (6.74)

bei dieser Temperatur divergiert.

Ein ganz entsprechendes Verhalten beobachtet man auch, wenn man die Freie Enthalpie
G als Funktion des Druckes betrachtet (siehe Teil ¢ der Abb. 6.7). In diesem Fall ergibt
sich bei dem Druck des Phaseniiberganges p. ein Sprung im Volumen, das sich ja nach

(3.39) berechnet
AN -
T

Dieser Sprung im Volumen fithrt wiederum dazu, daf§ bei der Zweiten Ableitung von G
nach p beziehungsweise bei der Kompressibilitét

1 [oV 1 (0°G
= (), v (30, o

T

eine Divergenz bei p = p. auftritt. Ein Phaseniibergang so wie wir ihn gerade beschrieben
haben mit den Eigenschaften

G stetig
oG oG :
T o unstetig (6.77)

nennt man einen Phaseniibergang erster Ordnung.
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Abbildung 6.8: Diskontinuitit des Ordnungsparameters ¥ am Phasentibergang
als Funktion der Temperatur

Man kann sich nun auch Systeme vorstellen, bei denen die Freien Enthalpien G und auch
die ersten Ableitungen von G nach der Temperatur beziehungsweise dem Druck stetig
sind, dafiir aber die zweiten Ableitungen bei einer Temperatur 7, beziehungsweise einem
Druck p. einen Sprung machen, also eine Unstetigkeit aufweisen, was etwa bedeutet

0?G, e
6.78
() # (G 675
p P
In diesem Fall wiirde also die spezifische Warme C), bei der Temperatur 7. einen Sprung
aufweisen und ganz entsprechend fiir die zweite Ableitung von G nach p auch die Kom-

pressibilitdt xp. Dies wiirde man dann als einen Phaseniibergang zweiter Ordnung
bezeichnen.

Diese Klassifikation von Phaseniibergédngen bezeichnet man als Ehrenfest Klassifikati-
on. Allgemein ist also in dieser Ehrenfest Klassifikation ein Phaseniibergang der Ordnung
m dadurch charakterisiert, daf3 die Freie Enthalpie G und auch die Ableitungen von G
nach 7" bis zu Ordnung (m—1) genau so wie die Ableitungen von G nach p bis zu Ordnung
(m — 1) tiberall stetig sind, die Ableitungen

oG oG

aber an wenigstens einer Stelle unstetig sind.

Diese Klassifikation von Phaseniibergéingen nach dem Ehrenfestschen Schema ist mathe-
matisch sehr klar, aber fiir die Klassifikation von beobachteten Systemen in dieser ma-
thematischen Strenge nicht sehr brauchbar. Betrachten wir z.B. den Phaseniibergang Gas
- Fliissigkeit, so wie er z.B. durch die van der Waalsche Zustandsgleichung beschrieben
wird. Bei der Diskussion im Abschnitt 6.4 haben wir gesehen, dafl der Ordnungsparameter
U, d.h. die Dichte oder das Volumen einen Sprung macht, wenn man von der Gasphase in
die fliissige Phase iibergeht. Wir haben also so wie in Abb. 6.8 dargestellt bei einer Tem-
peratur 7" einen Wert fiir diesen Sprung im Ordnungsparameter AV oder auch Ap. Da V'
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einer ersten Ableitung von GG nach p entspricht, ist dies typisch fiir einen Phaseniibergang
erster Ordnung. Erhcht man nun die Temperatur, so wird dieser Sprung im Ordnungspa-
rameter kleiner und verschwindet schlieflich ganz, wenn man zur kritischen Temperatur
Trrit gelangt (siehe auch Abb. 6.8). Vollzieht man also eine Anderung der Parameter ent-
lang des Weges I in dieser Abbildung, so beobachtet man einen Phaseniibergang erster
Ordnung, aus der Sicht des Weges 11 zeigt das gleiche System aber einen Phaseniibergang
zweiter Ordnung.

Eine ganz entsprechende Diskussion ergibt sich auch, wenn man magnetische Systeme be-
trachtet mit dem Ordnungsparameter W gleich der Magnetisierung bei verschwindendem
externen Feld H und das Ferromagnetische System autheizt bis zur Curie Temperatur.
Auch in diesem Fall ergibt sich eine der Abb. 6.8 ganz entsprechende Skizze.

Da die Ehrenfest Klassifikation also nicht sehr hilfreich ist, wendet man héufig eine Empi-
rische Klassifikation an. Die Phaseniiberginge erster Ordnung nach dieser empirischen
Klassifikation entsprechen den oben dargestellten Phaseniibergéngen erster Ordnung. Ins-
besondere zeigen sie die folgenden Eigenschaften:

1. Bei der Temperatur des Phaseniiberganges zeigt die Entropie als Funktion der Tem-
peratur eine Diskontinuitét.

2. Mit dieser Diskontinuitdt der Entropie ist natiirlich nach (6.73) auch eine latente
Wiérme verkniipft, also eine Energie, die beim Ubergang von der einen Phase in die
andere aufgebracht werden muf}, ohne daf sich die Temperatur erhoht.

3. Damit ergibt sich natiirlich auch eine Divergenz des spezifischen Warmekoeffizienten
C, bei diesem Ubergang (siehe (6.74)).

4. Wie man z.B. aus dem Teilbild a) der Abb. 6.7 sehen kann existiert die Phase hoher
Entropie () auch bei Temperaturen unterhalb des Phaseniibergangs, sozusagen als
ein lokales Minimum. Bei einer raschen Abkiihlung des Systems iiber die Temperatur
T, hinaus, kann das System unter Umstdnden in der Hochenergiephase bleiben,
z.B. ein Gas bleibt als unterkiihltes Gas existent. Entsprechend sind auch Vorgénge
beobabachtbar bei denen die Phase « iiberhitzt iiber 7, hinaus erhalten bleibt.

5. Diskontinuitéiten findet man auch bei der Ableitung des Thermodynamischen Po-
tentials nach den anderen Systemparametern. Auch daraus resultieren Divergenzen
in Groflen wie z.B. die Kompressibilitét

6. Diese Diskontinuitdten kénnen klein werden, wenn man sich dem Phaseniibergang
in der Néhe der kritischen Temperatur nihert, der Grenztemperatur oberhalb der
kein Phaseniibergang mehr beobachtet wird.
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Abbildung 6.9: Verhalten von C,, als Funktion von T' und der Kompressibilitdt
kr als Funktion von T bei einem Phasentibergang zweiter Ordnung.

Andererseits gilt fiir einen Phaseniibergang zweiter Ordnung;:

1. Die Freie Enthalpie ist als Funktion der Temperatur auch bei der Temperatur des
Phaseniibergangs stetig differenzierbar

2. Es gibt also in der Entropie keinen Sprung bei 7" = T, und damit natiirlich auch
keine latente Warme am Phaseniibergang.

3. Der Koeffizient der spezifischen Warme C), divergiert nicht, sondern macht bei 1" =
T. einen Sprung (siehe Teilbild a) von Abb. 6.9)

4. Es gibt keine zwei unabhéngigen Funktionen G,(7") und G3(7") wie im Teilbild a)
der Abb. 6.7 sondern eine Funktion (stetig differenzierbar). Damit entféllt auch die
Moglichkeit der Uberhitzung oder Unterkiihlung.

5. Unterhalb der Temperatur des kritischen Punktes treten aber auch beim Pha-
seniibergang zweiter Ordnung Spriinge im Ordnungsparameter als Funktion der zu-
gehorigen generalisierten Kraft auf (also z.B. im Volumen als Funktion des Drucks).
Damit verbunden sind dannn Singularitdten in den Zweiten Ableitungen von G
nach diesen Kontrollparametern, also z.B. bei der Kompressibilitdt als Funktion
vom Druck wie im Teilbild b) der Abb. 6.9 skizziert.

6.5.2 Kritische Fluktuationen

Wir wollen nun den Fall betrachten, dal der Wert des Ordnungsparameters ¥ orts-
abhéngig ist. Es gibt also eine Dichteverteilung ¢ (7) fiir diesen Ordnungsparameter mit

= / & (7). (6.80)
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Als Beispiel konnen wir z.B. ¢ () mit der Magnetisierungsdichte identifizieren, sodafl W
die totale Magnetisierung des Systems bezeichnet. Fiir solche ortsabhéngigen Grofien kann
man eine Korrelationsfunktion definieren

g(7, ") = (P (r)) = (W) (0 (™)), (6.81)

wobei das Symbol (a) fiir die statistische Mittelung der Grofle a steht. Stellt sich der
Mittelwert von 1 and der Stelle 7 vollstandig unabhéingig vom Mittelwert an der Stelle
7" ein, so ist der Mittelwert des Produktes gleich dem Produkt der Mittelwerte

(W)Y () = W) )

und der Wert der Korrelationsfunktion ¢(r, 7’) identisch null. Dies ist z.B. der Fall in einem
Paramagneten, bei denen ja jede Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten
der Atome vernachlissigt wird und die Atome unabhéng voneinander ihr magnetisches
Moment orientieren. Andererseits gibt es bei einem Ferromagneten eine Wechselwirkung
zwischen Nachbaratomen, die eine parallele Ausbildung der Spins bevorzugt. In diesem
Fall ist also die Wahrscheinlichkeit grofl, das der Spin eines Nachbaratoms an der Stelle
7’ die gleiche Orientierung hat wie der Spin des Atoms bei 7. Damit ist also das Produkt
der Spinorientierungen, (¢ (7)1 (7')), im Mittel positiv, auch wenn der Mittelwert fiir die
einzelnen Atome (¢(7)) identisch null ist. In diesem Fall von atomaren Konstituenten, die
miteinader wechselwirken, die also korreliert sind, ist der Wert der Korrelationsfunktion g
von Null verschieden. Da die Wechselwirkung eine kurze Reichweite hat, im Fall des Ising
Modells z.B. nur zwischen nichsten Nachbarn angenommen wird, wird diese Korrelation
verschwinden, wenn der Abstand grofl wird. Man parameterisiert deshalb hiufig

|F—7|
oL exp —
g(7F,7") ~ Ef,> (6.82)

und bezeichnet den Parameter ¢ als Korrelationslange. Fiir £ — oo fillt die Korrelati-
onsfunktion sehr langsam proportional zum inversen Abstand ab, wiahrend im Grenzfall
¢ — 0 die Korrelation bereits fiir ndchste Nachbarn verschwindet.

Zur weiteren Betrachtung der Korrelationsfunktion wollen wir konkret ein magnetisches
System betrachten, das durch eine Hamiltonfunktion wie z.B. des Ising Modells (5.56)
beschrieben wird. Beim Ferromagneten, also bei magnetischen Systemen unterhalb der
kritischen Temperatur der Curie Temperatur, divergiert die Suszebtibilitét

1 (OM
Xr = <8H>T (6.83)

da ja z.B. bei einem externen Magnetfeld H = 0 die Magnetisierung M einen endlichen
Wert annimmt und diese Magnetisierung beim Anlegen eines kleinen Magnetfeldes in
der Richtung, die entgegengesetzt zu M ist in eine Magnetisierung der anderen Richtung
springt. Zur Berechnung der Magnetisierung und der Suszeptibilitdt benotigt man die
Zustandssumme

, (6.84)

Z =) exp [—ﬁ (25 >SS — ,UBHethSi)

(s} <inj>
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wobei die Summation {S} die Summe iiber alle Spinkonfigurationen bezeichnet. Daraus
ergibt sich die Magnetisierung zu

M = MfB <Z S,L> exp |:—6 (2:“% Z Slsj - ,UBHethSi)
{5} '

7 <i,7>

_ ;aifan. (6.85)

Betrachtet man die erste Zeile und berechnet daraus geméf (6.83) die Suszebtibilitét, so
ergibt sich

2
Xy = % ¥ (Z si5j> exp [—ﬁ (% 3 S8 — uBHethSi)

{8} \ & <ij>
Bus -
= ﬁzg(zd) (6-86)
7"7j

mit g(i,j) der Korrelationsfunktion (da bei H = 0 der unkorrelierte Mittelwert fiir den
Spin verschwindet). Die einzelnen Summanden ¢(3, j) sind endlich. Damit die Suszebtibi-
litdt divergieren also unendlich grofl werden kann, muf} also gelten

a) Die Zahl der Summanden in der zweiten Zeile von (6.86) mufl unendlich sein. Dies
bedeutet, dafi man, streng genommen, einen wirklichen Phaseniibergang nur im
thermodynamischen Limes also fiir unendlich viele atomare Konstituenten findet.

b) AuBerdem muf natiirlich auch die in (6.82) definierte Korrelationslange ¢ in der
ferromagnetischen Phase unendlich grof3 werden.

6.5.3 Kritische Exponenten

Bereits bei der Diskussion des van der Waals Gases im Abschnitt 6.4 haben wir das Ver-

halten der Kompressibilitdt in der Nahe des kritischen Punktes durch einen kritischen

Exponenten charakterisiert. Wir wollen die Diskussion an dieser Stelle noch einmal auf-

greifen und ein wenig verallgemeinern. Dazu fithren wir wie in (6.67) eine dimensionslose

temperaturartige Grofle

T — Tkrit
Tkrit

ein, wobei T}, die Temperatur des kritischen Punktes ist. Sei auBerdem X () eine Obser-
vable wie die Kompressibilitit, die Warmekapazitit, oder etwa auch die Suszebtibilitat
eines magnetischen Systems. Nehmen wir einmal an, dal man die GréBe X (£) in der Néhe
des kritischen Punktes durch ein Potenzverhalten parameterisieren kann in der Form

t= (6.87)

X(t)=at”.

Fiir negative Werte von v dem kritischen Exponenten divergiert also X in der Ndhe des
kritischen Punktes und dieses Divergenzverhalten wird durch den Exponenten ~ charak-
terisiert. Ist man nicht in der Lage das Potenzverhalten explizit anzugeben oder versucht
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Trit

\%

Abbildung 6.10: p(V) fiir van der Waalschen Zustandsgleichung und Wege zum
kritischen Punkt.

man experimentelle Daten zu analysieren, so kann man die Definition des kritischen Ex-
ponenten verallgemeinern durch

In | X (t
v o= lim 7n] Et)‘
i—0t>0 Int
In | X (f
Y =l RXO (6.88)

i—o0i<o In(—t)

Dabei kommt bereits zum Ausdruck daf der kritische Exponent, v oder 4/, davon abhéngt,
wie man sich dem Kritischen Punkt anndhert. Betrachten wir dazu noch einmal das p(V)
Diagramm eines realen Gases in Abb. 6.10 (vergleiche Abb. 6.6). Will man nun z.B. die
Kompressibilitéit berechnen, so kann man den Grenziibergang zum Kritischen Punkt, je
nach dem ob man sich von positiven Werten fiir £ oder von negativen Werten fiir ¢ dem
Grenzfall néhert, iiber den Weg I oder den Weg II zum kritischen Punkt gelangen. Es
ergibt sich also
t=h fiir Weg 1
R No|v | g
{ (—t)~1 fiir Weg 11

Ganz entsprechend kann man auch die spezifischen Wéarmen C', charakterisieren durch
kritische Exponenten

c ¢l fiir Weg I
v (=)'l fiir Weg 11

Entlang der Isotherme bei T" = T},.;; kann man andererseits einen kritischen Exponenten

0 definieren fiir
( 1 1
p Pkrit V Vkm‘t

5
) fiir Weg I11.
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6.6 Landau Ginzburg Theorie

Die sogenannte Landau - Ginzburg Theorie ist das Standardmodell zur Beschreibung von
Phaseniibergiingen zweiter Ordnung. In der allgemeinen Form nimmt man an, daf§ der
Ordnungsparameter ¥ iiber eine Dichteverteilung () definiert wird mit

voo= [dre@
= YV (6.89)
y=konst.

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir angenommen, daf8 die Dichte ¢ unabhéngig
von 7 ist. Ein Beispiel fiir ¢(7) ist etwa die Magnetisierungsdichte und ¥ steht dann fiir
die Magnetisierung des gesamten Systems. Die Freie Enthalpie unseres Systems soll von
der Temperatur und der Parameterverteilung () abhédngen und kann ebenfalls als ein
Integral iiber die Enthalpiedichte g geschrieben werden

G = [drgTv)
= [ @ |90 = b + ol + 0T + (1) (V0] . (6.90)

In der zweiten Zeile wurde dazu bereits eine spezielle Parameterisierung angenommen.
In diese Parameterisierung gehen ein: ein Beitrag gy, der nicht vom Ordnungsparameter
abhéngt. Ein Beitrag proportional zu . Die Funktion h(7) entspricht der zum Para-
meter ¢ konjugierten Kraft. Ist also etwa ¢ die Magnetisierungsdichte, so entspricht h
dem Magnetfeld. Ist andereseits ¥ das Volumen, so entspricht h dem Druck. Dieser li-
neare Term héngt vom Vorzeichen von 1) ab. Dies kann relevant sein, wenn wir ¢ mit
der Magnetisierungsdichte identifizieren, die parallel oder antiparallel zum Magnetfeld h
orientiert sein kann, was mit einem entsprechenden Vorzeichenwechsel in G verbunden
ist. Die weiteren Terme in (6.90) enthalten gerade Potenzen von v beziehungsweise ﬁw.
Diese stehen ja fiir die Wechselwirkung der atomaren Komponenten des Systems, fiir die
ja keine Vorzugsrichtung, beziehungsweise Vorzeichen von 1, ausgezeichnet ist.

Wir wollen zunéchst den Spezialfall der Landau - Ginzburg Theorie betrachten, bei dem v
und / konstant also unabhéngig vom Ort sind. In diesem Fall, der héufig auch als Landau
Theorie bezeichnet wird, ist natiirlich Vi) = 0 und (6.90) vereinfacht sich mit (6.89) zu

a b
G(T,0)=G(T,¥ =0) — h¥ + -0 + — 0", 6.91
(T,0) = G(T. W = 0) = ¥ + 0 + (6:91)
Wir wollen zunéchst weiter annehmen, dafl kein externes Feld anliegt, also h = 0, und
suchen nach Modell-Parametern a und b, so daf} sich fiir den Ordnungsparameter ergibt

20, fir T <T,. (6.92)

\D:{ =0, fir T >T,
Diese Werte fiir die Ordnungsparameter miissen sich daraus ergeben, daf die Freie Enthal-
pie G(T, V) bei vorgegebener Temperatur 7" gerade das totale Minimum bei den geforder-
ten Werten fir W aufweist. Vereinfacht gesagt soll also G(V) fiir Temperaturen oberhalb
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A >t

T<T,
- >

Abbildung 6.11: Schematische Darstellung der Freien Enthalpie im Landau
Modell.

T, das Minimum bei ¥ = 0 aufweisen, wihrend fiir Temperaturen unterhalb 7, die Freie
Enthalpie ein Minimum bei ¥ # 0 aufweist, so wie das in Abb. 6.11 dargestellt ist.

Die Bedingungen fiir ein Minimum in der Funktion G(¥) von (6.91) sind
G

0*G
W — 27(1 + %‘1’2 > 0 . (694)

Fiir T > T, soll ¥ = 0 sein und es ergibt sich also aus (6.94)

a>0 fir T >T, (6.95)

Fiir T' < T, soll das Minimum bei einem Wert W, liegen, der von 0 verschieden ist. Wir
konnen also in diesem Fall (6.93) durch diesen Wert ¥, dividieren und es ergibt sich

[ aV?
Uy =/ ——. .
0 5% (6.96)

Setzt man diesen Wert in (6.94) ein, so ergibt sich
a<0 fir T <T,. (6.97)

Aus der Forderung, da§ ¥ reell sein soll erhédlt man daraus mit (6.96) die Bedingung,
daB b positiv ist. Diese Bedingung fiir b zusammen mit den Forderungen (6.95) und (6.97)
lassen sich einfach dadurch erfiillen, dafl man fiir b eine positive Konstante unabhéngig
von der Temperatur 7" wahlt und fiir die Temperaturabhéngigkeit von a annimmt

a(T) =ao (T —1T,) mit ap > 0, konstant
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Abbildung 6.12: Schematische Darstellung der Freien Enthalpie nach (6.98)
fir T > T, im Teilbild a) und T < T, im Teilbild b.

Damit ergibt sich fiir die Freie Enthalpie der Landau Theorie

b
G(T, W) = Go(T) — h¥ + % (T —T) 0 + . (6.98)
In der Abb. 6.12 ist diese Freie Enthalpie als Funktion von W dargestellt: im Teilbild a)
fir 7> T, und in b) fiir T < T, jeweils fiir h = 0 und h > 0. Man sieht natiirlich sofort,
daf diese Funktion die Anforderungen der schematischen Abbildung (6.11) erfiillt.

Wir betrachten zunéchst einmal den Fall h = 0, also kein externer Druck oder Magnet-

feld oder was auch immer die zu ¥ konjugierte Kraft im betrachteten Fall ist. Bei jeder

Temperatur nimmt der Ordnungsparameter den Wert Wy an, bei dem G minimal ist. Mit
(6.96) erhélt man also

=0, fir T > T.

Uy = { (6.99)

7(10‘/2;?_:” , fur T < T,

ein Verhalten, dafl genau dem der Abb. 6.8 entspricht. Fiir den Wert der Freien Enthalpie
im thermischen Gleichgewicht, wenn also ¥ den fiir die Temperatur 7' entsprechenden
Wert Wo annimmt, erhélt man durch Einsetzen von ¥ = Wq in (6.98)

0, fiir T > T,

G(T,Vy) = Go(T) + —a ~Te)?
(T, o) = Go(T) {_Vf;T) fir T < T,

(6.100)

Damit kann man nun den Koeffizienten der spezifischen Wéarme ¢y, also bei Festhalten
des Parameters h = 0, berechnen zu

o _ G _Tos _  TOG
TV T vor V OT2
T & 0, fiir T > T,
N (6.101)
VvV oT? vV, firT <T,

Dieser Koeffizient ¢;, zeigt bei der Temperatur 7, eine Diskontinuitét (also einen Sprung
und keine Divergenz), wie man das ja fiir einen Phaseniibergang zweiter Ordnung erwartet

(vergleiche Abb. 6.8a).
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Als néchstes stellt sich die Frage, wie sich der Ordnungsparameter ¥ in der Landau
Theorie bei der kritischen Temperatur 7, verdndert, wenn man eine kleine externe gene-
ralisierte Kraft h zuldfit. Wir gehen davon aus, daf} eine infinitesimal kleine Kraft A zu
einer entsprechend kleinen Modifikation im Ordnungsparameter W fiihrt

U =W+ 60 (6.102)

Die Bestimmung von WU erfogt wieder aus der Bedingung, daf§ G fiir diesen Wert von ¥
minimal sein muss (vergleiche Abb. 6.12 fiir A > 0). Daraus ergibt sich also:

oG 2&0 4b
=— = —h+-"F(T-T)V + —V° 1
0 90 + ( W+ s (6.103)
2a 4b 2a 4b
= —h+ 7“(T —T,)W, + W\yg +70(T —T,)6W + ng(s\y

=0

Beim Ubergang zur zweiten Zeile wurde hier der Ansatz (6.102) fiir ¥ eingesetzt und
alle Terme von zweiter oder dritter Ordnung in §¥ vernachléssigt. Auflerdem fiihrt die
Minimumbedingung fiir ¥y bei h = 0 zu der explizit dargestellten 0. Aus dieser Gleichung
kann man nun die Anderung von ¥ mit A bestimmen zu

5£ B 1
ho o (T —T.)+ 1203
— fir T'> T,
_ { RO (6.104)
m s ir 1" < Tc

In der zweiten Zeile wurden die entsprechenden Ergebnisse fiir Uy aus (6.99) eingesetzt.
Im konkreten Fall entspricht diese Anderung von W mit h z.B. der Suszebtibilitdt (in
magnetischen Systemen mit ¥ = M der Magnetisierung und h dem externen Magnet-
feld) oder der Kompressibilitdt (beim Ubergang Gas - Fliissigkeit mit A dem Druck als
externe Kraft). Damit erfiillt (6.104) gerade das Verhalten wie es in Abb. 6.8b fiir einen
Phaseniibergang zweiter Ordnung skizziert ist. Wir konen aulerdem aus (6.104) ablesen,
daBl der kritische Exponent fiir die entsprechende Observable v = —1 ist.

Zum Abschlufl dieses Kapitels sei noch kurz auf die Erweiterung der Landau Theorie zur
Landau - Ginzburg Theorie eingegangen. Erweitert man die Parametrisierung der Freien
Enthalpie von (6.98) auf ortsabhéingige Ordnungsparameterdichten ¢ (7) so ergibt sich in
Anlehnung an (6.90)

G = [d'r |g0(f) — hEE) + T = T + b0 + e (Vo)
— o+ / d*r g (Vb w(P)7) - (6.105)

Das Problem, eine Funktion ¢ (7) zu finden, sodafl die Freie Enthalpie G(T', (7)) mini-
mal ist, kann man vergleichen mit dem Hamiltonschen Variationsprinzip der Klassischen
Mechanik: Finde fiir die generalisierte Koordinate eine Funktion ¢(¢), fiir die

/dtL <Zz,q(t),t>
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minimal ist. Dies fiihrt zu den Lagrange Bewegungsgleichungen zweiter Art

d_oL__OL _
dt ddg/dt  Oq

Analog dazu fithrt das Variationsproblem fiir die Freie Enthalpie aus (6.105) zu der Be-
stimmungsgleichung
35.d dg dg
; dx; Odvp /dx; O
wobei die Variablen z; fiir die karthesischen Koordinaten des Orstvektors 7 stehen. Setzt
man in diese Gleichung die Parametrisierung von ¢ aus (6.105) ein, so ergibt sich die
Differentialgleichung

0, (6.106)

2c§: oy + h(F) — 2a0(T — T.)(F) — 4byp (7). (6.107)

2
— Ox;

Wenn wir nun annehmen, dafl die Ortsabhédngigkeit des Ordnungsparameters 1 durch
eine ortsabhéngige kleine Storung der Form

h(F) = hy exp (ikF) (6.108)
generiert wird, so erwartet man eine Storung des Ordnungsparamters in der Form
V(i) = o + 0ty exp (ik7) . (6.109)

Setzt man diesen Ansatz in die Differentialgleichung (6.107) ein und entwickelt die resul-
tierende Gleichung nach den Korrekturtermen d¢) ganz analog zu den Rechenschritten,
die zu (6.104) gefithrt haben, so ergibt sich fiir

1 ..
0Ty, { W ; fiir T > T.
& st riagrory T <Te
Xo(T)

1+ k2€2(T)

é‘(T) 1/@, fuI'T>TC (6 111)
\ /72%(736_T) ) fur T < T, .

Ist nun die Storung eine Uberlagerung von ebenen Wellen der Form (6.108) in der Gestalt,
daf die gesamte Storung lokal also in Form einer  Funktion dargestellt werden kann

h(7) = hod(7) = (2];0)3 / &k exp (ik7)

(6.110)

so wird die Stérung von der Form
SU(F) = / &k Sy oxp (ik7)

hoXo(T) 4 XD (ZEF)
(2m)? K R

~ P\Tam) (;ﬁm) , (6.112)
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sein. Diese Abschitzung zeigt also, daf eine lokale Storung, etwa in Form einer elektroma-
gnetischen Welle, die am Ort r = 0 auftrifft, zu einer Fluktuation des Ordnugsparameters
um diese Storstelle fithrt, die mit einer Korrelationslédnge £(7") (vergleiche (6.112) mit
(6.82)) abfillt. Fiir Temperaturen in der Nahe der kritischen Temperatur, T — T, di-
vergiert diese Korrelationsliange (siche (6.111)), der Ordnungsparameter fluktuiert also
in einem groflen Bereich um den Gleichgewichtswert Wy. Man spricht hier von Kriti-
scher Opaleszenz. Dies kann sich so d&uflern, dafl Materialien in der Nédhe des kritischen
Punktes elektromagnetische Wellen besonders stark absorbieren.
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Kapitel 7

Quantenstatistik Idealer (zase

7.1 Verteilungen

Bisher haben wir uns im Wesentlichen auf die Beschreibung von Systemen der klassi-
schen Physik beschriankt. Effekte der Quantenmechanik wurden nur in der Form bertiick-
sichtigt, dafl Einteilchenenergien oder auch die Spinprojektion fiir die atomaren Spins
und die damit verkniipften magnetischen Momente nur diskrete Werte annehmen konn-
ten. Auflerdem haben wir bei der Diskussion der Zustandssumme des Idealen Gases im
Abschnitt 4.3 pauschal beriicksichtigt, dafl atomare Teilchen, die der Quantenmechanik
gehorchen, hidufig ununterscheidbar sind. Diese Diskussion soll nun in diesem Kapitel er-
weitert werden auf die Diskussion von quantenmechanischen Vielteilchensystemen. Dabei
wollen wir uns auf solche Systeme beschréinken, bei denen die Wechselwirkung zwischen
den Konstituenten vernachléssigt werden kann, sodafl bei einer klassischen Beschreibung
die Zustandssumme faktorisieren wiirde in ein Produkt der Zustandssummen fiir die ein-
zelnen Konstituenten. Deshalb lautet der Titel dieses Kapitels auch Quantenstatistik Idea-
ler Gase.

Als Ausgangspunkt erinnern wir uns noch einmal an die Gibb’sche oder auch Kanoni-
sche Verteilung aus Abschnitt 4.1. Dabei betrachtet man ja ein makroskopisches System
oder ein Korper, der in thermischen Kontakt zu einem Wérmebad der Temperatur 71" steht.
Die Wahrscheinlichkeit diesen Korper in einem Zustand der Energie FE, vorzufinden ist
dann gegeben durch

1
Wn = E €xp (_En/T)

Dabei ist der Normierungsfaktor durch die Zustandssumme Z definiert als

Z:=> exp(—E,/T)

mit einer Summe iiber alle Zustédnde, die das System oder der Kérper annehmen kann.

Als Spezialfall dieser Kanonischen Verteilung kann man sich nun ein System aus N Ato-
men in einem Warmebad vorstellen. Damit die entsprechende klassische Boltzmann-
Verteilung oder auch Maxwell-Boltzmann- Verteilung angewandt werden kann, sei

179
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zunéchst einmal angenommen, dafl die Atome unterscheidbar sind. Dies ist natiirlich nur
dann der Fall, wenn die Teilchendichte des Systems so gering ist, daBl die Bereiche, in
denen die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Atome von null verschieden ist, nicht iiber-
lappen. Nur so kann man die einzelnen Atome identifizieren. Sind diese Bereiche nicht
mehr separiert, so werden die Atome ununterscheidbar. Gibt es keine Wechselwirkung
zwischen den Teilchen, so faktorisiert die Zustandssume der N Atome Z in ein Produkt
von Einteilchenzustandssummen (siche Absch. 4.3)

Z ="

mit
§=7 exp(—e,/T) (7.1)

und &, den moglichen Energien der einzelnen Atome. Diese Annahme von nicht unter-
scheidbaren Teilchen fiithrt bei realen Gassen zum Gibb’schen Pardoxon. Danach wire
das Herausnehmen einer Trennwand zwischen zwei Teilen eines Gases mit identischem
Druck und Temperatur ein irreversibler Prozess (siehe Diskussion im Absch. 4.3), was
natiirlich im Widerspruch zu unserer Erfahrung steht. Dieses Paradoxon konnten wir da-
durch auflésen, dafl wir die Atome als ununterscheidbar betrachteten und dies in der
Zustandssumme dadurch beriicksichtigten, dafl wir die Zustandssumme der unterscheid-
baren Teilchen durch die Zahl der Permutationen zwischen diesen Teilchen dividierten

gN

Z_N!

(7.2)
Was bedeutet es aber nun genau, wenn wir davon sprechen, dafl wir zwei oder mehrere
Teilchen betrachten, die ununterscheidbar sind. Zunéchst einmal bedeutet ununterscheid-
bar natiirlich, dafl es keine experimentelle Observable gibt, die verschiedene Eigenwerte
fiir diese Teilchen liefert. Insbesondere ist also auch der Hamiltonoperator fiir die beiden
Teilchen identisch. Sei nun dieser Hamiltonoperator fiir jeweils ein Teilchen gegeben und
seien die Losungen der stationédren Schrodingergleichung

ﬁg&a (7?) = 5a90a<7?) (7‘3)

Gibt es keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen, so ist der Gesamt - Hamiltonopera-
tor H gleich der Summe dieser Einteilchenoperatoren A und die Produktwellenfunktionen

Vap(r1,72) = pa(i1)ps(r2) (7.4)
sind Losungen der stationdren Schrodingergleichung fiir das Zwei - Teilchensystem
HY5(F1, 7)) = (0 + £5) Wop(F1, ) . (7.5)

Dabei haben wir immer unterschieden zwischen den Ortsvektoren 7; fiir die Teilchen i = 1
und ¢ = 2. Sind die Teilchen nicht unterscheidbar, so muf§ natiirlich fiir die Wahrschein-
lichkeitsdichte gelten

p(Fl,FQ) = \P*(Fl,FQ)\I/(Fl,FQ) = \If*(FQ,’I?l)\P(Fgﬂ?l) = p(Fg,Fl) . (76)

Diese Symmetrieeigenschaft impliziert, dafl die Wellenfunktionen Eigenfunktionen zum
Veratuschungsoperator P sein miissen mit

P\I/(T_i, r3) = U(ry,71) = MU (r7,75), (7.7)
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also einem Eigenwert e vom Betrag 1. Da aufierdem doppeltes Vertauschen, Anwenden
von P?, wieder den Ausgangszustand liefert

pQ\I/(T_i,T_é) = eQi”\IJ(T_i,r_é) = U(ry,73)

muB dieser Eigenwert e = £1 sein. Man kann nun zeigen, dafl diese Eigenschaft, die
Wellenfunktion von ununterscheidbaren Teilchen dndert sich beim Austausch von zwei
Teilchen gerade durch eine Phase e = £1 global gilt, d.h. fiir alle Teilchen von diesem
Typ im gesamten Universum. Man unterscheidet deshalb die verschiedenen atomaren
Teilchen nach dieser Phase in

el —

{ +1, Bosonen (7.8)

-1, Fermionen

AuBerdem kann man zeigen, da8 die Teilchen mit der Phase e = 41, also die Bosonen,
all die Teilchen sind, die einen ganzzahligen Spin besitzen, wie z.B. die Mesonen, Atome
mit gerader Anzahl von Protonen und Neutronen (Helium 4, *He) und auch die Photonen.
Andererseits sind Fermionen all die Teilchen mit halbzahligem Spin, wie z.B. Protonen,
Elektronen, und Atome wie das Helium Isotop mit einem Kern aus 2 Protonen und einem
Neutron, *He.

Die Produktwellenfunktion ¥,z aus (7.4) war ja Losung der stationédren Schrodinger Glei-
chung fiir 2 Teilchen (7.5) erfiillt aber nicht die Symmetriebedingung (7.7) und ist deshalb
fiir die Beschreibung von ununterscheidbaren Teilchen nicht zu gebrauchen. Andererseits
ist aber auch die Produktwellenfunktion

Uo7, 72) = 03(71)0alr?)

Eigenfunktion zu H mit dem gleichen Eigenwert wie U,s in (7.5). Damit ist auch jede
Linearkombination dieser beiden Lésungen eine Losung der Schrodingergleichung. Insbe-
sondere ist

U7, ) = jﬁ (a7 )05(7) + 05(F)pals)} (7.9)

eine solche Losung, die gleichzeitig die Symmetriebedingung fiir Bosonen erfiillt (symme-
trisch gegeniiber Teilchenvertauschung), wihrend die “richtige” Wellenfunktion fiir Fer-
mionen antisymmetrisch ist und die Gestalt

(7, 7) = jﬁ {0a(@)0s(72) — 05(71)0al2)} (7.10)

besitzt. Aus diesem Ergebnis kann man nun auch sofort das Pauli Prinzip ablesen.
Besetzen ndmlich zwei ununterscheidbare Fermionen den gleichen Einteilchenzustand o
so ist die antisymmertrische Wellenfunktion ((7.10) mit o = ) identisch null, dieser
Zustand ist nicht existent, er ist Pauli verboten.

Was bedeuten diese Ergebnisse fiir die statistische Behandlung? Wir wollen das an einem
sehr einfachen Beispiel erlautern mit 2 Teilchen, die sich in Einteilchenzusténden «, § und
v befinden kénnen. Sind diese beiden Teilchen unterscheidbar, bezeichnen wir sie also mit
A und B, so ergeben sich die in der folgenden Tabelle aufgelisteten 9 unterschiedlichen
Konfigurationen der Maxwell - Boltzmann Verteilung;:
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’ Q I} ~y ‘ No N3 Ty ‘
AB - - 12 0 O
A B -1 1 0
A - B|1 0 1
B A -1 1 0
- AB - |0 2 0
- A B |0 1 1
B - A1 0 1
— B A0 1 1
- - AB| 0 0 2

Tabelle 7.1: Mazwell - Boltzmann Verteilung

In der rechten Hélfte der Tabelle sind zusétzlich die Besetzungszahlen n; angegeben, also
wie viele Teilchen sich im Zustand ¢ befinden. Fiir Bosonen, ununterscheidbar deshalb
setzen wir A = B, sind die zweite und die vierte Konfiguration in dieser Tabelle identisch,
es sollte also nur eine aufgefiihrt werden. Deshalb reduziert sich im Fall von 2 Bosonen
in diesen 3 Zustédnden die Zahl der verschiedenen Konfigurationen auf 6, ndmlich die der
Bose - Einstein Statistik

’ a I3 0 \ Na Mg Ny ‘
AA - - 12 0 0
A A — |1 1 0
A - A 10 1
- AA - |0 2 0
- A A0 1 1
- - AA| 0 0 2

Tabelle 7.2: Bose - Einstein Statistik

Handelt es sich bei den ununterscheidbaren Teilchen um Fermionen, so entfallen auch
noch die Konfigurationen, die gegen das Pauli Prinzip verstoflen. In diesem Fall verbleiben
in unserem Beispiel fiir die Fermi - Dirac Statistik nur noch 3 Konfigurationen Die

’oz 154 v‘na ng ”w‘
AA —-]1 1 0
A - A1 0 1
- A A0 1 1

Tabelle 7.3: Fermi - Dirac Statistik

Besetzungszahlen n;, die wir in diesen Tabellen eingefithrt haben eignen sich, um die
verschiedenen Konfigurationen der Bose-Einstein und der Fermi - Dirac Statistik eindeutig
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zu identifizieren. Es gilt ndmlich im Fall der Bose -Einstein Statistik fiir N Bosonen in
den verschiedenen Zusténden, dafl alle Konfigurationen genau dann generiert werden,
wenn man die Kombinationen von Besetzungszahlen betrachtet, fiir die gilt (vergleiche
das Beispiel aus der Tabelle 7.2):

Bose - Einstein: n; €{0,1,...N}

>oni=N. (7.11)

Ganz entsprechend gilt fiir die Fermi - Dirac Statistik (vergleiche das Beispiel aus der
Tabelle 7.3):

Fermi - Dirac: n; € {0,1}

ZmzN. (7.12)

Auch fiir die klassische Maxwell-Boltzmann Verteilung mit unterscheidbaren Teilchen
konnen die Besetzungszahlen herangezogen werden. Die Regeln fiir die moglichen Zusténde
entsprechen denen der Bose-Einstein Statistik (7.11). Wegen der Unterscheidbarkeit der
Teilchen kommt aber zu jeder Konfiguration, die durch die Besetzungszahlen definiert
sind, in den einzelnen Summanden der Zustandssumme in diesem Fall noch ein Entar-
tungsfaktor a(n;) hinzu, der angibt wie viele Konfigurationen bei festen Besetzungszahlen
n; auftreten (vergleiche das Beispiel aus der Tabelle 7.1):

Maxwell - Boltzmann: n; € {0,1,...N}
N!
B IT;ni!

(7.13)

Q;

Neben diese Verteilungen mit fest definierter Teilchenzahl N betrachten wir auch noch
die Planck Verteilung. Dies ist die Verteilung eines Quantengases von Bosonen, bei denen
die Anzahl der Bosonen nicht fest vorgegeben ist sondern erst durch die Temperatur
festgelegt wird. Das prominenteste Beispiel fiir die Planck Verteilung ist die Verteilung
von Photonen in einem schwarzen Kérper. Die Planck Verteilung ist definiert durch

Planck Verteilung: n; € {0,1,...00} . (7.14)

Die Besetzungszahlen n; sind aber nicht nur hilfreich zur Definition der unterschiedlichen
Summanden in der Zustandssumme eines Quantengase. Mit diesen Besetzungszahlen kann
man natiirlich auch die Energie einer Konfiguration berechnen, vorausgesetzt sie ergibt
sich aus der Summe der Einteilchenenergien ¢; und die Wechselwirkung zwischen den
Konstituenten des Systems ist vernachléssigbar
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Damit kann man also die Zustandssumme Z berechnen durch

z= o |-5(Tn)]. (7.16)

{n:}

wobei das Zeichen {n;} an der Summe bedeuten soll, da§ die Summation jeweils nach den
Regeln (7.11) - (7.14), je nachdem was fiir ein System vorliegt, durchzufiihren ist. Damit
kann man aber auch den statistischen Mittelwert fiir die Besetzunfszahlen berechnen zu

<ng> = Znsexp[ (;msz)]

{nz}
1 1)oz
- Z 6 Oe,
1\ 0In(2)
= |—= 7.17
(-5) %5 (7.7
Als erste Anwendung wollen wir verifizieren, dafl mit den hier formulierten Regeln im

Falle der Maxwell - Boltzmann Verteilung auch in der Tat das klassische Ergebnis fiir
unterscheidbare Teilchen reproduziert wird. Nach (7.13) ergibt sich also in diesem Fall

N!
Zz = Zwexp[_ﬁ(nlfl—Fnzgg—F...)]
2 gl
N! . o
= X o (exp[=8a])" (exp [-Be2))
2 gl

= (exp[—fe1] +exp[—Bes] +.. )"

Daraus ergibt sich fiir den Logarithmus der Zustandssumme

InZ = Nln (Zexp [—ﬁar]> = NIn&,

wobei £ wieder die Einteilchenzustandssumme entsprechend (7.1) ist. Nach (7.17) erhélt
man fiir die Besetzungszahl
exp [—fes]

§
also genau die Besetzungswahrscheinlichkeit fiir ein Teilchen im Zustand s multipliziert
mit der Zahl der Teilchen, genau das Ergebnis, was wir klassisch erwarten.

<ng>=N—"—=

Als zweite Anwendung soll hier die Planck’sche Verteilung diskutiert werden. In diesem
Fall ist die Gesamtzahl der Teilchen nicht vorgegeben und in der Zustandssumme kann
daher die Summe z.B. iiber die Zahl n; der Teilchen im Zustand i = 1 ganz unabhéngig
von den Summationen iiber die anderen Besetzungszahlen durchgefiihrt werden

S0, 5 €XD [ 01.2.] T it 05 [ (S i)
D on, OXP [—PNgEs] Doy, izs XD {_ﬁ (Zi;ﬁs ”igi)}
Zns ng €Xp [_ﬁnsgs]

Zn exp [_571588]

_ ;a {Zexp ﬂnses}. (7.18)

<ng> =
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Als Zwischenrechnung fithren wir aus

ne _ 1
; (exp [=f=])™ = T — 5T (7.19)
Dies eingesetzt in (7.18) ergibt:
B exp [—fes]
R exp [— e,
1
T exp [+0es] — 1 (7.20)

Dieses Ergebnis der Besetzungszahl fiir die Plancksche Verteilung werden wir am Bei-
spiel der Strahlung eines schwarzen Korpers in einem spéteren Abschnitt noch weiter
diskutieren.
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7.2 Bose-Einstein-Statistik

Die Zustandssumme eines Quantengases aus Bosonen

Z(N)=> exp [—ﬁ (Z neﬂ : (7.21)

{ni}

148t sich nur sehr schwer berechnen, da die Summationen iiber die Besetzungszahlen
der einzelnen Zustdnde n; nicht unabhéngig voneinander durchgefithrt werden koénnen,
sondern {iber die Summationsregeln (7.11) miteinander verkniipft sind. In dieser Situation
hilft uns die Erkenntnis aus Abschnitt 6.1 weiter, dafl ndmlich im thermodynamischen
Limes grofler Teilchenzahlen, die Grokanonische Zustandssumme

Z= Z Z(N")exp(—aN') = Z(N) exp(—aN)AN (7.22)

zu gleichen Ergebnissen fithrt wie die Kanonische Zustandssumme, wenn der Parameter

a=—pf

beziehungsweise das Chemische Potential i so gewéhlt sind, dafi die Grokanonische Zu-
standssumme einen Mittelwert fiir die Teilchenzahl von N’ = N liefert. In diesem Fall
stammen die Hauptbeitrage zu Z fast ausschliefilich von Konfigurationen mit N’ ~ N
und die Schwankung AN in (7.22) ist vernachldssigbar klein. Damit gilt also

ImZ=mZ(N) —aN+IhAN
~0

beziehungsweise
InZ(N)=InZ+aN (7.23)

In der Groflkanonischen Zustandssumme Z werden aber Konfigurationen mit allen Teil-
chenzahlen aufsummiert. Die Beschrinkung auf die Besetzungszahlkombinationen mit
>;n; = N entféllt und man kann also berechnen

Z = (i exp [—fnie; — omﬂ) (i exp [—fnqey — anQ]) .

n1=0 no=0

- 11 (1 — (_1[5& - a})) (7.24)

Damit ergibt sich nach (7.23) fiir die Kanonische Zustandssumme

InZ(N) :ozN—Zln(l—eXp(— [Be; + al)) (7.25)

Unter Anwendung von (7.17) erhélt man hieraus fiir die Besetzungszahl

exp (— [fes + o))

<M > 1 —exp(—[fes + a])
1
T explfe,+al—1
1

=~ o0 (B — )~ 1 (7.26)
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Abbildung 7.1: Besetzungszahl fiir ein Gas aus Bosonen nach (7.26) fir ver-
schiedene Temperaturen T und Chemische Potentiale .

Unbekannt ist an dieser Stelle lediglich der Wert fiir das Chemische Potential p. Bevor
wir die Wahl von p ndher diskutieren sei angemerkt, dafl im Fall der Planck Verteilung
(7.20), wo ja die Zahl der Bosonen nicht festgelegt ist, sich das gleiche Ergebnis ergab mit

w=0.
Der Wert des Chemischen Potentials fiir die Bose Einstein Statistik ergibt sich aus der

Forderung, dafl
Y <ng>=N, (7.27)

sein mufl. Auflerdem ist klar, dafl y kleiner sein muf} als der niedrigste Wert der Einteil-
chenenergien ¢y. Anderenfalls erhielte man ja fiir alle Einteilchenenergien ¢; < p gemés8
(7.26) negative Besetzungszahlen < n; >, was natiirlich unsinnig ist. Fiir den Grenzfall
1 — £o erhélt man eine divergierende Besetzungszahl

lim < ny >= 0. (7.28)

H—¢€0

Das zu bestimmende Chemische Potential p héingt aber nicht nur von der Teilchenzahl N
ab. Es muf} dariiber hinaus auch fiir jede Temperatur 7', beziehungsweise # = 1/T" neu
angepafit werden. Zur Erlauterung dieser Abhéngigkeit von der Temperatur betrachten
wir die Abb. 7.1. Wir nehmen an, daf§ sich fiir 7" = 1 und g = —1 eine Besetzungs-
zahlverteilung ergibt (durchgezogene Linie) mit der geforderten Teilchenzahl N. Erhoht
man nun die Temperatur auf 7" = 1.5, halt aber pu konstant auf y = —1, ergibt sich die
gestrichelte Kurve mit Besetzungszahlen < ng > die fiir alle Energien grofler sind als bei
T = 1. Es ist also eine Neuanpassung von p erforderlich um auf die gleiche Gesamtteilche-
zahl zu kommen. In unserem Beispiel konnte die Wahl ;1 = —2 diese Bedingung erfiillen.
(Fur die explizite Angabe von p mufl man natiirlich die Verteilung der ¢; kennen.) Mit
anwachsender Temperatur wird also die Besetzungszahl als Funktion der Energie durch
eine immer flachere Kurve dargestellt, was bedeutet, da} ;1 mit wachsender Temperatur
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immer niedrigere Werte annimmt. Es ergibt sich also fiir die Temperaturabhéngigkeit des
Chemischen Potentials bei festgehaltener Teilchenzahl N

(7.29)

N Bes fir T — oo
H €0 fir T — 0.

Im Folgenden wollen wir uns mit einem idealen Bose Gas befassen, bei dem die Einteilchen-
zustinde durch den Impuls p der Teilchen charakterisiert ist und die Einteilchenenergien
sich allein aus der kinetischen Energie ergeben zu

P
Pom”
Aulerdem wollen wir den Thermodynamischen Limes betrachten, in dem Teilchenzahl

und Volumen unendlich grofl werden, allerdings mit der Nebenbedingung, dafl bei diesem
Grenziibergang die Dichte konstant gehalten wird.

N 1
{ ]‘(7:(::3 }mitp:V:V:konst. (7.30)

Durch den Grenziibergang V' — oo wird aus dem Spektrum von diskreten Energien der
Quantenmechanik ein Kontinuum von Energiewerten und die Summe iiber Einteilchen-
zustédnde p geht iiber in ein entsprechendes Integral

> = (27:5)3 / d*p (7.31)

Zur Bestimmung des Chemischen Potentials definieren wir die Abkiirzung
z(p) = exp (=Bl —p]) <1

Mit dieser Definition soll dann p so bestimmt werden, dafl

N = > <n,> :le(m

7 1—2(p)
= Zx(p)[l—i—x—i—f—i—...]
= XSl

— TS e (—I8le, — ) (7.32)
P I=1
Dabei haben wir in der ersten Zeile dieser Gleichung eine Darstellung von < n, > nach
(7.26) eingesetzt. Ersetzt man nun die Summe iiber die Einteilchenzusténde entsprechend
(7.31) durch das Integral, so ergibt sich

V& 2
N = orh) ;exp[lﬁu]élﬂ/dppz exp <_2Z1T>
4 i exp(l5p] (7.33)

N(T) 3/

=1
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" N/N
A Ty T A
0 ' 1
0 + >
To T

Abbildung 7.2: Verhalten des Chemischen Potentials p (linkes Teilbild) und
des Ordnungsparameters No/N (rechts).

wobei wir die Abkiirzung
2mh
MT) = ——= 7.34
(T)=—F—= (7.34)
eingefithrt haben, die man héufig auch als Thermische Wellenléinge bezeichnet, weil
Sie ein Maf} fiir die typische de-Broglie Wellenldnge der Teilchen mit Masse m bei der
Temperatur 7" darstellt. Dividiert man die Gleichung (7.33) durch die Teilchenzahl N
und nimmt man weiter an, daf§ das Chemische Potential p = 0 ist, sodaf} also die Ex-
ponentialfunktion in der letzten Zeile von (7.33) durch 1 ersetzt werden kann, so ergibt
sich

=1

=1

= VN (Tp)¢(3/2). (7.35)

Dabei bezeichnet V das in (7.30) eingefiithrte Volumen pro Teilchen und die Riemansche
Zeta Funktion ist definiert durch
<1

(w=37 (7.36)

und nimmt fiir z = 3/2 den Wert ((3/2) = 2.612... an. Setzt man in dieser Gleichung
(7.35) die Definition der Thermischen Wellenlénge (7.34) ein und 16st diese dann nach der
Temperatur auf, so erhélt man die Temperatur

2 7
[C(3/2)° mV2/3°

T, = (7.37)

also die Temperatur, bei der das Chemische Potential den Grenzwert ;1 = 0 annimmt.
Fir T > Ty nimmt das Chemische Potential, so wie im linken Teilbild von Abb. 7.2
dargestellt, negative Werte an. Fiir die weitere Diskussion der Verteilung der Teilchen auf
die verschiedenen Impulszusténde machen wir nun eine Fallunterscheidung und betrachten
zunéchst den Fall
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T > Ty: In diesem Fall ist also g < 0 und die gesamte Teilchenzahl N ergibt sich mit den
Besetzungszahlen nach (7.26) und der Summation ersetzt nach (7.31) zu

Vim oo P?
V=Y <me= oyl YepE ot 0

Fiir kleine Impulse p geht der Integrand in dieser Gleichung quadratisch gegen 0,
weil die Zahl der Zustéinde mit einem Impuls vom Betrag p proprtional zu p? ist.
Dies bedeutet insbesondere, dafl der Anteil der Teilchen mit dem Impuls Null, be-
ziehungsweise auch der Energie ¢ = 0, N; identisch Null ist.

T = Ty: Auch in diesem Fall wollen wir die Frage beantworten, welche Anzahl der Teilchen,
Ny, den Grundzustand bevolkert. Dazu entwickeln wir den Integranden in (7.38),
insbesondere die Exponentialfunktion im Nenner fiir kleine Werte von p

P? 2mT'p?
exp(ﬁ [%—MD 1 p —2mp

Damit nimmt der Integrand auch im Grenzfall © — 0, das ist ja der Wert des
Chemischen Potentials, der fiir " = T benutzt werden muf, einen endlichen Wert
an, was bedeutet, dafl die Anzahl Ny auch im Fall T' = T, vernachléssigbhar ist.
Andererseits wissen wir aber nach (7.35), daf8 bei dieser Temperatur 7" = T und
= 0 das Integral (7.38) genau den erforderlichen Wert N liefert.

T < Ty: Auch in diesem Temperaturbereich mufl ja p = 0 gelten. Damit kann das Integral
(7.38) aber nur ein Ergebnis N liefern, das kleiner ist als die gesuchte Teilchenzahl.
Der Rest der Teilchen N — N kann sich also nur im Zustand der Energie Null
ansammeln. Es gilt also

Viag oo p?
N = N / dp——F—
0t (2mh)3 Jo pexp (Bep) — 1

”
= Mot 3579¢ ¢(3/2), (7.39)

wobei in der letzten Zeile das Ergebnis fiir das Integral aus (7.33) iitbernommen
wurde.

Wir konnen also zusammenfassen, daf3 fir T° > Tq die Zahl Ny, also die Zahl der Teilchen
im Zustand mit € = 0 identisch null ist. Insbesondere ist im Fall T' = Tj

v
= ——((3/2
o)
Zusammen mit (7.39) erhélt man also fiir 7' < Ty
No N (Tp) T\*?
S0 — 1 (= 4
N N (T) <TO> (7.40)

(Fiir die letzte Umformung wurde die Definition der Thermischen Wellenlénge A aus (7.34)
benutzt.) Der Anteil No/N der Teilchen im Grundzustand, den man hiufig auch als den
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Anteil der kondensierten Bosonen bezeichnet, kann man nun als Ordnungsparameter fiir
das Einsetzten des Phaseniibergangs zum Bose Einstein Kondensat bezeichnen (verglei-
che Tabelle 6.2 im Absch. 6.5). Die Abhéngigkeit dieses Ordnungsparameters von der
Temperatur ist im rechten Teilbild der Abb. 7.2 dargestellt. Man sieht, daf} sich der Ord-
nungsparameter als Funktion von T stetig aber mit einem Sprung in der ersten Ableitung
bei T' = Ty darstellt. Wir haben es also hier mit einem Phaseniibergang zwischen einem
normalen Gas aus Bosonen und einem sogenannten Bose Einstein Kondensat zu tun.

Ein erstes Beispiel fiir einen solchen Phaseniibergang stellt die Fliissigkeit gebildet aus *He
Atomen bei tiefen Temperaturen dar. Berechnet man die Temperatur T; des Phaseniiber-
gangs nach (7.37) mit der Masse m der “He Atome und der Dichte beziehungsweise dem
Volumen pro Atom V), so erhélt man einen Wert Ty = 3.13 K. Experimentell beobachtet
man den Ubergang von der normalen Fliissigkeit zur supraleitenden Fliissigkeit allerdings
erst bei Ty = 2.17 K. Diese Diskrepanz zwischen Theorie und Experiment ist nicht sehr
verwunderlich: Bei der Herleitung von (7.37) wurde ein ideales Gas ohne Wechselwirkung
zwischen den Atomen angenommen. Bei dem fliissigen “He ist die Dichte so grof, daf
natiirlich die Wechselwirkung zwischen den Atomen beriicksichtigt werden muf, sonst
hiitte sich ja auch keine Fliissigkeit gebildet. In diesem Sinne ist also das Suprafluide *He
kein idelaes Bose Einstein Kondensat.

In jlingster Zeit wurden aber Bose Einstein Kondensate experimentell auch fiir andere
Atome beobachtet. Dazu betrachtet man eine Ansammlung von Atomen, die in einer
magnetischen Falle gehalten sind und auf so tiefe Temperaturen abgekiihlt werden, dafl
man den Phaseniibergang zum Bose Einstein Kondensat erreicht!. Diese Systeme sind
vor allen Dingen deshalb ungeheuer interessant, da die im gleichen Einteilchenzustand
kondensierten Atome wegen der notwendigen Symmetrisierung der Wellenfunktion, einen
kohédrenten Quantenzustand darstellen.

Zum Abschluf} dieses Paragraphen soll die Energie eines idealen Bosonen Gases diskutiert
werden. Fiir Temperaturen oberhalb der kritischen Temperatur 7{ erhélt man

p2
FE = Zp:np%
Vig oo p? P?
~ <m>3/o W omoxp (Bl — pl) — 1
(7.31)
- f: Xp(pl) (7.41)

2 )\3 l5/2

=1

Bei dem Ubergang zur letzten Zeile in dieser Gleichung wurden Rechenschritte analog zu
denen, die zu (7.33) fiithrten, benutzt. Natiirlich mufl man zunéchst einmal fiir eine vor-
gegebene Temperatur 7" mit (7.33) das Chemische Potential ;2 bestimmen und kann dann
die Energie nach (7.41) berechnen. Fir 7' < T, vereinfacht sich die Prozedur dadurch,
daB hier ;1 = 0 bekannt ist. So ergibt sich fiir 1" = Ty

3 /2) 3

E=_NT, = “NT,0.513512. .. 7.42

!Streng genommen handelt es sich eigentlich in diesem Fall nicht um einen echten Phaseniibergang,
da die Anzahl der Atome N in der Groflenordnung von etwa 1000 liegt und damit noch weit entfernt vom
Themodynamischen Limes ist.
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Dieser Wert liegt unterhalb der Energie eines klassischen idealen Gases bei dieser Tempe-
ratur (E = 3/2N1,), was andeutet, dafl die Bose Statistik zu einer stérkeren Bevolkerung
der Einteilchenzustdnde mit niedrigerer Energie fiihrt. Fiir Temperaturen unterhalb Tj
besetzt ein signifikanter Teil der Teilchen, Ny, den Zustand mit der Einteilchenenergie
e = 0 und trdgt damit nicht mehr zur Energie bei. In diesem Fall ist die Energie also

gegeben durch

¢(5/2)
¢(3/2)
3 /TN*? _¢(5/2)
(7)) T )

(N = No)T

3
2

Fiir die Zahl der nich kondensierten Teilchen (N — Ny) wurde dabei das Ergebnis aus
(7.39) tibernommen und die Definition der Thermischen Wellenlénge (7.34) benutzt.
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7.3 Planck - Verteilung

Das wohl wichtigste Beispiel fiir die Anwendung der Planck - Verteilung ist die Strah-
lungscharakteristik eines Schwarzen Korpers, man spricht auch von dem Photonengas.
Als ideale Realisierung eines solchen Photonengases konnen wir uns die elektromagne-
tischen Wellen in einem Hohlraum vorstellen. Durch den thermischen Kontakt mit der
Wand des Hohlraums werden laufend Photonen, also die Energiequanten des elektroma-
gnetischen Feldes, erzeugt und auch wieder absorbiert. Die Zahl der Photonen ist also
nicht konstant. Bezogen auf die Photonenzahl haben wir es also mit einer Grofikanoni-
schen Gesamtheit zu tun. Da Photonen aulerdem Bosonen mit einem Spin S = 1 sind,
sind damit die Voraussetzungen fiir die Planck Verteilung (siehe (7.14)) gegeben.

Die elektromagnetischen Wellen sind ja charakterisiert durch die Groflen Wellenldnge A
und Frequenz v bzw. Winkelfrequenz w. Aus der klassischen Elektrodynamik wissen wir
auerdem, dafl man einer solchen elektromagnetischen Welle auch einen Impuls p’ zuord-
nen kann, der proportional zur Energie ist. Das Verdienst von Max Planck war es nun im
Jahr 1900, dafl er die Annahme machte, daf} die elektromagnetischen Wellen in Form von
wohldefinierten Energiepaketen, Energiequanten der Grofle €, = hw, erzeugt und vernich-
tet werden. Mit dieser Annahme, die erst sehr viel spéter in der Quantenfeldtheorie eine
theoretische Begriindung fand, konnte er, wie wir hier zeigen wollen, das Spektrum der
Hohlraumstrahlung beschreiben. Damit wurde eine wichtige Grundlage fiir die Quanten-
mechanik gelegt.

Die Eigenschaften dieser Photonen, der Energiequanten des elektromagnetischen Feldes,
werden zusammengefafit durch (¢ bezeichnet die Lichtgeschwindigkeit):

w = ck|=ck
_ o
D)
—» h
p = hk mit h=_—
2m
e = hw, (7.44)

wobei h bzw. h wie iiblich fiir das Plancksche Wirkungsquantum steht und k als Wel-
lenzahlvektor bezeichnet wird. Mit diesen Annahmen fiir die Energie und Impuls der
Photonen, kann man nun ganz analog zu der Zahl der Phasenraumzusténde fiir ein Punkt-
teilchen, die Zahl der Phasenraumzusténde fiir Photonen mit einem Impuls aus dem Im-
pulsintervall [p, 7+ dp] und mit einem Ortsvektor aus dem Intervall [¢, 7+ dg] angeben
durch
Bpd3q
3
Der Faktor zwei in dieser Gleichung erklért sich dadurch, dafl elektromagnetische Wellen
transversal polarisiert sind, der Vektor des elektrischen Feldes steht also senkrecht zum
Wellenvektor lg, und es sind genau zwei voneinander unabhéngige transversale Polarisa-
tionen mdglich sind. Daraus ergibt sich fiir ein Gesamtvolumen V' die Zahl der Photonen-
zustande dNjy; bzw. dNj, mit bestimmtem Impuls |p] bzw. Wellenzahl &

dNg = 2

(7.45)

ANy = / v / dQdN;
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_ QV/Mazm
7V
= G Pdp
_ STVh Vo,
= ANy = - (%)31{ dk = 5 Kdk . (7.46)

Benutzt man nun, daf sich fiir die Planck-Verteilung die Besetzungszahl fiir einen Photo-
nenzustand der Energie ¢, nach (7.20) berechnet, so erhalten wir fiir die Zahl der Photonen
mit Wellenzahl k

— 1
dNy = dNy———
k e
Vo, 1
Dies entspricht einer Photonenzahl dN, bei der Frequenz w von
Vo, 1
und es ergibt sich eine Energiedichte fiir die Photonen der Energie £ = hw
dE = hwdN,
V hw?
= 33 chelT _ 1 dw . (7.49)
f(hw)=f(e)

Die Energiedichte f(hw) = f(e) bezeichnet man als Planck’sche Strahlungsformel.
Beispiele fiir dieses Energiespektrum der Strahlung eines Schwarzen Korpers bei verschie-
denen Temperaturen sind in Abb. 7.3 dargestellt.

Auf der einen Seite beobachtet man einen Abfall der Energiedichte bei Photonen kleiner
Energie. Dieser Abfall hat seine Ursprung im Faktor w?® im Zihler des Ausdrucks in (7.49)
und basiert natiirlich zum Teil darauf, dafy diese Photonen eine geringere Energie besit-
zen (eben ~ w) und so natiirlich jedes Photon einen geringeren Beitrag zu Energiedichte
leistet. Hinzu kommt aber insbesondere, dafi die Zahl der Photonenzusténde mit vorge-
gebner Energie bzw. Impuls mit dem Faktor p* in (7.46) abfillt, was einen Faktor ~ w?
im Zahler des Ausdrucks in (7.49) beitrégt. Dieser Abfall bei kleinen Energien beruht also
auf der klassischen Eigenschaft des Phasenraumes: In ein vorgegebenes Volumen passen
weniger elektromagnetische Wellen mit kleiner Wellenzahl k, d.h. grofler Wellenldnge A
(siehe (7.44)).

Zur genaueren Untersuchung des Verhaltens bei kleinen Energien, entwickeln wir die Ex-
ponentialfunktion im Nenner des Ausdrucks von (7.49) fiir kleine Werte von hw/T

/M~ 1+ hw/T

was eingesetzt in die Plancksche Formel die Strahlungsformel von Rayleigh und Jeans
liefert:

1% fiw?3
Je) = w23 <1+hw/T—1>

1%
= —— T (7.50)

w23
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Abbildung 7.3: Spektrum des Schwarzen Strahlers fiir verschiedene T.

In Abb. 7.4 wird das Ergebnis der Planckschen Strahlungsformel, die praktisch identisch
mit den experimentellen Daten ist, mit Strahlungsformel von Rayleigh und Jeans vergli-
chen, die ja der klassischen Theorie entspricht. Fiir grofle w divergiert der Ausdruck (7.50)
fiir die Energiedichte; die integrierte Energie des Schwarzen Strahlers wére unendlich grof3.
Dieses Ergebnis bezeichnet man deshalb auch als Ultraviolettkatastrophe der klassischen
Rayleigh Jeans Theorie.

Wiéhrend also der Abfall der Funktion f(e) bei kleinen Energien im Rahmen der klassi-
schen Theorie zu verstehen ist, kann der Abfall zu grofien € oder w nur mit der Quan-
tenmechanik verstanden werden. Wegen der Beziehung zwischen Frequenz und Energie-
quantum ¢ in (7.44) konnen elektromagnetische Wellen mit grofiem w nur mit groflen
Energiequanten erzeugt werden. Die Erzeugung solch grofier Energiequanten ist aber bei
einem Kontakt mit einem Wérmebad der Temperatur 7" unterdriickt. Bei einem klassi-
schen System ist ja die Wahrscheinlichkeit, ein entsprechendes Energiequant vorzufinden
proportional exp(—e/T'), bei genauerer Beriicksichtigung der Bose Eigenschaften gerade
durch die Planck Verteilung (7.20) gegeben.

Fiir groBe Werte hw/T geht die Plancksche Formel in die 1893 von Wien empirisch ge-
fundene Strahlungsformel iiber:

1 ~ ,—hw/T . hw
14 3 —hw/T

Um nun die Frequenz w oder auch die entsprechende Energie ¢ = hw zu berechnen, bei
der die Energiedichte der Hohlraumstrahlung maximal ist, bildet man die Ableitung der
Funktion f(e) aus Gleichung (7.49) und bestimmt deren Nullstellen

a _

=0
de
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Abbildung 7.4: Vergleich der Planckschen Strahlungsformel mit den Strah-
lungsformeln von Rayleigh und Jeans (7.50) und der Wienschen Parametri-

sierung (7.51)

SR P
de |es/T — 1|
N 3e2(es/T — 1) — 3 Les/T .
(ee/T _ 1)2
(7.52)

= =0 und £=2,82144...-T.
Die LBung ¢ = entspricht dem Minimum in der Verteilung, sodafl fiir das gesuchte Ma-
ximum nur die zweite Losung in Frage kommt. Das Maximum des Spektrums verschiebt
sich also proportional zur Temperatur des Strahlers und liegt bei der Frequenz vyp.y
1 T
UMax = ~—Whax = 5,879 - 1010m [Hz] (7.53)

Dabei soll T'/[ K] bezeichnen, daf hier die Temperatur in Kelvin einzusetzen ist. Betrachtet
man das Energiespektrum als Funktion der Wellenldnge dN = f(\) d\, ergibt sich

K
AMax = 2877 [T] [pm]

(7.54)

Bisher haben wir die Strahlung des Schwarzen Korpers vor allen Dingen als Strahlung in
einem Hohlraum interpretiert, bei dem die Temperatur der Wand fiir die elektromagne-
tischen Wellen verantwortlich ist. In guter Naherung kann aber auch z.B. die Sonne als
Quelle fiir die Strahlung eines Schwarzen Kérpers ansehen: Die Sonne iibernimmt also
die Rolle der heilen Wand und wir, die Beobachter befinden uns im Hohlraum. So kann
man mit Hilfe des Modells vom Schwarzen Strahler durch Messung des Spektrums eines
Objekts Riickschliisse auf dessen Temperatur ziehen. Diese Methode findet z.B. in der

Astronomie Anwendung
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Beispielsweise liegt das Maximum bei Zimmertemperatur 7" ~ 300 K im infraroten Be-
reich, wogegen bei Temperaturen von 5800 K, wie sie an der Sonnenoberfliache herrschen,
hauptséichlich sichtbares Licht (A ~ 500 nm) emittiert wird

Als weiteres Beispiel fiir die Strahlung eines Schwarzen Korpers sei die Kosmische Hin-
tergrundstrahlung diskutiert. Im Jahre 1965 bemerkten Arno Penzias und Robert Wil-
son bei Messungen mit den ersten Kommunikationssatelliten ein Rauschen. Da es voll-
kommen unabhéngig von der Beobachtungsrichtung war, wurde es von ihnen zunéchst als
Storgerdusch interpretiert. Als dieses Rauschen aber auch durch intensive Bemiithungen
um eine Verbesserung der Empfangsantennen und der Verstérker nicht unterdriickt wer-
den konnte, suchte man nach anderen Erklarungen. Dabei wurde klar, dal Penzias und
Wilson mit diesem Rauschen das Echo des Kosmologischen Big Bang registriert hatten.

Die Frequenz der Radiostrahlung entspricht der Strahlung eines Schwarzen Korpers bei der
Temperatur T' = 3,5 K. Zur Erklarung dieser Hintergrundstrahlung mufl man beriicksich-
tigen, dafl kurz nach dem Urknall die Materie wegen der hohen Temperaturen vollstéandig
ionisiert war. Die freien Ladungen, Elektronen und Protonen, wechselwirken so stark mit
den elektromagnetischer Wellen, dafl die Materie und die Strahlung gleiche Temperatur
besaflen. Erst bei einer Abkiihlung des Weltall auf T" ~ 3000 K, was der Bindungsener-
gie der Elektronen in einem Atom entspricht, konnten sich neutrale Atome bilden. Seit
diesem Zeitpunkt sind die Wechselwirkungen zwischen Photonen und Materie erheblich
schwicher Die Folge ist eine Entkoppelung von Photonen und Materie, Ty1ay 7# Tpnot- Der
Weltraum sollte also leuchten wie ein Kérper mit 7" = 3000 K. Da die 3000 K-Strahlung
vor sehr langer Zeit entstanden ist, sehen wir sie heute vom Rand des Universums isotrop
einfallen. Dieser bewegt sich aber nahezu mit Lichtgeschwindigkeit von uns fort, was zur
Folge hat, dafl die bei uns ankommende Strahlung extrem rotverschoben ist: T'= 3,5 K.

Eine alternative, im Rahmen der Relativitédtstheorie jedoch dquivalente Erklarung fiir die-
se Verschiebung ist, daf§ durch die Expansion des Weltalls eine Umskalierung in Richtung
groflerer Léangen erfolgt ist, sodafl einer Welle mit einer bestimmten urspriinglichen Wel-
lenldnge— entsprechend 7' = 3000 K—also heute eine mit erheblich groflerer Wellenlédnge
entspricht: 7' = 3,5 K. Wegen der groflen Bedeutung fiir die Kosmologie wurden Penzias
und Wilson fiir ihre Entdeckung 1980 mit dem Nobelpreis ausgezeichnet

Die gesamte Energie des elektromagnetischen Feldes, also des Photonengases, in einem
Hohlraum des Volumens V' bei der Temperatur 7" erhilt man durch Integration von Glei-
chung (7.49)

o0 o0 3
E:/ iE - / o
0 0

203 ohwo/T _ |
_vrt /00 (hw/T)3
0

w2033 ehw/T 1

d(hw/T)

=n4/15

E = —=VT* (7.55)

Dies ist, vom Vorfaktor abgesehen, die Aussage des Stefan-Boltzmann- Gesetzes

EoT* (7.56)
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7.4 Fermi-Dirac-Statistik

Bei der Aufgabe die Zustandssumme fiir ein Quantengas aus Fermionen zu berechnen,
ergeben sich praktisch die gleichen Probleme wie bei dem Gas aus Bosonen in Absch. 7.2.
Auch hier ist es sehr schwer, die Summation iiber die Bestzungszahlen der einzelnen
Zustdnde so auszufiithren, dafl nur Konfigurationen mit der vorgegebenen Teilchenzahl
N beriicksichtigt werden. Zur Losung dieses Problems verfahren wir ganz analog zu den
Uberlegungen im Abschnitt 7.2, Gleichungen (7.21) bis (7.23) und berechnen zunichst
einmal die Grolkanonische Zustandssumme Z mit einem Parameter o = —pu, bezie-
hungsweise einem chemischen Potential i, das so anzupassen ist, daf sich die gewiinschte
Teilchenzahl ergibt. Die Groflkanonische Zustandssumme berechnet sich im Fall der Fer-
mionen zu

Z = (Z exp [—fnie; — anﬂ) (Z exp [—fnges — ang]) .

n1=0 n1=0

= I +exp(~[Be +al)) (7.57)

7

Damit ergibt sich nach (7.23) fiir die Kanonische Zustandssumme in diesem Fall

In Z(N) :aN+Zln(1+eXp(—[ﬁe,~+a])), (7.58)

und es ergibt sich mit Anwendung von (7.17) fiir die Besetzungszahl

exp (— [Bes + a])
1+ exp(—[fes + a])
1

exp [Be; + o] + 1

1
= S OE A1 (7.59)

<ng >

Im Gegensatz zu den Besetzungszahlen der Bosonen gibt es in diesem Fall keine Divergenz
im Ausdruck fiir < ng >. Alle Werte liegen zwischen < ng >= 0 und < n, >= 1. Fiir die
Einteilchenenergie £, = i ergibt sich

1 1

s=HT < pg>=———— =
N T a0+ 1 2

Ist die Energie ¢, sehr viel groler als das Chemische Potential, so ergibt sich

1

exp(oo) + 1 =0,

fes — 00 : <ng >=

die Zustdnde mit sehr hoher Energie sind also unbesetzt. Andererseits erhédlt man fiir
Energien weit unterhalb des Wertes von pu:
1

g =00 <pg>=————— =1,
pee = —oo " exp(—oo) + 1
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——— =1

<ns>

Abbildung 7.5: Verteilung der Besetzungszahlen fiir Fermionen bei verschiede-
nen Temperaturen, sieh (7.59)

was ja bedeutet, dafl die Zustdnde mit Energien weit unterhalb von p vollstdndig besetzt
sind. Wie grofl der Energiebereich um das Chemische Potential p ist, in dem man Be-
setzungszahlen deutlich grofler als 0 und signifikant kleiner als 1 erhélt wird durch den
Temperaturparameter 5 bestimmt. Bei grolen Werten fiir T gibt es einen grofien Ener-
giebereich um g, bei denen solche Besetzungszahlen mit 0.1 < ng < 0.9 zu finden sind,
wéahrend bei 7' =~ 0 die Besetzungszahl praktisch wie eine Stufe bei ¢ = p von 1 auf 0
abfillt. Man spricht deshalb auch h&ufig von der Energie i als Energie der Fermikante
und bezeichnet © = e als Fermienergie. Das bedeutet, dal man im Grenzfall 7' = 0 das
Chemische Potential so bestimmen muf}, daf§ die Zahl der Zustédnde mit e, < p gerade N
ist. Im Fall der Fermionen hat also das Chemische Potential auch wieder die Bedeutung,
die wir ihm im Fall der Grolkanonischen Gesamtheit zuordnen konnten, ndmlich dafl
gerade der Energie entspricht, die man aufbringen muf}, um ein weiteres Teilchen dem Sy-
stem hinzuzufiigen. Beispiele fiir die Verteilung der Bestzungszahlen fiir Fermionen sind
in Abb. 7.5 aufgefiihrt.

Als ein erstes Beispiel fiir ein Fermionengas, man spricht hiufiger vom Freien Fermi-
gas, wollen wir die Elektronen im Leitungsband eines metallischen Leiters betrachten.
In einem metallischen Festkorper sind die Elektronen in den unteren Schalen eines je-
den Atoms stark lokalisiert und praktisch an jeweils ein Atom fest gebunden. Die gilt
jedoch nicht fiir die Valenzelektronen, also die Elektronen in dem jeweils hochsten noch
besetzten Energieniveau eines Atoms. Wegen der Uberlagerung der Coulomb Potentia-
le der einzelnen im Kristallgitter periodisch angeordeneten Atome spalten die diskreten
Energieniveaus der einzelnen Atome auf zu einem Biindel von Energiezustéinden, die sehr
eng beieinander liegen. Fiir makroskopische Festkorper, ist die Zahl der Einzelniveaus
und die Dichte so grof}, dal man von einem Kontinuum der Zustédnde sprechen kann: Die
Leitungselektronen befinden sich in den Zustdnden eines Energiebandes und kénnen sich
praktisch frei bewegen.

In einem ersten Schritt wollen wir zunichst einmal die typischen Energieskalen dieses
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Gases von Elektronen bestimmen. Dazu betrachten wir zunachst einmal die Zahl der
Phasenraumzusténde fiir Elektronen im Impulsintervall [p, 7+ dp] am Ort [¢, ¢+ dq):

BF Pp
WNew = Grnys

2 (7.60)

Der Faktor 2 resultiert dabei aus den moglichen Spineinstellungen. Die Gesamtzahl der
Elektronenzustiande mit einem bestimmten Impuls |p] = p betrigt damit:

8tV
dNjy = ———p’dp . 7.61
A= amya? P (7.61)
Wir wollen zunéchst die Grole der Fermienergie e = i abschitzen und vernachléssigen
hierfiir die Wechselwirkungen zwischen den Elektronen, sodafl die Energie der Teilchen
ausschliellich durch die kinetische Energie gegeben ist. Insbesondere konnen wir der Fer-
mienergie einen Impuls, den Fermiimpuls pr zuordnen:

= =cp=p (7.62)

Fiir die Temperatur 7' = 0 ergibt sich damit die Zahl der Zustédnde N durch Summation
aller dN) bis zum Fermi-Impuls:

PF
N = AN
0

8wV pr
= — d
soont Jy TP
v p}
= —=—. 7.63
K3 3m2 ( )
Fiir ein freies Fermigas bei der Temperatur 7' = 0 gibt es also einen sehr einfachen
Zusammenhang zwischen der Teilchendichte p und dem Fermiimpuls

N S p}

_ 2 Pr 64
P= YV = op33n2 (7.64)

wobei S fiir den Entartungsgrad eines Impulszustandes steht, hier im Fall der Elektronen
ist S = 2 durch die Spinentartung gegeben. Nun kennt man die Dichte der Leitungs-
elektronen z.B. fiir Kupfer: Die Dichte des Kupfers ist 0.14 Mol pro Kubickzentimeter.
Da wir fiir jedes Atom ein Leitungselektron annehmen konnen ist also die Dichte der
Leitungselektronen

p= 0.14NLL3 A~ 8 X 1022i3

cm cm

mit der Loschmidtschen Zahl N;, ~ 6 x 103, Beriicksichtigen wir aufierdem, daf die Ruhe-
masse der Elektronen mit mc? = 511keV gegeben ist, so ergibt sich fiir die Fermienergie

hic)?
Ep = ;77112\3/377% ~TeV

Eine Energie von 7 eV entspricht einer Temperatur von 70000 Kelvin; bei Zimmertempe-
ratur ist also die Temperatur sehr klein gegeniiber der Fermienergie.
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Abbildung 7.6: Temperaturverhalten der spezifischen Wdarme fiir Metalle nach
(7.65) im Vergleich zu einigen typischen experimentellen Ergebnissen

Fiir die Bestimmung der spezifischen Wérme bedeutet dies, dafi bei solchen Temperaturen
nur ein kleiner Bruchteil der Leitungselektronen in einem Energiezustand liegt, der so nahe
an der Fermikante ist, dafl diese Elektronen aktiv zur Warmekapazitat beitragen konnen,
die Freiheitsgrade der anderen Elektronen sind eingefroren. Setzt man an, dafl diese Zahl
der aktiven Elektronen T
N, eff Yy i N

proportional zur Temperatur 7' ist, und jeder dieser Elektronen wie bei einem idealen
Gas den Beitrag 3/27T zur spezifischen Warme liefert (siehe Diskussion des Gleichvertei-
lungssatzes im Absch. 4.4), so ergibt sich also fiir den Beitrag der Leitungselektronen zur
spezifischen Warme

3

FElektr

OV = §N eff — ’}/T .

Neben diesem Beitrag der Leitungselektronen tragen zur spezifischen Wéarme eines Metalls

auch die Gitterschwingungen bei, die fiir kleine Temperaturen einen Beitrag proportional
zu T? liefern. So ergibt sich also insgesamt

CV — C5lektr + Cgitter
Dieses Ergebnis wird in Abb. 7.5 fiir 2 Beispiele mit experimentellen Datenpunkten ver-
glichen.

Als zweites Anwendungsbeispiel wollen wir nun den Druck eines Idealen Fermigases be-
rechnen. Der Druck, den wir in diesem Abschnitt mit P bezeichnen wollen, um Verwechs-
lungen mit der Impulsvariable p zu vermeiden, berechnet sich ja als Ableitung der inneren
Energie nach dem Volumen (siche z.B. (3.4))

(i



202 KAPITEL 7. QUANTENSTATISTIK IDEALER GASE

=~ Smyl (7.66)

In der zweiten Zeile haben wir dabei angenommen, dafl die Energie F durch die Summe
der Einteilchenenergie ¢, multipliziert mit den jeweiligen Besetzungszahlen n, und dem
Entartungsgrad S berechnet werden kann. Sperrt man ein Atom in einem eindimensio-
nalen Kasten der Grofle a, so wissen wir von der Quantenmechanik, da3 die moglichen
Impulse, die mit den entspechenden Randbedingungen fiir die Wellenfunktion des Teil-
chens in diesem Kastenpotenital (¥(0) = W(a) = 0) vertriglich sind, gegeben sind durch

D= ki = Bl mit i=1,2,... (7.67)
a

Entsprechendes gilt fiir die anderen karthesischen Komponenten des Impulsvektors in ei-
nem dreidimensionalen Volumen V. Damit sind die Betriage der Impulse bei vorgegebenem
Volumen

Di X e

und dementsprechend die nichtrelativistischen kinetischen Energien

P’ 2
gp=-—=alV 3 (7.68)

2m

und daraus die Ableitung

85,, 2 5 2 ¢
v = 3V =3y (7.69)

Setzt man diesen Ausdruck in (7.66) ein, so ergibt sich fiir den Druck des Quantengases

P:ZSnpgv_ T (7.70)

Eine Verkleinerung des Volumens V' fiihrt wegen der quantenmechanischen Bedingung
(7.67) zu hoheren Impulsen und damit auch zu hoheren Einteilchenenergien. Diese Ener-
gierhohung mufl bei einer Komprimierung durch mechanische Arbeit gegen den Druck
P des Quantengases aufgebracht werden. Bei Fermionen ist die Energie E und damit
auch der Druck P grofler als Null selbst im Grenzfall 7' = 0. In diesem Fall ist dann die
kinetische Energie

E = ) Snyy

p
SV 2 p?

= 4 2dp 22—
(27h)3 ) PPy,
SV ph

= — =% 7.71
1072h3 2m (7.71)

Fiir die Energie und wegen (7.70) auch fiir den Druck des Fermigases ergeben sich also
im Grenzfall T' = 0 folgende Ergebnisse:

e Das Fermigas liefert einen Druck
Pox — (7.72)

3
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Abbildung 7.7: Skizze zur Diskussion der Krifte in einem Stern

der grofer ist, je kleiner die Masse der Fermionen. In einem Gas aus Protonen und
Elektronen wire also der Beitrag der Protonen vernachlissigbar gegeniiber dem
Beitrag der Elektronen, da ja die Elektronen eine Masse haben, die um einen Faktor
von etwa 2000 kleiner ist als die der Protonen.

e Der Druck ist proportional zu p% und wegen der Beziehung (7.64) zwischen Fermi-
impuls und Dichte gilt also
P o pl3. (7.73)

Zum Vergleich liefert die Zustandsgleichung eines idealen Gases P = pT nur eine
lineare Beziehung zwischen Druck und Dichte, die auflerdem erst bei T # 0 relevant
wird.

Dieser Druck des Fermigases, im Grenzfall kleiner Temperaturen spricht man auch haufig
vom Entartungsdruck des Fermigase ist fiir die Stabilisierung ausgebrannter Sterne
verantwortlich. Zur Diskussion dieses Phdnomens wollen wir annehmen, dafl ein Stern von
der Grofle unserer Sonne den nuklearen Brennstof aufgebraucht hat und die “Asche” dieses
nuklearen Brennens in der Form von *He Kernen (a Teilchen) und zu jedem “He Kern 2
Elektronen zuriickbleibt.? Wir wollen weiter annehmen, daf diese Asche so weit abgekiihlt
ist, dafl der thermische Druck bei T" # 0 gegeniiber dem Entartungsdruck des Fermigases
bei T = 0 vernachlissigt werden kann. Wie kann man den Aufbau eines solchen Weiflen
Zwerges, das ist das Endstadium auch fiir unsere Sonne, berechnen?

Dazu betrachten wir entsprechend der Skizze in Abb. 7.7) das infinitesimale Volumenele-
ment in einer Kugelschale unseres ausgebrannten Sternes im Abstand r vom Zentrum.
Auf dieses Volumenelement wirken zunéchst einmal Druckkrifte des “Sterngases”: Von
auBen wirkt die Kraft auf die Flache Af nach innen also antiparallel zum Einheitsvektor

2Das Sterben eines Sternes ist in Wirklichkeit komplizierter, da je nach Gréfle des Sternes verschiedene
nukleare Brennprozesse durchlaufenwerden. So wird auch z.B. unsere Sonne zunichst noch das Stadium
eines Roten Riesen durchlaufen, bevor das hier beschrieben Szenario des Weiflen Zwerges eintritt.
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~

Er

F, = —P,Afé,

entsprechend wirkt dir Druckkraft des Gases im Innenbereich nach auflen. Insgesamt

bewirkt also die Druckdifferenz zwischen Innen- und Auflendruck eine Kraftwirkung pro

Flédche 4
_’a [P — e 74
dr cr dr “r (7.74)

Hinzu kommt die Gravitationskraft auf das Volumenelement AV = Af dr in der Form

Forav GM(r) Am

T2 Afdr’
——
=pm(r)

(7.75)

wobei G die Gravitationskonstante und M(r) die Masse des Sternes innerhalb der Ku-
gelschale mit Radius r bezeichnet. Am ist die Masse im Volumenelement AV, sodafl der
Quotient aus Am und AV gerade die Massendichte p,, im Abstand r vom Sternzentrum
bezeichnet. Im Gleichgewicht ist die Summe der Kréfte aus (7.74) und (7.75) identisch
null, sodaf sich ergibt
dP  dP dp, G M(r)
T _C2, )
dr  dp, dr r

Dabei ergibt sich die Information, wie sich der Druck P mit der der Massendichte p,,
andert aus der Zustandsgleichung des Fermigases (7.70) zusammen mit (7.71). Zu beach-
ten ist dabei allerdings, dafl der Druck des Fermigases durch die leichten Teilchen, eben
die Elektronen, gemacht wird, die Massendichte allerdings durch die Atomkerne des *He
dominiert wird. Die Beziehung zwischen der Teilchendichte der Elektronen, p, und der
Massendichte ist gegeben durch

(7.76)

pm = 2Mnp

mit M, der Masse eines Nukleons (pro Elektron haben wir ja im 4He 2 Nukleonen).
Dividiert man (7.76) durch die Druck - Dichte Beziehung, so ergibt sich

dpw G M(r) dPT (7.77)

dr 2 pm(7) Lipm

Eine Differentialgleichung fiir p,,(r), in die allerdings noch die Funktion M (r) einzufiigen
ist. Fiir die Funktion M (r) ergibt sich die einfache Differentialgleichung (M (r) wéchst
mit zunehmendem r wegen der zusétzlichen Masse, die sich in der Kugelschale mit Dicke

dr befindet)

M
ddr = 4rr?p,(r). (7.78)

Wir haben also mit (7.77) und (7.78) zwei gekoppelte Differentialgleichungen fiir die
Funktionen M (r) und p,,(r), die mit numerischen Methoden integriert werden kénnen.
Dazu nimmt man einen Startwert fiir die Dichte p,,, bei r = 0 an, fiir M ist dieser Startwert
mit M(r = 0) = 0 vorgegeben, und integriert die Differentialgleichungen numerisch.
So erhélt man Funktionen wie sie als Beispiel in Abb. 7.8 dargestellt sind: Die Dichte
pm(r) fallt fiir wachsende r ab bis sie praktisch am Rand des Sterns auf Null abgefallen
ist. Parallel dazu wichst M (r) mit r bis zum asymptotischen Wert, der Gesamtmasse



7.4. FERMI-DIRAC-STATISTIK 205

0(0) Dichte p(r)
Masse m(r)
| m(asymp.)
Radius r
Abbildung 7.8: Beispiel zur Ldsung der Differentialgleichungen (7.77) und

(7.78)

des Sterns. Als Ergebnisse dieser Rechnungen erhélt man also z.B. den Radius und die
Gesamtmasse eines Weilen Zwerges.

Startet man jetzt eine zweite Rechnung z.B. mit einem grofleren Wert fiir p,, bei r = 0,
ergibt sich Masse und Radius eines anderen moglichen Weilen Zwerges. Dabei ist es in-
teressant zu beobachten, dafi mit zunehmendem p,,(0) die Gesamtmassen grofer werden,
gleichzeitig aber die Radien kleiner: Die weiflen Zwerge werden mit zunehmender Masse
immer kompakter, bis schliellich keine stabile Losung der gekoppelten Differentialglei-
chungen mehr erzeugt werden kann.

Weifle Zwerge sind stabil nur bis zu einer Maximalmasse, der Chandrasekhar Masse, die
etwa bei 1.4 mal der Sonnenmasse liegt. Was passiert nun mit ausgebrannten Sternen,
die eine hohere Dichte im Zentrum haben und deshalb nicht mehr durch den Druck des
Elektronen - Fermigases stabilisiert werden? Bei diesen hoheren Dichten werden die Elek-
tronen, plastisch ausgedriickt, durch den inversen Beta Zerfall in die Protonen gedriickt

p+e =n+rv,

was zu einem Neutron eund einem Elektron Neutrino fiithrt. Die Materie im Zentrum
besteht also fast nur noch aus Neutronen, man spricht von einem Neutronenstern. Diese
Objekte haben eine sehr viel hohere Dichte (vergleichbar mit der Dichte im Zentrum
von Atomkernen). Diese Neutronematerie liefert einen Gegendruck zur Gravitation, der
zum Teil wieder auf der kinetischen Energie beruht zum einem wesentlichen Teil aber
auch auf der starken Wechselwirkung zwischen diesen Nukleonen. Dehalb ist es sehr viel
komplizierter fiir solch Neutronensterne die Zustandsgleichung und damit die Druck -
Dichte Beziehung, die in (7.77) eingeht zu bestimmen.

Hat man einmal diese Zustandsgleichung der Neutronenmaterie, so kann man die Struktur
des Neutronensternes wieder durch Losung der gekoppelten Differentialgleichungen (7.77)
und (7.78) ganz analog zum Weilen Zwerg berechnen. Allerdings ist es bei diesen Dichten
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nicht mehr ganz korrekt die Newtonsche Theorie fiir die Gravitation zu benutzen, es sollten
vielmehr die Effekte der Allgemeinen Relativititstheorie beriicksichtigt werden.?. Kann
dann auch der Druck der Neutronenmaterie die Gravitation nicht mehr kompensieren, so
kollabiert der ausgebrannte Stern zu einem Schwarzen Loch.

3Eine ausfiihrliche Behandlung dieses Punktes findet sich z.B. in dem Buch: H. Riffert, H. Miither,
H. Herold und H. Ruder: “Matter at High Densities in Astrophysic”, Springer Tracts in Modern Physics
133, Springer Verlag 1996, ISBN 3-540-60605-X
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7.5 Klassischer Grenzfall

In den vorhergehenden Abschnitten 7.2 und 7.4 wurden die mittleren Besetzungswahr-
scheinlichkeit fiir die Einteilchenzustéinde der Quantengase < ns > berechnet. Dabei erga-
ben sich fiir die Bose - Einstein Statistik in (7.26) und die Fermi-Dirac Statistik in (7.59)
mathematisch sehr dhnliche Ausdriicke, die wir in einem zusammenfassen konnen zu
1

exp(Bles—p)) F1°
Fiir diese Gleichung mufl man sich lediglich merken, dafl das Minus Zeichen im Nenner fiir
die Bose-Einstein, das Plus Zeichen fiir die Fermi-Dirac Statistik steht. In beiden Fiéllen ist
das Chemische Potential 1 so zu bestimmen, dafl die gewiinschte Teilchenzahl erzielt wird.
Den Ubergang vom Quantengas zum klassischen Grenzfall erwartet man nun bei hohen
Temperaturen oder auch kleinen Dichten, jedenfalls in den Féllen, wo die Bestzungszahlen
fiir alle relevanten Einteilchenenergien deutlich kleiner sind als 1:

<ng >= (7.79)

<ng >KL 1.

Das ist aber gleichbedeutend damit, dafl der Nenner in (7.79) sehr viel grofer ist als
1, so daf§ wir die Addition oder Subtraktion der 1 vernachldssigen kénnen. In diesem
Fall spielt es dann ja auch keine Rolle mehr ob die atomaren Bestandteile Bosonen oder
Fermionen sind: bei diesen kleinen Besetzungswahrscheinlichkeiten werden die Effekte des
Pauli Prinzips irrelevant. Es gilt also in beiden Féllen

< ny > exp [Bu — Be] (7.80)
und die Teilchenzahl ist gegeben durch
N = exp B4 Zr:exp [—fe] (7.81)
woraus sich direkt N N
exp [Bu] = m = z (7.82)

berechnen 1a8t. Dabei bezeichnet ¢ wieder die Zustandssumme fiir ein Teilchen. Setzt man
diesen Ausdruck in (7.80) ein, so ergibt sich

exp [—fe,]
also genau das Ergebnis der klassischen Maxwell - Boltzmann Verteilung, das wir ja
bereits im Abschnitt 7.1 angesprochen haben. Die Ausdriicke fiir die Besetzungszahlen
der Quantengase (7.79) gehen also in die klassische Maxwell - Boltzmann Verteilung tiber,
wenn die Temperatur so grof§ und die Dichte so klein ist, dafl alle Einteilchenenergien &
des Systems weit oberhalb des Chemischen Potentials p liegen.

<ng>=N (7.83)

Mathematisch sehr &hnliche Ausdriicke fiir Bose-Einstein und Fermi-Dirac Statistik erhélt
man aber nicht nur fiir die mittleren Besetzungszahlen in (7.79). Auch die Ausdriicke fiir
die Zustandssummen (7.25) bzw. (7.58) haben eine sehr dhnliche Struktur

1nZ:—%N:|:Zln 1:|:eXp[M;€S] ) (7.84)
S —_—

<1
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wobei wiederum die beiden Minuszeichen fiir den Bose-Einstein Fall und die Pluszeichen
fiir den Fall der Fermi-Dirac Statistik einzusetzen sind. Im klassischen Grenzfall ist der
Wert der Exponentialfunktion in (7.84), wie angedeutet, sehr klein gegeniiber 1, so dafl
man die Logarithmus Funktion entwickeln kann gemé&f

In(l+z)~=+x.

Setzt man diese Niherung in (7.84) ein, so ergibt sich in jedem Fall

InzZ = —;N—i-zsjexp {M;f‘?s}

i
= —=N+N 7.85
N+ (7.85)
wobei beim Ubergang zur zweiten Zeile die Gleichung (7.81) benutzt wurde. Bildet man

nun den “Logarithmus der Gleichung” (7.82)

In (exp [Bu]) = % =InN —In¢ (7.86)
so ergibt sich aus (7.85)
InZ = —NInN+Nhé+ N
= InéY —In NI

wobei zum Ubergang auf die zweite Zeile die Stirlingsche Formel (4.50) benutzt wurde.
Dies bedeutet aber, dafl die Zustandssumme der Quantengase fiir N nicht unterscheidbare
Teilchen (7.84) im klassischen Grenzfall iibergeht in

N

2=

(7.87)

Dies entspricht aber genau dem Ausdruck (7.2), den wir bereits im Abschnitt 4.3 diskutiert
haben.



Kapitel 8

Transporttheorie

8.1 Boltzmann Transport Gleichung

8.1.1 Problemstellung

Bei den Diskussionen in den bisherigen Abschnitten haben wir uns im Wesentlichen auf
makroskopische Systeme beschrankt, die im Gleichgewicht sind. Zur Behandlung dieser
Systeme geniigte es, rein statistische Betrachtungen anzustellen, die Untersuchung der
Wechselwirkungen und Prozesse, die zu diesem Gleichgewicht fithren war {iberfliissig.
Wenn wir uns jetzt aber z.B. einen Metallstab vorstellen, dessen beide Enden auf ver-
schiedenen Temperaturen gehalten werden, so ist klar, daff in diesem Stab kein globales
Gleichgewicht herrscht. In kleinen Teilbereichen mit einer jeweils nahezu konstanten Tem-
peratur kann man sicher noch von einem lokalen Gleichgewicht sprechen. Im gesamten
Stab jedoch wird es zu einer Energieiibertragung kommen, zu einem Transport von Ener-
gie vom Ende mit hoher Temperatur zu dem mit niedriger Temperatur.

Als weiteres Beispiel konnen wir uns ein System aus zwei Sternen vorstellen, bei denen
der eine schwere Partner Material vom leichteren Partner absaugt. Dabei kommt es zur
Bildung einer Akkretionsscheibe. Auch diese Scheibe ist natiirlich global gesehen nicht im
Gleichgewicht. Dennoch macht es Sinn in Unterbereichen eine lokale Temperatur, einen
Druck und andere thermodynamische Grolen zu definieren. Man geht also auch hier von
lokalen Gleichgewichtszustédnden aus und betrachten global den Transport von Energie,
Materie, Impuls, und dhnlichen kennzeichnenden Grofien.

Selbst bei der Behandlung von komplexen Systemen im atomaren oder gar subatomaren
Bereich, verwendet man haufig Methoden der Thermodynamik, um die zeitliche Ent-
wicklung von solchen Systemen zu beschreiben. Als Beispiel sei auf die Beschreibung von
Kollisionen schwerer Atomkerne hingewiesen. Auch hier werden Transportgleichungen aus
der Thermodynamik benutzt. Allerdings mufl man dabei stets kritisch iiberpriifen, wie zu-
verldssig die thermodynamischen Vorhersagen sind, wenn man annimmt, dafl Teilbereiche
eines Systems aus vielleicht 2 mal 200 Nukleonen (im Fall daf man Blei Atomkerne auf
Blei Atomkerne schiefit) im thermischen Gleichgewicht sind.

Bei all diesen Vorgéngen nehmen wir an, daf§ es es eine statistische Verteilungsfunktion
im Phasenraum gibt. Diese Verteilungsfunktion f(7,v,t) gibt an, wie stark die Dichte der

209
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Atome, Molekiile oder andere mikroskopische Konstituenten am Ort 7 mit der Geschwin-
digkeit ¢ ist. Genauer definiert uns

f(7,v,t)d*r d®v = Zahl der Atome im Intervall [, 7+ dF] x [T, T + di]
zum Zeitpunkt ¢. (8.1)

Mit dieser Verteilungsfunktion kann man nun verschiedene Mittelwerte ausrechnen. Ein
Beispiel ist das Integral {iber den gesamten Phasenraum, welches gerade die totale Teil-
chenzahl liefert

/f(F, 7.4)dPrdPo = N.

Formal kénnte das Ergebnis dieses Integrals von der Zeit abhéngen. Wenn man jedoch ein
System betrachtet, bei dem keine Teilchen erzeugt oder vernichtet werden koénnen, wird
die Verteilungsfunktion f zwar im allgemeinen Fall von der Zeit abhéngen, sie mufl aber
die Bedingung erfiillen, dal das Integral iiber den Phasenraum die Teilchenzahl N liefert,
unabhéngig von der Zeit.

Héufig berechnet man nicht Integrale {iber den ganzen Phasenraum, sondern wertet nur
das Integral {iber die Geschwindigkeiten aus

/f(_’,U,t)d% = n(r,t) Teilchendichte

/mf(*,ﬁ,t)d?’v = p(7,t) Massendichte (8.2)

mit m der Masse eines Atoms oder mikroskopischen Konstituente des Systems. Natiirlich
kann man auch lokale Mittelwerte bestimmen, in dem man eine Observalble X (7, ¥/, t) mit
der Verteilungsfunktion f an einem Ort und zu einer Zeit iiber alle Geschwindigkeiten

mittelt:
1

n(r,t)
Die eckigen Klammern sollen in diesem Kapitel diese Mittelung iiber die Geschwindig-

keiten bezeichnen. Ein spezielles Beispiel fiir ein solche Mittelung ist die lokale Driftge-
schwindigkeit

<X > (1) = / F(7, 7, O)X(7,7,1) d* (8.3)

1
(7 ) =< 5= / F(7,7,6)5d% (8.4)
wobei wir also fiir die Observable X in (8.3) X = ¢/ gewéhlt haben.

8.1.2 Boltzmann Transport Gleichung

Uns interessiert im folgenden die zeitliche Entwicklung der Verteilungsfunktion und der
daraus resultierenden Mittelwerte. Dabei betrachten wir ein System mit so niedrigerer
Dichte, dafl man in erster Ndaherung eine unabhéngige Bewegung der einzelnen Teilchen in
einem Huferen Kraftfeld F (7,7, t) annehmen kann. Diese unabhéngige Teilchenbewegung
mag allenfalls durch Stofiprozesse beeinflufit werden, bei denen jeweils immer zwei Atome
aneinander gestreut werden.

Nimmt man in einem ersten Schritt an, daf§ sich die Konstituenten ohne jede Wechselwir-
kung untereinader bewegen, so sollten alle Atome am Ort 7 mit der Geschwindigkeit ¢ sich
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nach einem infinitesimalen Zeitschritt 0t am Ort 7+ ©dt befinden. Thre Geschwindigkeit
wird im gleichen Zeitabschnitt durch die Beschleunigung im Kraftfeld F' auf v+ F'/mdt
verdndert. Fiir die Verteilung gilt also im stof3freien Fall

F
F(Fo,t) = f(F+U§t,U+m6t,t+5t)

0

f;ﬁv + } F(77,t) (8.5)

= F(FU,8) + 6t TV +
ot

wobei in der zweiten Zeile die Verteilungsfunktion aus der ersten Zeile linear entwickelt

wurde. Der Gradient Operator V, steht dabei fiir den Operator bestehend aus den Ab-

leitungen nach den Geschwindigkeitskomponenten. Daraus kénnen wir nun entnehmen

.0 ... (Of
v, + 81&} F(7,5,1) = (at)co”. . (8.6)

Die rechte Seite dieser Gleichung, der sogenannte Kollisionsterm beschreibt die Ande-
rung der Verteilungsfunktion f durch Stofle zwischen den Konstituenten. Dieser Term ist
identisch Null, wenn keine Stofle beriicksichtigt werden sollen, so dafl wir wieder bei dem
Ergebnis aus (8.5) angelangt sind.

Wie sieht nun dieser Kollisionsterm aus? Zur Bestimmung dieses Terms nehmen wir an,
dafl an einer Stelle im Ortsraum 7 zwei atomare Teilchen mit den Anfangsgeschwindig-
keiten v und v so kollidieren, dafl die Geschwindigkeiten

171 = 171/ und 172 = 172/

iibergehen. Der Wirkungsquerschnitt fiir einen solchen Streuprozess sei durch den Wir-

kungsquerschnitt
do

of)

charakterisiert. Im Fall der elastischen Streuung steht 2 fiir den Streuwinkel, bei inelasti-
scher Streuung soll der Parameter €2 aber auch den Energietransfer enthalten. Eine Inte-
gration iiber df2 beinhaltet also alle moglichen Streuprozesse bei vorgegebenen Anfangs-
geschwindigkeiten. Die Zahl der Stofle pro Zeiteinheit héngt aber nicht nur von diesem
Wirkungsquerschnitt und der Zahl der Teilchen, die sich am Ort ¥ mit den entsprechen-
den Startgeschwindigkeiten befinden, sondern auch von der Relativgeschwindigkeit der
StoBpartner |0} — 0| ab. Ist diese Relativgeschwindigkeit ndmlich z.B. null, so wird es nie
zu einem Stofl kommen. Insgesamt ist also die Zahl der Sto8e pro Zeiteinheit, die atomare
Teilchen aus der Phasenzraumzelle [, 7+ dr] x [v7, ¥ + dv}]| herausschlagen

0
RdPr dPv, = {f(F, 71, 1) /d%2 F(7, T, )| 51 — /dQ a?z} Erddo, (8.7)
Die Zahl der atomaren Teilchen in der Phasenraumzelle wird aber durch Stéfe nicht nur
verringert. Im gleichen Zeitraum werden auch Atome aus anderen Phasenraumzellen in

die Referenzzelle bei v} gestoflen. Diese Anzahl betréigt

_ 95
Rdr dPvy = d3r/dQ a—;/d%’ld%; 0 )75 D5 — 5. (88)
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o steht dabe fiir den Wirkungsquerschnitt der Reaktion 07" — #; und ¢’ — 05 also gerade
der zeitumgekehrten Reaktion wie in (8.7). Wegen der Invarianz gegeniiber Zeitumkehr
gilt allerdings & = 0. Bei vorgegebenem € mufl dabei in (8.8) lediglich daf Integral iiber v}
ausgefithrt werden, die andere Geschwindigkeit ist bereits durch den Reaktionsparameter
() festgelegt. Nimmt man nun an, dafl |, ' — ¥ /| = |t/ — Us|, eine Annahme, die eigentlich
nur bei elastischen Sto8en gilt, so ergibt sich aus (8.8)

Rdg’l” d31)1 = d37” / dS) gg / d3U1d3’U2f(7:’, ’l_fl /, t)f(F, ’172 /, t)’ﬁl - ’172| . (89)

und die Anderung der Verteilungsfunktion f(7,%,t) durch StéBe ist gegeben durch

W) _ R-R
<at Coll.
= /ngg/d‘gvgm — 0| (f1fy = f1f2) (8.10)

Dabei haben wir die Abkiirzungen eingefiihrt

fl = f(Fv

fi = fro't)
und entsprechend fir fy, f5 wobei die Geschwindigkeiten v; — vy zu ersetzen sind. Damit
ist die rechte Seite von (8.6) spezifiziert und die Boltzmann Transport Gleichung definiert.

Sl

17t)
I/Jt

<

Man sieht an dieser Stelle, dafl eine Losung dieser Transportgleichung sehr aufwendig ist.
Es handelt sich ja dabei um ein Integro - Differentialgleichung fiir eine Verteilungsfunk-
tion, die im 6-dimensionalen Phasenraum definiert ist und dann auch noch von der Zeit
abhéangt. Es liegt deshalb nahe Ndherungsmethoden zu entwickeln. Ein Beispiel fiir solche
Néherungen werden wir im néchsten Abschnitt diskutieren.
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8.2 Erhaltungssitze und Hydrodynamik

Eine Moglichkeit einfachere Gleichungen aus der Boltzmann Transport Gleichung (8.6)
herzuleiten, besteht darin sogenannte Erhaltungsgréfien zu betrachten. Unter einer Er-
haltungsgrofe verstehen wir dabei eine dynamische Variable X(7, U, t) eines der atomaren
Konstituenten des Systems, deren Summe bei einem Stofl zweier dieser Konstituenten
erhalten bleibt. Es muf} also gelten

X (7, U1, t) + X(7, Uy t) = X(7, 01, t) + X(7, 0", )

wobei wir wieder die Nomenklatur des Abschnittes 8.1 {ibernommen haben und diese
Gleichung auch wieder entsprechend abkiirzen wollen in der Form

X1+ Xo =X + X5 (8.11)

Beispiele fiir solche Erhaltungsgrofien sind etwa X = mu,, also die karthesischen Kom-
ponenten der Impulsvektoren oder aber auch einfach die Massen m der Konstituenten.
Betrachten wir nun fiir eine solche Erhaltungsgrofie das Integral

/d3’1)1 Xl <aa{>

Die rechte Seite haben wir dabei durch Ausnutzen von (8.10) gewonnen. Man kann sich
leicht davon iiberzeugen, dafl der Integrand auf der rechten Seite dieser Gleichung ohne
den Faktor X; symmetrisch ist unter Vertauschung der Integrationsvariablen v; < vs.
Dies bedeutet aber das das gesamte Integral in (8.12) identisch ist zu dem, bei dem wir
ersetzen

:/d?’vl/d%Q/dQ ggm B = i) Xe. (8.12)

Coll.

X1 — Xo (8.13)

Ganz analog findet man, dafl das Integral ohne den Faktor X; gerade das Vorzeichen
dndert, wenn man gleichzeitig v <> v] und vy <> v} ersetzt. Es gilt also, daf§ das Integral
invariant bleibt, wenn wir

Xp — —X! (8.14)

ersetzen. Entsprechend kann man sich auch noch davon iiberzeugen, dafl das Integral auf
der rechten Seite von (8.12) invariant unter

ist. Benutzt man all diese Identitéten, so ergibt sich fiir (8.12)

af Jo
d3U1X1 () = d3U1 d3U2 d97|171—172|(f,f/—f1f2)
Jevalg) = [ou[dn]ag i
0

(X1 4 X — X4 — X5)

N

(8.16)

wobei sich die letzte Zeile wegen des Erhaltungssatzes (8.11) ergibt. Nachdem wir also
hier die rechte Seite der Boltzmann Transport Gleichung (8.6) mit X; multipliziert haben
konnen wir das entsprechend auch mit der linken Seite machen

0 = /d3U1 Xl <aa{>

Coll.
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0 - F -
/d31)1 Xli +X1171Vf1 —|—X1—Vv1f1 (817)
or LT,
b) X

a) c)

Wir wollen nun die drei Terme a), b) und c) in der letzten Zeile dieser Gleichung einzeln
diskutieren:

a) Nehmen wir hier und im folgenden an, daf§ die Erhaltungsgrofie X nicht explizit von
der Zeit abhéngt so kénnen wir den Term a) umschreiben

/d3 1X1({j9ft1 B /d3U1 lel (T t) < lel (818)

In der letzten Gleichung haben wir die Definition der Geschwindigkeitsmittelung
aus (8.3) iibernommen.

¢) Wenn man die karthesischen Komponenten des Ortsvektors mit x;, i = 1,2,3 be-
zeichnet und entsprechend die des Geschwindigkeitsvektors mit v; so erglbt sich fiir

den Term b) aus (8.17)
3
= ;{&Bi/defvZ /dvalaxi}

3
d3
>/
3
S {ain(ﬁ B <X >—n <vg§>} C(8.19)
=1 ? ?

c) Mit der entsprechenden Nomenklatur ergibt sich fiir den Term c¢) aus (8.17)

3
v X [ @ F——/d‘*X —/d‘3 F .
Z / ; { m Ov; Xt I a0 /
(8.20)
Der erste Term auf der rechten Seite dieser Gleichung entspricht einem Integral iiber

der Divergenz eines Vektorfeldes (Divergenz allerdings bezogen auf die Geschwin-
digkeitskoordinaten) so daff man den Gaufischen Satz anwenden kann

F, of

m Ov;

/d%div(fxﬁ) :fdavfxﬁzo.

Die Null ergibt sich dann daraus, dafi die Verteilungsfunktion fiir v — oo verschwin-
det. Bei Kraftfeldern F', die nicht geschwindigkeitsabhéngig sind, verschwindet auch
der zweite Term auf der rechten Seite von (8.20) so dafl man insgesamt behélt

Z/d3 Fﬁ _in(F,t)<E§§>‘ (8.21)

=1 m

Faft man die Ergebnisse von (8.18) - (8.21) zusammen, so ergibt sich aus (8.17)

0 5.0 0X OX
(9t<nx>+z{8xi <nviX>—<nvzaxi> <Fi81),->}_0 (8.22)

=1
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Als erste Anwendung dieser Gleichung wollen wir die Erhaltungsgrofie X = m betrach-
ten. In diesem Fall entfallen alle Terme in (8.22), die Ableitungen von X nach Ort oder
Geschwindigkeit enthalten, und die Gleichung reduziert sich auf

a 3
0 = 82€<nm>+§ oz, ;>
= 9+ (o) (8.23)
- o’V '

wobei wir die Massendichte p und die Driftgeschwindigkeit @ aus den Definitionen (8.2)
und (8.4) ibernommen haben. Man bezeichnet (8.23) als Kontinuitétsgleichung der Hy-
drodynamik, da ja in ihr die Summe aus der zeitlichen Anderung der Massendichte plus
die Divergenz des Massenstromdichte, definiert als das Produkt von Massendichte und
Driftgeschwindigkeit am Ort 7, verschwindet.

Als zweite Anwendung benutzen wir fiir X eine karthesische Komponente des Impulsvek-
tors:
X = muv;.

Damit reduziert sich (8.22) auf

0
,ouZ + Z ,0 < vjv; > —ﬁFi =0. (8.24)
m

Da wir mit den karthesischen Komponenten der Driftgeschwindigkeit u; und u; schreiben
konnen
<00 >=< (Ui — ui)(vj — Uj) > FUU;

ergibt sich aus (8.24)

8p 8ul 3 0 ap Ou, Ou; P
E ( —uM v — s _"r_9.
at at + a p< ( ul)(vj u]) >+ax u]u’l+pa +p ]amj m 1 O
~——
(8.25)

Die mit einer geschweiften Klammer unterlegten Terme entsprechen gerade der rechten
Seite der Kontinuititsgleichung (8.23) multipliziert mit w; und heben sich also gegenseitig
auf. Dividiert man die verbleibenden Terme durch die Massendichte p so ergibt sich

{gt-i—u v} "—Za% (8.26)
wobei wir die Definition des Spannungstensors
Py = / Bof (7, 7,) (v — u;)(v; — u;) (8.27)
= p<(vi—u)(v; —uj) >

vorweggenommen haben. Fafit man die Gleichungen (8.26) fiir die drei karthesischen Kom-
ponenten zu einer Vektorgleichung zusammen erhélt man die Eulersche Gleichung der

Hydrodynamik
a = F =
— 2
<8t+u V) - V.-P (8.28)

b\b—‘
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Die linke Seite dieser Gleichung kann man als totale Ableitung des Vektors der Driftge-
schwindigkeit verstehen. Sie enthélt die partielle Ableitung von @ nach der Zeit, dariiber
hinaus die Anderung des Vektorfeldes @ am Ort 7, die durch die Driftgeschwindigkeit
des Systems zustande kommt. Diese totale Ableitung der mittleren Geschwindigkeit wird
einerseits durch die Newtonsche Beschleunigung F /m, verursacht durch das externe Kraft-
feld bewirkt. Hinzu kommt jedoch noch eine weitere “Beschleunigung”, die mit dem Gra-
dienten des Spannungstensors verkniipft ist.

Zum Verstindnis dieser zusétzlichen Kraft und der Funktion des Spannungstensors, be-
trachten wir eine einfache Verteilungsfunktion der Form

m \3/2 m(v — @)?
F(7.8) = n(F,1) (m) exp l—(%)] | (8.29)

Dabei ist die Geschwindigkeitsverteilung so angelegt, dafl sich die Geschwindigkeiten am
Ort 7 in Form einer GauBverteilung um die lokale Driftgeschwindigkeit « verteilen. Die
Breite dieser Gaufiverteilung entspricht der Breite einer Maxwell Verteilung fiir ein freies
Gas mit einem Temperaturparameter ©, der auch lokal definiert sein kann, also von 7
und ¢ abhédngen kann. Berechnet man fiir diese Verteilungsfunktion die Matrixelemente
des Spannungstensors, so ergibt sich

0, firi#y
P _{ n®, fir i=j (8.30)

Der Spannungstensor ist also diagonal und enthélt in der Diagonale ein Produkt aus lo-
kaler Teilchendichte n(7,t) und Temperatur ©(7,t). Dies entspricht also einem lokalen
Druck, dem hydrostatischen Druck. Eine Kraftwirkung ergibt sich, wenn sich die Druck-
dichte (also P/p) mit dem Ort dndert, also von einer Seite ein groBerer Druck auf eine
Fldche ausgeiibt wird als von einer anderen.

Zusammenfassend konnen wir also die Effekte des hydrostatischen Drucks auf die Drift-
geschwindigkeit folgendermafien deuten: Durch lokal unterschiedliche Temperaturen ©
kommt es zu unterschiedlich starken Fluktuationen um die lokale Driftgeschwindigkeit.
Dies entspricht einem hydrostatischen Druck. Gibt es einen Gradient in diesem Druck, so
beeinflult das die Driftgeschwindigkeit wie in der Eulerschen Gleichung angegeben.
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A Vollstindige Differentialform

Es sei die Funktion F(x,y) gegeben. Thr vollsténdiges Differential ist definiert durch:
dF = F(z+dz,y+dy)— F(z,y)

= [;EF(L y)] y dzr + [aayF(x, y)] ) dy

= A(z,y)dx+ B(z,y)dy (A.1)

Bei den Differentiationen nach z,y wird die jeweils andere (undifferenzierte) Grofie kon-
stant gehalten. Wir bringen das dadurch zum Ausdruck, daf die jeweils festgehaltene Va-
riable als unterer Index angefiigt wird. Aus der Gestalt der vollstindigen Differentialform
(auch als totales Differential bezeichnet) erhalten wir die charakterisierende Eigenschaft:

[ AF = F(as, 1) = Pla, ) (A2)

Das Integral iiber diese Differentialform héngt also nur von den Endpunkten des Integrals
ab und ist unabhéngig von dem Weg, der uns vom Punkt 1 zum Punkt 2 bringt. Aus der
Gleichung (A.1) kénnen wir auch entnehmen, daf eine infinitesimale Grofie

A(x,y)dr + B(x,y)dy mit dz und dy infintesimal klein

genau dann eine vollstédndige Differentialform ist, wenn es eine Funktion F'(x,y) gibt, fiir
die gilt:
0

Alz,y) = lF(x,y)]

o und Bz, y) = [aF(:c, y)] (A.3)

Y Oy x

Diese Zusammenhénge sollen an einem Beispiel erldutert werden. Seien die Funktionen
A(z,y) und B(z,y) gegeben durch

1
A(z,y) =2y und B(z,y) = 53:2 (A.4)
Man sieht sofort, daff mit der Funktion
L,

F(z,y) =527y (A.5)

die Bedingungen (A.3) erfiillt sind, sodaf

L,

dF = zydz + 3% dy (A.6)
ein vollstdndiges Differential bildet. Integrieren wir nun dieses Differential vom Punkt 1

(x1 = 0,y; = 0) zum Punkt 2 (xo = 1,y2 = 1) so ist dieses Integral unabhingig vom Weg
und liefert den Wert

/12 dF = F(2a,ys) — Fla1, 1) = ; (A7)
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L

Abbildung A.1: Verschiedene Wege zur Integration der Differentialform dF
von (A.6)

Dieses Ergebnis kann man natiirlich auch auf mithsamere Weise erhalten, indem man das
Integral fiir verschiedene Wege ausfiihrt. Als Beispiele sind 3 Wege (a, b, ¢) in der Figur A.1
skizziert. Wir wollen dies fiir die Wege a und b explizit vorfithren. Im Fall des Weges a
gilt

/WegadF = /OIA(J:,O)dx—i—/OlB(l,y)dy

1 11
_ /Oxd:v+/ “12dy
0 0 2

1

= 0+

also das gleiche Ergebnis wie in (A.7). Zur Berechnung des Wegintegrals iiber den Weg b
definieren wir diesen Weg in der Form

(x(t),y(t) = (t,t) fix 0<t<1

Damit ergibt sich

/Wegb = /01 lA@(t)’y(t)) =+ Bla(t),y(t) | dt

Also auch hier das gleiche Resultat, was sich natiirlich auch ergibt, wenn man den Weg ¢
oder noch sehr viel kompliziertere Wege 1 = 2 wéhlt.

In der Thermodynamik kann man nun z.B. die innere Energie eines Makrosystems ein-
deutig bestimmen und z.B. als Funktion der Zustandsvariablen Entropie S und Volumen
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V angeben: F(S,V). Fiir diese Funktion kann man das vollstdndige Differential angeben

OF OF
dE = [%Lds+[dev
= TdS —pdV

wobei natiirlich die zweite Gleichung eine physikalische Aussage, beziehungsweise eine
Definitionsgleichung fiir Temperatur 7" und Druck p darstellt.

Andererseits stellt z.B. die Warme keine Zustandsgrofle dar: Man kann nicht sagen ein
System enthélt 50 Joule Warmeenergie und 30 Joule mechanische Energie. Dementspre-
chend gibt es auch kein totales Differential d@) sondern nur eine differentiell kleine Grofie
0@, eine kleine Energiedifferenz, die in der Form von Wéarme entlang eines bestimmten
Weges des Systems im Phasenraum auf das System iibertragen wurde. Fiir quasistatische

Prozesse gilt
0Q =TdS (A.8)
Die Entropie wiederum ist eine Zustandsgrofie (Fiir jeden Zustand des Systems kann man

die Entropie eindeutig bestimmen) und kann z.B. als Funktion S(FE, V') angegeben werden.
Damit ist also ein Integral der Differentialform

1
ds = =50 (A.9)

wegunabhéngig. Durch Hinzufiigen des Faktors (1/7") wird also aus 0@ eine Differenti-
alform (Beachte (1/7) ist im Allgemeinen keine Konstante sondern éndert sich entlang
des Integrationsweges und ist selbst wegabhingig). Man nennt diesen Faktor (1/7") in
(A.9), der aus der infinitesimalen Grofie 6¢) eine vollstéindiges Differential macht, einen
integrierenden Faktor.

Ist die Funktion F'(z,y) wenigstens zweimal stetig differenzierbar nach den Variablen x
und v, so ist die zweite Ableitung
OPF(r,y) _ PF(x,y)
oxrdy  Oyox

(A.10)

also unabhéngig von der Reihenfolge der Ableitungen. Mit der Nomenklatur von (A.3)
gilt also
(Wl> _ <@B>
dy ), ox )
Es gilt allgemein

Az, y)dr + B(x,y) dy 0A\ (0B
ist vollst. Differential < EN ) =\ 5r ) (A.11)

Aus dem Ausdruck fiir das vollstdndige Differential (A.1) kénnen wir schlieflich noch das
Verhiltnis von dz und dy ablesen, wenn F' konstant bleibt also dF' = 0 gilt:

(@),

oF
(8?’)96 (A.12)

(5),
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B Molekularfeldtheorie mit Maple

In diesem Anhang wird vorgestellt, wie man mit einem Computer Werkzeug zum symbo-
lischen Rechnen eine selbstkonsistente Losung der Gleichungen (5.51) zur Molekularfeld
Néherung eines Ferromagneten, die ausfiihrlich im Abschnitt 5.3 vorhgestellt wurde, er-
zielen kann. Als Beispiel wird in der Abbildung B ein kurzes Protokoll einer MAPLE
Sitzung (MAPLE 5 - xmaple fiir Linux Betriebssysteme) wiedergegeben.

Die dabei definierten Funktion f1 und f2 entsprechen den beiden Funktionen aus Glei-
chung (5.51). Der Parameter o wird hier mit = beszeichnet. Zur Vereinfachung der No-
menklatur wird auflerdem gesetzt

gup =
2nk =

S:

NI e

Der Parameter t entspricht der Temperatur und ho dem Wert fiir das externe Magnetfeld.
Mit Hilfe der PLOT Funktion werden die beiden Funktionen grafisch dargestellt. Die
Prozedur FSOLVE liefert eine numerische Losung fiir

fl—f2=0 (B.1)

Hier kann man als weiteren Parameter ein Intervall eingeben, in dem nach der Nullstelle
gesucht werden soll. Dadurch kénnen die evenetuell vorhandenen 3 Losungen bestimmt
werden.
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> f1:=4%coth(4*x)-0.5%coth(0.5%x);
f1 :=4coth(4z) — .5coth(.5z)

> £2:=t*(x-h0/t);
f2 := 3z + .6000000000

> plot({f1,f2},x=-3..3,-4..4);

> y:=fsolve(f1-f2,x);
y 1= .5214888658

> evalf (4xcoth(4*y)-0.5%coth(0.5%y)) ;
2.164466596

Abbildung B.1: Protokoll einer MAPLE Sitzung zur Losung der Molekularfeld-
gleichungen
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C Energie des van der Waals Gases
In diesem Anhang soll die Abhéngigkeit der Inneren Energie E eines Gas, das der van der

Waalschen Zustandsgleichung (6.53)

_NT e
P=y 7y

geniigt, diskutiert werden. Ausgehend von der Differentialform fr die Innere Energie (3.3)
betrachten wir dazu

1
aS = = (dE+paV)
1 NT a
- 7+ (7 - 7) @)
1 oF oE NT a
- ((E) ar+ (&) av+ (22— 2 g 1
T(((‘)T)V +(8V>T V+<V—b V2) V) (€1
Damit erhélt man
(o), = v (o)
or), — T\or),
oS 1 (OF N a
hdadl - — (= - _ . .2
(av)T T<8V>T+V—b TV? (€2)

Da wir annehmen kénnen, dafl die Entropie zweimal stetig differenzierbar ist, gilt natiirlich
auch

0% B l 0*FE
ovor — ToVoT
B 9%S
- 9TOV
1 0%°F 1 OF a
= Torov T2ov T (C3)
Vergleicht man die erste und die dritte Zeile in dieser Gleichung, so ergibt sich
OF a
— ] = —= A
(57) - c4

Wenn man ausserdem davon ausgeht, daf fiir ein atomares ideales Gas gilt (siehe (4.51))

8E> 3
— ] =Z:N,
<8T , 2

so ergibt sich insgesamt fiir die Energie eines atomaren van der Waals Gases

3 a
E=—-NT-—. )
2 \% (C5)



