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Lineare Arithmetik

Syntax

e Linear: Keine Multiplikation zwischen Variablen (d.h. auch keine
Potenzen)

e 5x ist Abklrzung fir x + x + x + x + x

EBNF-Grammatik fiir Lineare Arithmetik

Summe = Term|Summe + Term
Term = Variable | Konstante | Konstante - Variable
Formel T|L Konstanten

Summe = Summe
Summe < Summe
Summe < Summe
Formel A Formel Konjunktion

e Wir betrachten nur Konjunktionen
e a- Db ist syntactic sugar fir a + -b

e < und < kénnen durch > und > ersetzt werden (durch Negation der
Koeffizienten)
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Lineare Arithmetik

Semantik
e Universum ist Q oder Z

e Arithmetische Symbole +, —, - werden wie Ublich tGber Q und Z
interpretiert

e Konstanten werden als O-stellige Funktionen mit dem jeweiligen
Wert in Q oder Z interpretiert

o Pradikate =, <, > werden wie ublich Gber Q und Z interpretiert
Damit ist eine Interpretation M » fixiert.

e Belegung f3 bildet Variablen nach Q oder Z ab

e Im Gegensatz zur allgemeinen FOL reicht fir die Erfullbarkeit die
Existenz einer Belegung 3 aus, so dass die Formel zu true
evaluiert.

Definition (Erfullbarkeit in der Linearen Arithmetik)

Eine Formel ¢ in LA ist erflllbar gdw. es eine Belegung 3 gibt, so dass
holds(Mrta, B, @) = true gilt.
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Automatisches
Z VS Q Beweisen

—Vertiefung—

. .- Entscheidb:
Wir betrachten Z und Q als Domanen FOL Fragmente

Lineare

. o Arithmetik &
? Was wollen wir wissen? Quanioreneimi-

Ist eine Formel in Linearer Arithmetik erfiillbar, wenn ja mit welcher St

. Zengler
Belegung der Variablen.
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Beispiel (Formel in Linearer Arithmetik)

Einleitung
Lineare Arithmetik

3x1 +2x2 <5x3A2x1 —2x2 =0

o Fir Q ist das Problem in Polynomialzeit entscheidbar

e Fir Z ist das Problem NP-vollstéandig (Pseudo Boolesche 3
Optimierung) Qi dorLinaren

o Nimmt man in die Sprache noch die “echte” Multiplikation hinzu, so
ist das Problem flr Z unentscheidbar (Gédelscher
Unvollstandigkeitssatz)




Anwendungsbeispiel "oz

Code Optimierung im Compiler
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for(i=1; i<=10; i++)
a[j+il=alj]

e a[j] wird 10 mal ausgelesen

e Zugriff auf Speicher ist sehr langsam im Vergleich zu Werten in
Registern

e Frage: Kann man a[j] nur einmal am Anfang der Schleife
auslesen?

o Antwort: Nur wenn a[j] den Wert in der Schleife nicht andert, also Arithmetik
nie auf a[j] geschrieben wird

i21A1<10Aj+1=j

ist nicht erfillbar, daher ist die Optimierung sicher.




Ubersicht Automatisches

—Vertiefung—

Entscheidbare
Sim plex FOL Fragmente

Lineare
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e Einer der altesten Algorithmen (Danzig, 1947) G-

nation
e Finde einen optimalen Wert flr eine Zielfunktion bei gegebenen Christoph

. N Zengler
Constraints iber reellen Zahlen

e Constraints + Zielfunktion = Lineares Programm e

e Entscheidungsproblem Allgemeiner Simplex: Ist eine gegebene
Menge von linearen Constraints Uber Q oder R erflllbar oder nicht ST

Integer Linear Programming (ILP) Branch & Bound

e Selbe Fragestellung tber Z

e Algorithmus: Branch and Bound

Arithmetik

Zwei einfache Ansétze

o Fourier Motzkin Variablen Elimination fiir R oder Q
e Omega Test fir Z




Vorverarbeitung
Lineare Systeme Uber Q, R oder Z
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X1 +x2<2,% <1, % <1

Die erste Ungleichung ist tberflissig
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Allgemeine Formulierung
Fir eine Menge

Lineare Arithmetik

Fourier-Motzkin

Branch & Bound

S

=1

Grundlagen

n
aOXO+Zanj <b Ly<xy < firj=0,...,n

QE in der Linearen
Arithmetik

von Constraints ist das erste Constraint redundant, wenn

> oagui+ Y qlj<b.
jla;>0 jla; <0




Vorverarbeitung

Lineare Systeme Uber Q, R oder Z

2X1 +X2<2,%2>4,%x1 <3

Aus dem ersten und zweiten Constraint folgt x < -1, d.h. das dritte
Constraint kann spezialisiert werden.

Allgemeine Formulierung
Fir ap > 0 gilt

Xp<|b- Z ajl,-— Z ajuy /ao
jli>0,a;>0 jlaj<0
und fur ao < 0 gilt

Xo>|b- Z ajlj—

jla;>0

Z ajuj /ao.

jli>0,a; <0
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Vorverarbeitung

Lineare Systeme Uber Z

Strikte Ungleichungen

Z aixi <b

1<j<n
koénnen in nicht-strikte Ungleichungen

Z aixi <b-1

1<j<n

umgewandelt werden.

< Hinweis!

Systeme in Q kénnen durch Multiplikation mit dem kgV der
Nenner in Systeme mit rein ganzzahligen Koeffizienten tberfuhrt
werden.
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Fourier-Motzkin Variablenelimination

e FM bekommt als Eingabe eine Konjunktion von linearen Constraints
Uber reellen Variablen

e m Constraints und x4, ..., xn Variablen
Auflésen von Gleichungen

Wir betrachten Constraints der Form

n
Z aij - X5 = bi
=1

© Wahle ein x; mit Koeffizientem as; = 0. O.B.d.A. sei dies xx.
@ Lose die Gleichung nach x,, auf
b W oay

Qin j=1 Qin

Xn = * X

® Substituiere die rechte Seite flir x,, im gesamten System S und
entferne den Constraint i
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Auflésen von Gleichungen

Beispiel (Auflésen von Gleichungen)

Betrachten wir die Gleichung
2X1 + 3X2 —4X3 =8

Wir I6sen die Gleichung nach x3 auf

1
X3:2_§X1_ZX2

und substituieren nun Uberall die rechte Seite fir x3 (d.h. x3 wird aus dem
System eliminiert).

Was bleibt ist ein System von m Ungleichungen der Form

n
Z a‘LJXj < bi
j=1

>3

i

]
-
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Beispiel (Auflésen einer Ungleichung)

13/34
e Die Constraints x <y + 10, y <15, y > —x + 20 bilden einen Dreieck
im R?

e Projektion auf die x-Achse ergibt eine Linie gegeben durch die Vorerarbeiting
Constraints

Einleitung

Branch & Bound

5<x<25

Grundlagen

17.5 y<15 C Linearen

x<104y

x
10 15 20 25




Auflésen von Ungleichungen

e Pro Projektionsschritt wird das Problem um eine Variable kleiner
o Aber moglicherweise mehr Constraints

e |teriere bis nur noch eine Variable Ubrig bleibt

e Variablenordnung ist entscheidend (Heuristiken)

Umschreiben der Constraints

Wir eliminieren wieder x,, und betrachten das i-te Constraint

n
Z aijXj < b;.
j=1

e O.B.d.A. betrachten wir den Fall a;,, > 0. Dann kann das Constraint
umgeschrieben werden zu

n-1
AinXn < by — Z aijXx;j.
j=1
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Automatisches

Umschreiben der Constraints Bowelsen

—Vertiefung—

Entscheidbare
n-1

FOL Fragmente
AinXn < bj — Z aijXj. Lineare
s Arithmetik &
j=1 Quantorenelimi-
nation
e |st a;, = 0 braucht das Constraint nicht weiters beachtet werden Clnikitegta

Zengler

e Ansonsten teilen wir durch ain: o

in i=1 Qin Einleitung

Lineare Arithmetik

Vorverarbeitung
Bi

Branch & Bound

(Fiir ain > 0 ist das neue Constraint eine Obergrenze, fiir ain <0
eine Untergrenze)

e Die rechte Seite des neuen Constraints bezeichnen wir mit (3;.

Um eine Variable x, zu eliminieren, |6se alle Ungleichungen, die sie
enthalten, nach x,, auf und bilde alle méglichen Paare von Ober- und
Untergrenzen auf ihr.




Eliminieren von Variablen

Ungebundene Variablen

e Hat eine Variable nach Auflésung in allen Constraints nur Unter-
oder nur Obergrenzen, kénnen sie und alle Constraints, die sie
enthalten einfach entfernt werden.

e Dies kann andere Variablen ungebunden machen, also iteriere
diesen Schritt

Gebundene Variablen

e Zahle alle moglichen Paare aus Untergrenzen (3, und Obergrenzen
B auf

o Fir jedes Paar gilt dann: 1 < xn < Bu
e Flige das neue Constraint 3 < By hinzu
e Entsteht dadurch ein Widerspruch, ist das System nicht erfillbar
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Beispiel fur Fourier-Motzkin

X1 —X2
X1 —X3
—X1 +X2 +2X3

-X3

IN AN CIN N IA
0 -~ 0O OO0

X4

@ Beispiel (Fourier-Motzkin)

@ x, ist ungebunden (nur Obergrenze), d.h. x4 und Constraint 5
kénnen entfernt werden

® Elimination von x:
@ Umschreiben der Constraints 1-3:

X1 < X2
X1 < X3
X2 +2x3 < Xq

® Zwei Obergrenzen und eine Untergrenze = Zwei neue
Constraints 2x3 <0 und xo +x3 <0
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Beispiel fur Fourier-Motzkin

Neues Problem nach Elimination von x4 und x4

2X3 < 0
X2 +X3 < 0
-x3 < -1

Beispiel (Fourier-Motzkin)

@ x ist nun ungebunden (nur Obergrenze), d.h. x, und Constraint 2
kénnen entfernt werden

@ Es bleibt das System

0

-x3 < -1

2X3

IA

Kombination des Unter- und Obergrenze von x3 ergibt 1 <0
= Ein Widerspruch, also ist das System nicht erfullbar
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Komplexitat von Fourier-Motzkin

e In jedem Schritt kann sich die Anzahl der Constraints im
worst-case von m auf m?/4 erhéhen

e Insgesamt also mzn/4“ Constraints, d.h.
doppelt-exponentiell

= Nur fur kleine Systeme geeignet
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Das Branch & Bound Verfahren

o Verbreitetes Verfahren zum Lésen von ganzzahligen linearen
Programmen (ILP)

e Wir betrachten die Entscheidungsvariante
e Eingabe: Nicht-strikte lineare Constraints
o Alle Variablen miissen mit Werten aus Z belegt werden

o Strikte Constraints kdnnen durch Vorverarbeitung nicht-strikt
gemacht werden

Definition (Relaxiertes Problem)

Zu einem gegebenen ganzzahligen linearen System S ist das relaxierte
Problem relaxed(S) das System S ohne die Bedingung, dass die
Variablen aus Z belegt werden.

Annahme:

e Es gibt ein Verfahren LPsegsibie, dass flir ein lineares Programm S
entscheidet, ob es erfiillbar ist (dann wird eine Belegung
ausgegeben) oder unerflllbar ist = Z.B. Fourier-Motzkin
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Automatisches

Der Branch & Bound Algorithmus _Doweisen_

% Algorithmus: branchAndBound(S) FOL Fragmente
Lineare
Arithmetik &

Eingabe: Ein ganzzahliges lineares System S e
Ausgabe: SAT wenn S erfilllbar ist, UNSAT sonst ation

Christoph
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searchIntegralSolution(S) 21/34

return UNSAT

Einleitung

Prozedur searchIntegralSolution(S):

Tes = LPreasible (relaxed(S))

if res = UNSAT then
| return

else

if res is integral then
| abort SAT

else
Select a variable v that is assigned a nonintegral value r

searchIntegralSolution(Su (v<|r]))
searchIntegralSolution(Su (v >([r]))
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Der Branch & Bound Algorithmus
FOLLFir::g:relente

Arithmetik &

lllustration an einem Beispiel
. . . Quantorenelimi-
Beispiel (Branch & Bound Algorithmus) naton
e
o, X4

e Variablen von S: x4,
e Angenommen L&sung von LPseasinie = (1,0.7,2.5, 3)

Einleitung
ithmetik

itung

Fourier-Motzkin

@ Wabhle Variable x,
® Versuche das System S u {x, <0} zu l6sen
e Wird keine Lésung gefunden kommt dieser Branch zurlick

© Versuche das System S u {x, > 1} zu l6sen
e Wird keine Losung gefunden, gibt es keine Lésung,
searchIntegralSolution terminiert und branchAndBound

gibt UNSAT zurtick
® Wird eine Losung gefunden wird das Verfahren iteriert




Vollstandigkeit

& Achtung!

Das Verfahren ist so nicht vollstandig!
1<3x-3y<2

hat z.B. keine ganzzahligen Ldsungen, jedoch unendlich viele reelle.

Definition (Small-Model-Property)

Die Small-Model-Property besagt, dass jede erflllbare Formel ein Modell
mit endlichen Grenzen hat.

o Die Formeln, die wir betrachten, haben diese Small-Model-Property
e Die Grenzen sind berechenbar

e Wir kdnnen das Verfahren abbrechen, sobald wir tiber die
berechneten Grenzen einer Variable hinausgehen
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Quantorenelimination
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Definition (Quantoreneliminationsverfahren)

Ein Quantoreneliminationsverfahren fiir ein Modell M ist ein
Algorithmus, der eine Formel ¢ in eine quantorenfreie Formel ¢’

transformiert, so dass £ @ < @’ gilt.

Christoph
Zengler
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¢ Nicht alle Modelle erlauben QE

e Sehr feine Unterschiede:
e (R,0,1,+,-,-) erlaubt keine QE, (R,0, 1, +, -, <) erlaubt QE.
e (Z,0,1,+,-,<) erlaubt keine QE, (Z, 0,1, +, =, <, {=n }nen)
erlaubt QE (Presburger Arithmetik).
¢ Quantorenfreie Formel ist nicht nur erfullbarkeitsaquivalent,

sondern aquivalent
e Eigenes grolRes Forschungsgebiet (z.B. Collins,
Weispfenning, Sturm, ...)

Ql
Arithmetik
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Beispiel (Reelle Zahlen R)

© = Elx[ax +b= O] Christoph

e histop
ist aquivalent zu engler

@ =b=0va=+0

¢ = VYx[ax +b =0]

ist aquivalent zu
@' =a=0Ab=0

[ Beispiel (Presburger Arithmetik Z)

@=3x[2x=arb<xAax<c]

ist aquivalent zu
@ =a=0A2b<a<2c
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Quantoren in der Aussagenlogik—1 Boweisen

—Vertiefung—

Entscheidbare

& AL vs. FOL FOLLFi;:g::ente
Arithmetik &
In der Aussagenlogik gibt es keine Quantoren. Quantorenelimi-
nation
. . . . . . Christoph
Wir miissen uns einen Weg Uberlegen, AL in FOL einzubetten. Zengler
Zwei Moglichkeiten sind denkbar: 26034

Alternative 1: Pradikate
Betrachte aussagenlogische Variablen als 0-stellige Pradikate:

@ Beispiel (AL Variablen als Pradikate)

(anbve)v-(av-c)

QE in der Linearen
Arithmetik

wird zu

(AOAB(OVCO) v =(A(v-C(O)

Problem: Quantifizierung tber Pradikate ist nicht mehr FOL!




Automatisches

Quantoren in der Aussagenlogik—2 Boweisen

—Vertiefung—

Entscheidbare

. FOL Eragmente
Alternative 2: Neue Sprache Ao
Quantorenelimi-
Betrachte die Sprache: (&?),|(2 1M 0© 10 -(2)) wobei reten

&,],1,0,1 Terme sind und = Pradikat. Gongier

27/34

Beispiel (AL Variablen als Atomare Formeln)

(anbve)v=(av-c)

wird zu

((a&bfc)|!(aflc))=1

oder aber auch:

((a=N)Aa=1)v(c=1))v-((a=1)v(c=0))

QE in der Linearen
Arithmetik

Wir bevorzugen diesen Ansatz!




Quantifizierte Boolesche Formeln

Wir haben ab jetzt Alternative 2 im Hinterkopf und schreiben der
Einfachheit halber: IxvVy[(x Ay) v (y A =x)]

4 Arten von quantifizierten Booleschen Formeln

© Rein existentiell quantifizierte Sadtze: Reines SAT Problem
(existiert eine Belegung?)

® Rein allquantifizierte Sétze: Tautologietest (gilt eine Formel
fur alle Belegungen)

® Beliebig quantifizierte Sétze: Sog. QBF Problem (Quantified
Boolean Formulas)

@ Beliebig quantifizierte Formeln: Volle Boolesche QE

1-3 sind gut erforschte Gebiete. 4 ist aktuelle Forschung am
Arbeitsbereich (BSc/MSc Arbeiten!).
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Einleitung

Lineare Arithmetik
Ax Vy ((xvy)a(xvy)) Vx Yy ((xvy)a(=xv7y)) Ve
Fourier-Motzkin

Branch & Bound

Grundlagen

QE in der Linearen
Arithmetik

Lésung mit einer Variante des CDCL Algorithmus:
e Backtracking auch im SAT Fall
e Naheres siehe SAT Vorlesung




Echte Boolesche QE Ao

—Vertiefung—

Entscheidbare

Ein naiver Ansatz: Substitute & Simplify (Seidl & Sturm 2003)
FOL Fragmente

Beobachtungen witmetk &
Quantorenelimi-

nation

o Wertebereich der Variablen ist immer von Kardinalit&t 2 oo

= All- und Existenzquantor kdnnen explizit ausgeschrieben werden S04

Vx@ = subst({x — 1}, ¢) A subst({x —~ 0}, @)
Ix@ = subst({x — 1}, @) v subst({x —~ 0}, @) Bz

Lineare Arithmetik

Vorve

% Algorithmus: ssss(@)

Eingabe: Eine beliebig quantifizierte aussagenlogische Formel Grundlagen
Ausgabe: quantorenfreies @’ mit ¢’ = @

QE in der Linearen
Arithmetik

© Konvertiere ¢ in PNF
@® Eliminiere Quantoren von innen nach auRBen nach obiger Regel
® Simplifiziere die Formel nach jeder Elimination
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Beispiel fur Substitute & Simplify
FOLLFir::g:relente
oeain:

Christoph

Beispiel (Substitute & Simplify)

@ =IxVy(x vy v -u) A (=x Vv -y vw))

Substituiere y:
Ix[(xVTV-U)A (=X V-TVW)A (XV LV -u)A(=xV=LVvw)]

Simplifiziere:
Ix[(-x VW) A (x v —u)]

Substituiere x:
((=Tvw)A(Tv-w)Vv((=Lvw)A(LV-u))

Simplifiziere:
wyV -u




Fortgeschrittene Losungsansatze

Top-Level DPLL fiir die freien Variablen, der an jedem Blatt
wiederum SAT/QBF aufruft (1)

Resolutionsbasierter Ansatz (Clause Distribution) (2)
SAT-basierter Ansatz (Model Counting) (2)
Knowledge Compilation Ansatz (DNNF) (2)

Aktuelle Forschung am Arbeitsbereich

(1) Thomas Sturm, Christoph Zengler: Parametric Quantified
SAT Solving, ISSAC 2010

(2) Andreas Kiibler, Wolfgang Kiichlin, Christoph Zengler: New
Approaches to Boolean Quantifier Elimination, ACM
Communications in Computer Algebra 45
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Automatisches

QE in der Linearen Arithmetik Bewsieon

—Vertiefung—

e Mit Fourier-Motzkin kennen wir bereits ein Verfahren, um

Entscheidbare

existentielle Quantoren zu eliminieren e
o Nutze Dualitit von 3x und Vx aus, um Allquantoren zu eliminieren e
nation
. . . . . Christoph
Beispiel (QE mit Fourier-Motzkin) Zenglr

VxJydz[y+1<xAaz+1<yn2x+1<z]

Elimination von z:

Vxdy[ly+1<xa2x+1<y-1]

Branch & Bound
Elimination von y:

QE

VX[ZX +2 <X - 1] Grundlagen
Dualitat von Vx und 3x: <

-Ix[2x +2>x - 1]

aquivalent zu
-3Ix[x > -3]

offensichtlich nicht gultig.




Literaturtipps

B Literaturhinweis

® D. Kroening & O. Strichman. Decision Procedures: An Algorithmic Point
of View Chapter 5 & 9. Springer, 2008.

e A. Seidl & T. Sturm Boolean Quantification in a First-Order Context.
Proceedings of the CASC 2003.

2 \Web Links

® http://reduce-algebra.sourceforge.net/ — Computer Algebra System
® http://redlog.dolzmann.de/ — QE Paket fir Redlog
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