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Organisatorisches

Organisatorisches

Vorlesung: 2-stiindig (Mi. 10.00 - 12.00)
o Anrechenbar fiir Theorie oder Praxis mit 4 LP
e Ubung: 2-stiindig (Termin nach Absprache)

Benotete Ubungsblatter

o Abwechselnd Theorie- und Praxis

e Theorie: Einiiben der theoretischen Konzepte aus der VL

e Praxis: Bauen eines kleinen SAT-Solvers in Java iiber das Semester

o Klausur

e Mid-Term Klausur: 10. Juni 2009 (nach Pfingstferien)
o Final Klausur: 22. Juli 2009 (letzte Vorlesungswoche)

e Note: 30% Mid-Term Klausur + 30% Final Klausur + 40% Ubung
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Aussagenlogik  Syntax

Logischer Formalismus

Syntax
Wie werden Formeln gebildet?

@ klassisch-mathematisch: bestimmte ausgezeichnete Zeichenreihen
e (typisch: induktive Definitionen)

@ informatisch: Sprache einer Grammatik

Semantik
Was ist die Bedeutung einer Formel?
@ Allgemein: Abbildung in einen (bekannten) Semantik-Bereich
@ Hier: Semantik-Bereich B = {T,F} der Boole'schen Wahrheitswerte

Kalkiil
Wie kann der Wahrheitswert einer Formel ausgerechnet werden?

@ Inferenzregeln, Algorithmen
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Aussagenlogik  Syntax

Syntax

@ Bestandteile von Formeln:

e Aussagenvariablen aus einer unendlichen Menge P von Variablen:
Platzhalter fiir beliebige (atomare) Aussagen, wie z.B. “5 ist eine
Primzahl”, “Eine Woche hat 7 Tage”, “4 = 2" etc.

e Konstanten T, L: Zur Reprasentation der wahren bzw. falschen
Aussage.

e Operatoren (A und / V oder / = nicht / = Implikation / < Aquivalenz
/ @ xor): zur Bildung komplexer Formeln (zus.-gesetzte Aussagen)

e Hilfssymbole: Klammern

@ Menge F aller giiltigen Formeln ist rekursiv definiert:

e Jede Aussagenvariable x € P ist in F

o Die Konstanten T und L sind in F

e Sind P und Q in F, so sind auch
(=P),(PAQ),(PVQR),(P=Q), (P& Q),(PeQ)in F
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Aussagenlogik  Syntax

Syntax (ctd.)

o (EBNF)-Grammatik fiir Formeln: Ubung.
@ Zur Einsparung von Klammern:
Prioritat der Operatoren (abnehmend): =, A, V, ®, =, <

o Literal: positives oder negatives Vorkommen einer Aussagenvariable

{X7 _‘X}

@ var(P): Menge der Variablen, die in der Formel P vorkommen

xAyVz<< x@ -z A-w ist klammerfreie Schreibweise fiir:
(xAy)V(=2)) & (x & ((=2) A (-w)))
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Aussagenlogik  Syntax

Syntax - Beispiele

Konvention:

o Aussagenvariablen: Kleinbuchstaben x,y, z, ..., x1, X2,

e Meta-Symbole zur Bezeichnung beliebiger Formeln:
GroBbuchstaben P, Q, R, ..., P1, P>,

@ X

@ xVy

o (xVy)AN(ydz)=y

o (xVy)A(y®z)=P

o var(xVy)AN(y®z) = P)={x,y,z} Uvar(P)
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Aussagenlogik ~ Semantik

Semantik

@ Wie wird der Wahrheitsgehalt einer Formel bestimmt?
@ Menge der Booleschen Wahrheitswerte: B = {T,F}

@ Dazu: Belegung der Aussagenvariablen mit T (wahr) oder F (falsch)
e Variablenbelegung einer Variable x ist Funktion 19 : P — B

e Notation x — T oder x — F
@ Funktion 14 kann rekursiv erweitert werden auf Formeln P

(v:F —=B):
o v(x)=uwp(x) firx e P
o y(T)=T
o v(L)=F
o yY(-P)=1if v(P)=T then F else T
o Y(PAQ)=1if v(P)=T then (if v(Q)=T then T) else F
o V(PV Q)=1if v(P)=F then (if v(Q)=F then F) else T
o V(P= Q)=v(-FVG)
o v(Pe Q)=v((F=G)AN(G=F))

o V(P® Q) =v(~(F & G))
e v(P) heiBt Interpretation von P

Kiichlin / Zengler (Universitit Tiibingen) Einfiihrung / Aussagenlogik

22/04/09

7/17



Aussagenlogik  Semantik

Semantik - Beispiel

vix@y)

(—(x = y))

(~((x=y) A (y = x)))

v(=((=x Vy) A (my V X))

if v((-xVy)A(-yVx))=F then T else F

= W

v

if F=F then T else F
=T

[m] = = =
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Aussagenlogik ~ Semantik

Semantik

Definition (Erfiillbarkeit)

Eine Formel P heiBt erfiillbar, wenn eine Variablenbelegung vy : var(P) — B
existiert, so dass v(P) = T (g ist ein Modell von P)

@ Notation: vy = P

Definition (Tautologie)

Eine Formel P ist eine Tautologie (oder heiBit allgemeingiiltig), falls fiir alle
v : var(P) — B gilt, dass 1y = P

@ Notation: = P

Definition (Kontradiktion)

Eine Formel P ist eine Kontradiktion (oder heiBt unerfiillbar), falls kein
v : var(P) — B existiert, so dass vy = P

@ Notation: [~ P
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Aussagenlogik Kalkiil

Wahrheitstabellen

P=(xA=(y=2))®x)

x|lylz|ly=z|(y=2z)|xAN(y=2)| (xA=(y=2)®x)
0[0|0 1 0 0 0
0,01 1 0 0 0
0[1/0 0 1 0 0
0|11 1 0 0 0

o P ist erfiillbar aber keine Tautologie

@ Problem: n Variablen bendtigen 27 Tabellenzeilen, daher nicht fiir
groBe Formeln geeignet

=] F = = £ DA
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o Distributivgesetze

PV(QAR)=(PVQ)A(PVR)
@ Absorptionsgesetze

PA(QRVR)=(PAQ)V(PAR)

PV(PAQ)=P
PA(PVQ)=P
@ DeMorgansche Gesetze

~(PAQ)=-PV-Q

“(PVQ)=-PA-Q
e Kommutativitat und Assoziativitdt von A,V
° ...

und viele weitere B -
«O» «F>» «Z» «E)>» Q>
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Aussagenlogik Kalkiil

Basen von Operatoren

@ Operatoren lassen sich durch andere ausdriicken

@ Frage: Welche sind ausreichend?

@ Was wir bereits wissen: =, < und @ lassen sich durch —, A, V
ausdriicken:
e P=Q=-PVQ
o P& Q=P=QAQ=P=(-PVQ)A(-QVP)
o PHQR=-(P&Q)=~(-PVQR)A(-QVP))

@ V lasst sich mit der DeMorgan Regel eliminieren

—, A ist eine minimale Basis

@ d.h. sdmtliche aussagenlogische Formeln lassen sich unter
Verwendung von — und A darstellen

@ weitere minimale Basen: {—,V}, {A,®}
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@ Als Zeichenreihen (wie auf den letzten Folien)
@ Als Baume

P=(xA=(y=2))®x)

@ Innere Knoten: Operatoren

o Blatter: Aussagenvariablen oder
Konstanten
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Formeln in Java

@ Abstrakte
Basisklasse:
Formula

@ Abstrakte
Basisklasse fiir
2-stellige
Operationen:
BinaryOp

@ Fiir jeden

Aussagenlogik

Darstellung von Formeln

abstract class Formula

- abstract String toString()
- abstract Formula

Knotentyp eine

abgeleitete Klasse:

Variable, Not,
And,...

Kiichlin / Zengler (Universitit Tiibingen)

- Formula evaluate()
- Formula restrict()
- Formula toCNF()

Einfiihrung / Aussagenlogik

- Formula evaluate()
- Formula restrict()
- Formula toCNF()

- abstract Formula restrict()
- abstract Formula toCNF()
- 2
class Variable abstract class BinaryOp class Not
- String name - Formula subForm1 - Formula subForm
- String toString() - Formula subForm2 - Elring stmnlg()x 0
- Formula evaluate G ; - Formula evaluatef
-F I trict 0 - String toString() - Formula restrict()
ormula restrict() - Formula evaluate() - Formula toCNF()
- Formula toCNF() - Formula restrict() -
< - Formula toCNF() -
class And class Or
- String toString() - String toString()
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SAT-Problem

Problembeschreibung
Das SAT-Problem

Fragestellung: Ist eine gegebene Formel P erfiillbar oder nicht
(SATisfiability).

@ (xVy)A(—xV-y)ist erfiillbar (z.B. {x+— T,y — F})
o (xVy)A(=xV-y)AyAx ist nicht erfiillbar

@ X A\yV -z x@—z Ay ist nicht mehr durch einfaches Hinschauen
[Gsbar...

Vorschau (mehr dazu in zwei Wochen): Das SAT-Problem ist (mit groBer
Wahrscheinlichkeit) nicht in polynomialer Zeit entscheidbar.

Wer einen polynomiellen Algorithmus fiir SAT findet, bekommt 1 Mio. $*
"ttp://wuw.claymath.org/millennium/P_vs_NP/
Kiichlin / Zengler (Universitat Tiibingen)

=] F
Einfiihrung / Aussagenlogik

15 / 17

22/04/09


http://www.claymath.org/millennium/P_vs_NP/

SAT-Problem Problembeschreibung

Ein kleines Anwendungsbeispiel - 1

3 Lehrer, 3 Facher
@ Albrecht (a) gibt Franzdsisch (F) und Geschichte (G)
@ Bert (b) gibt Englisch (E) und Franzésisch (F)
@ Christine (c) gibt alle drei Ficher (E, F, G)
Wir wollen die Vorlieben der Lehrer beachten:
@ Wenn Bert Franzdsisch gibt, will Christine Englisch geben
@ Wenn Christine Englisch gibt, will Albrecht kein Geschichte geben

Jeder Lehrer darf nur ein Fach geben und jedes Fach muss unterrichtet werden

Codierung
Variable ar bedeutet, dass Lehrer A das Fach F gibt

@ Anhand der Facherkombinationen gibt es 7 Variablen:

aF7aGabE,bF7CE7CF7CG
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SAT-Problem Problembeschreibung

Ein kleines Anwendungsbeispiel - 2

Codierung Teil 1: Jeder Lehrer darf nur ein Fach geben...

@ P, = (ar @ ac) Lehrer a gibt entweder F oder G

@ P, = (be @ br) Lehrer b gibt entweder E oder F

@ P3;=(ce = —cr AN —cg) A(cF = —ce A —cg) A (ce = —ce A —cr)
Codierung Teil 2: Jedes Fach muss unterrichtet werden...

@ P, = ar V br V cr Franzésisch (F) wird unterrichtet

@ Ps = ag V c¢ Geschichte (G) wird unterrichtet

@ Ps = be V ce Englisch (E) wird unterrichtet
Codierung der Vorlieben:

@ P; = br = cg Wenn Bert Franzosisch, dann Christine Englisch

@ Ps = cg = —ac Wenn Christine Englisch, dann Albrecht kein Geschichte
Gesamte Formel: P=P1 AP APz A Ps AN Ps A\ Ps A Pz A Pg

@ Erfiillbar! (z.B mit {bg — T,ar — T,cc — T}, alle anderen Variablen F)
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