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Das QBF Problem

Das QBF Problem
SAT

Ist eine gegebene Formel in Aussagenlogik erfiillbar oder nicht erfiillbar?

QBF

Ist eine gegebene vollstandig quantifizierte Formel in Aussagenlogik wahr oder
falsch?

Quantoren:
e Ix(P) Es existiert ein (oder mehrere) x, so dass Aussage P gilt
e Vx(P) Fiir alle x gilt Aussage P

Beispiel (QBF Probleme)

VxIy(x Vy)A(-xV-oy) =T
VxVy((x Vy) A(-=xV-y))=F

Bemerkung: Heutzutage hat sich die Bezeichnung QBF durchgesetzt, man findet
Jedoch auch in vielen Publikationen noch die Bezeichnung QSAT
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Das QBF Problem

Visualisierung von QBF

e 2 verschiedene Knotentypen: Existenzknoten und Allknoten

e Existenzknoten bendtigen 1 erfiillenden Ast, Allknoten bendtigen 2 erfiillende Aste

Ix 3y ((xvy)a(xvy)) Vx 3y ((Xvy)a(xvay))

Ax Yy ((xvy)a(xvy)) Vx Yy ((xvy)a(xvoy))
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Komplexitat von QBF - 1

Im SAT Fall:
e NP-vollstindig (Nichtdeterministische Turingmaschine, Polynomiale Zeit)
e Eine erfiillende Belegung kann geraten werden und in Polynomialzeit
iberpriift werden
Im QBF Fall:
o PSPACE-vollstindig (Deterministische Turingmaschine, Polynomialer Platz)

e Es kann nicht mehr einfach eine Belegung angegeben werden, sondern man
muss fiir jede mogliche Belegung der allquantifizierten Variablen eine
Belegung der existensquantifizierten Variablen angeben
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Das QBF Problem

Komplexitat von QBF - 2

Rekursiv aufzahlbar
Rekursiv

PSPACE = co-PSPACE

NP co-NP

NP-vollstéandig co-NP-vollst.
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Das QBF Problem

Komplexitat von QBF - 2

Rekursiv aufzdhlbar
Rekursiv

PSPACE = co-PSPACE

NP co-NP

NP-vollsténdig co-NP-vollst.
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Das QBF Problem
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Das QBF Problem

Komplexitat von QBF - 2

Rekursiv aufzéhlbar
Rekursiv

PSPACE = co-PSPACE

NP co-NP

NP-vollsténdig co-NP-vollst
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Das QBF Problem

Formales

Pranexe Normal Form (PNF)

Eine quantifizierte Boolesche Formel ¢ ist in PNF wenn Sie von der Form

lela ceey annw
mit Q; € {3,V} ist und ¢ quantorenfrei ist.

Jede Formel kann in PNF gebracht werden.

Freie / Gebundene Variablen

Eine Variable x kommt frei in einer Formel ¢ vor, wenn Sie nicht quantifiziert ist.
Ist sie quantifiziert, so kommt sie gebunden vor.

Im QBF Fall gibt es nur gebundene Variablen (Formel ist voll quantifiziert)
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Vergleich der Algorithmen

SAT vs. QBF Algorithmus

Algorithm 1: SAT

level := 0;
while true do
unitPropgation();
if a conflict is reached then
level := analyseConflict();
if level = 0 then
L return false
backtrack(level);
else
if formula is satisfied then
L return true
level := level + 1;
choose an unassigned x € var(P);
a:=aUx— 0]

Algorithm 2: QBF

level := 0;
while true do
unitPropgation();
if a conflict is reached then
level := analyseConflict();
if level = 0 then

L return false
backtrack(level);

else
if formula is satisfied then
level := analyseSAT();
if level = 0 then

L return true
backtrack(level)
else
level := level + 1;
choose an unassigned x € var(P)
(wrt. the g-level);
a:=aUx— 0]
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Auswahlheuristik

e Prinzipiell die selben Heuristiken wie im SAT Fall
e Miissen Quantifikations Level beachten
e Quantifikations Level wird mit jedem Quantorenwechsel erhoht

Beispiel (Quantifikations Level)

Ix Jy VzVw Ju (xVyVzVwVu)
N——
Level 1 Level 2 Level 3

e Heuristik muss von auBen nach innen voranschreiten (d.h von Level 1
aufwarts)

e Solange noch Variablen auf einem Level n nicht belegt sind, darf keine
Variable auf einem Level > n gew3hlt werden (gilt nicht fir UP)

o Worst case: 3x;Vxp3x3Vxq...¢0 (Keine Wahlmdglichkeiten)
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Neue Regel fiir Empty Clauses

Im SAT Fall: Eine Klausel ist unerfiillbar (empty clause) wenn sie noch nicht
erfiillt ist und alle Variablen belegt sind.

Neue Regel im QBF Fall:
o E(C) existenzquantifizierte Variablen einer Klausel C
e U(C) allquantifizierte Variablen einer Klausel C
e gl(x) Quantifikationslevel einer Variable x

Empty Clause

Eine Klausel C ist unerfiillbar (empty clause), wenn
@ fiir alle e € E(C) gilt v(e) = L
@ fiir alle u € U(C) gilt v(u) # T

Beispiel (Empty Clause)
a, b, ¢ sind existenzquantifiziert, x, y sind allquantifiziert
[a— T,b— Lic— T,x— L]

e (maV bV -cVx\Vy)ist unerfillbar
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Neue Regel fiir Unit Clauses

Regel im SAT Fall: Eine Klausel ist unit, wenn sie noch nicht erfiillt ist und genau eine
Variable nicht belegt ist.

Neue Regel im QBF Fall:

Unit Clause

Eine Klausel C ist unit, wenn

@ cin e € E(C) existiert, so dass gilt v(e) = nil.
@ Fiir jedes €’ € E(C), e’ # e gilt, dass v(e') = L
© Fiir alle u € U(C) mit v(u) # T gilt, dass v(u) = nil = ql(u) > ql(e)

Beispiel (Unit Clause)

a, b, c sind existenzquantifiziert, x, y sind allquantifiziert

[a— L,c— T,x+— 1], fiir die nichste durch UP implizierte Variable b gilt g/(b) =5
(] (3(2) Y b(5) V ey Voxa) V y(6)) ist unit
(] (8(2) Y b(5) V cp) VX V _V(l)) ist nicht unit

e Nur existenzquantifizierte Variablen kdnnen durch UP impliziert werden
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Backtracking fiir eine erfiillende Belegung

Fiir allquantifizierte Variablen miissen beide Belegungen getestet werden

Jede allquantifizierte Variable muss geflipped werden

Jede allquantifizierte Variable bekommt ein flag “flipped”

Wird x belegt, so wird das flag auf false gesetzt

e Wird der Wert von x geflipped, wird das flag auf true gesetzt

Backtracking im erfiillenden Fall

Suche die letzte allquantifizierte Variable x, deren flag false ist, mache ein
Backtracking zum level von x und flippe den Wert von x.
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Lernen in QBF
Funktioniert im Prinzip wie bei SAT, aber 2 Besonderheiten

® Es kann zu Long Distance Resolutions kommen

® Modifiziertes Stop Kriterium fiir 1UIP

Long Distance Resolution

® Resolution bei SAT: Nur iiber 1 Literal, das sich im Vorzeichen unterscheidet (Distance 1)

® Bei QBF: Mehrere Literale kénnen sich im Vorzeichen unterscheiden

Grund: Allquantifizierte Variablen, die noch nicht belegt sind.

Beispiel (Long Distance Resolution)

(a) V b3y V X&) V y(ay V <)) A3y V b V X V v V dis)
Resolution iiber b ist eine Tautologie:
(aq) V x@) V ~x(0) V Y(9) V e V <5) V )
Aber Klauseln haben eigentlich nur zwei Zwecke:
® Erkennen von Empty Clauses
® Erkennen von Unit Clauses

— Beides funktioniert mit obigen Tautologieklauseln
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Stop Kriterium fiir 1UIP

Ziel von 1UIP:

e neu gelernte Klausel soll nach Backtracking unit sein
Wegen gedndertem Kriterium fiir Unit Clauses muss auch das Stop Kriterium fiir
1UIP angepasst werden
Stop Kriterium fiir 1UIP

@ Nur eine existenzquantifizierte Variable e ist auf hochstem Level

@® e ist auf einem Decision Level, auf dem die Entscheidungsvariable
existenzquantifiziert ist

© Alle allquantifizierten Variablen u mit g/(u) < gl(e) werden zu 0 evaluiert auf
einem Decision Level < dem von e

Wie bei SAT: Backtracking zu groBtem Level, dass < dem Decision Level von e
ist.
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund
1 a |VYOO)F] 1 decision

{x,y,z,-b} =1

{x,-z,a} 2

{~x,y.a}

{x,7y,z,b}

QBF Solving
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Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund

1 a V(1) F 1 decision
{x,y,z,7b} 2 x |3@) L decision
{x,-z,a} z [34) 1 {x,~z,a}
{-x,y,a} y a(2) T {x,y,z,7b}
{X’ﬂy’z’b}

Konflikt: {x,~y,z,b}

QBF Solving
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Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund
1 a |VYOOF] 1 decision
{x,y,z,-b} 2 X 3(2) i decision
{x,7z,a} z (4) n {x,7z,a}
{-x,y,a} y a(2) T {x,y,z,7b}
{X’ﬂy’z’b}
Konflikt: {x,7y,z,b} X0 Y0:Z0,00 0t {X0,Y0:Z5,0, }

QBF Solving
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Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund
1 a |VYOOF] 1 decision
{x,y,z,-b} 2 X 3(2) i decision
{x,7z,a} z (4) n {x,7z,a}
{-x,y,a} y a(2) T {x,y,z,7b}
{X’ﬂy’z’b}
Konflikt: {x,7y,z,b} X0 Y0:Z0,00 0t {X0,Y0:Z5,0,}

{X2’Z2’bna’_'bna}
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Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund
1 a |VYOOF] 1 decision
{x,y,z,-b} 2 X 3(2) i decision
{x,7z,a} z (4) n {x,7z,a}
{-x,y,a} y a(2) T {x,y,z,7b}
{X’ﬂy’z’b}
Konflikt: {x,7y,z,b} X0 Y0:Z0,00 0t {X0,Y0:Z5,0,}

Xo200n000at  {Xp,7Z5,a4}

{XZ'bna'_'bna’a1}
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Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund
1 a |VO)F[ 1 decision

{x,y,z,7b} 2 x |3 1 decision

{x,~z,a} z 3(4) 1 {x,~z,a}

{=x.y,a} y 3(2) T {x,y,z,7b}

{x,7y,z,b}

{x,b,b,a} ,

Konflikt: {x,y,z,b} {xz,—-yz,z?bna} {Xz’y2'22’_'bna}

Xo200n000at  {Xp,7Z5,a4}

{XZ'bna'_'bna’a1}
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund

1 a |VYOOF] 1 decision
{x,y,z,7b} 2 x |3 1 decision
{x,~z,a} z 3(4) 1 {x,~z,a}
{=x.y,a} y 3(2) T {x,y,z,7b}
{x,7y,z,b}

Backtracking zu Level 1

{x,b,b,a}

Konflikt: {x,7y,z,b} X0 Y0:Z0,00 0t {X0,Y0:Z5,0,}
Xo:Zo0pa by {Xp725,84)

{XZ'bna'_'bna’a1}
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund
1 a |VYO)F] 1 decision

{x,y,z,-b} -

{x,-z,a} o=

{~x,y.a}

{x,7y,z,b}

{x,b,b,a}

QBF Solving
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Ein Beispiel fiir QBF

Das QBF Problem  Der Algorithmus

Va3dx3dyVb3z

{X!yrzr_'b} —
{x,~z,a} a=t
{-x.y.a}

{X’ﬂy’z’b}

{x,b,7b,a}

Level Var Quant  Wert Grund
1 a |VYO)F] 1 decision
X 3(2) T {X,b,7b,a}
y [3@ T {-xy.a}

Kiichlin / Zengler (Universitat Tiibingen)
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund

1 a |VYO)F] 1 decision
{x,y,z,-b} a=l X 3(2) T {x,b,~b,a}
{x,-z,a} y 3@ i {=xy.a}
{~x,y.a}
{xy.z.0} SAT
{x,b,b,a}

21/06/11 14 /22

QBF Solving
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Ein Beispiel fiir QBF

Vadx3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund

1 a VO)F| 1 decision
{x,y,z,-b} a=l X 3(2) T {x,b,~b,a}
{x,-z,a} y [3@ T {xy.ay
{-x.y.a}

SAT . . .

{x.y.z,b} Backtracking zur letzten Variable mit Flag F
{x,b,7b,a}

21/06/11 14 /22
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund
1 a |vOOT| 7 decision

{X!yrzr_'b} —
{x,mz,a} a=t
{-x.y.a}

{X’ﬂy’Z’b}

{x,b,7b,a}

QBF Solving
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Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund
1 a |YOOT| 7 decision

{x,y,z,7b} 2 y |3@ 1 decision

{x,7z,a}

{~x,y.a}

{X’ﬂy’z’b}

{x,b,b,a}
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Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund
1 a |YOOT| 7 decision

{x,y,z,-b} 2 y 3(2) 1 decision

{x,~z,a} 3 X 3(2) 1 decision

{~x,y.a}

{X’ﬂy’z’b}

{x,b,mb,a}

QBF Solving
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Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund
1 a |YOOT| 7 decision

{x,y,z,-b} 2 y 3(2) 1 decision

{x,~z,a} 3 X 3(2) 1 decision

{~xy,a} 4 b V(3)F 1 decision

{X’ﬂy’Z’b}

{x,b,mb,a}
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Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund
1 a |YOOT| 7 decision

{x,y,z,-b} 2 y 3(2) 1 decision

{x,~z,a} 3 X 3(2) 1 decision

{~xy,a} 4 b V(3)F 1 decision

{X’ﬂy’Z’b}

{x,b,mb,a}
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Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund
1 a |YOOT| 7 decision

{x,y,z,-b} 2 y 3(2) 1 decision

{x,~z,a} 3 X 3(2) 1 decision

{~xy,a} 4 b V(3)F 1 decision

{X’ﬂy’Z’b}

{x,b,mb,a}

Backtracking
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Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund
1 a |YOOT| 7 decision

{x,y,z,-b} 2 y 3(2) 1 decision

{x,~z,a} 3 X 3(2) 1 decision

{~xy,a} 4 b V) T| 71 decision

{X’ﬂy’Z’b}

{x,b,mb,a}
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Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund

1 a |YOOT| 7 decision
{x,y,z,-b} 2 y 3(2) 1 decision
{x,~z,a} 3 X 3(2) 1 decision
{~xy,a} 4 b V) T| 71 decision
{X,7y,z,b} z 3(4) T {x,y,z,-b}
{x,b,mb,a}
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Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund

1 a |YOOT| 7 decision
{x,y,z,-b} 2 y 3(2) 1 decision
{x,~z,a} 3 X 3(2) 1 decision
{~xy,a} 4 b V) T| 71 decision
{X,7y,z,b} z 3(4) T {x,y,z,-b}
{x,b,mb,a}
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Ein Beispiel fiir QBF

Va3ax3dyVb3z Level Var Quant Wert Grund

1 a |YOOT| 7 decision
{x,y,z,-b} 2 y 3(2) 1 decision
{x,~z,a} 3 X 3(2) 1 decision
{~xy,a} 4 b V) T| 71 decision
{X,7y,z,b} z 3(4) T {x,y,z,-b}
{x,b,mb,a}

Keine weiteren Flags mit F

- Result: TRUE
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Das QBF Problem  Der Algorithmus
Codierung mit QBF -1

Beispiel (Endlicher Automat)

e 4 Zustinde: 00,01,10,11
e Startzustand: 00
e Zustandsiibergange: 00 — 01,00 — 10,10 — 11,01 — 11

e Fehlerzustand: 11

Codierung:
e 5[0] und s[1] codieren die beiden Bits des Zustands

o tiefergestellte Zahlen codieren den aktuellen timestep s[0]o
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Codierung mit QBF - 2

O
06

Fragestellung: Erreicht man einen Fehlerzustand in einem Schritt?
e Initialer Zustand: /(0) = —s[0]o A —s[1]o

o Ubergangsfunktion: T(0,1) = (—s[0]o A —s[1]o A =s[0]1 A s[1]1) V (—s[0]o A —s[1]o A
5[0]1 A j5[111) V (ﬁS[O]o A S[l]o A 5[0]1 A 5[1]1) V (S[O]o A ﬁS[l]o A 5[0]1 A 5[1]1)

e Fehlerzustand nach einem Schritt: B(1) = s[0]1 A s[1]:

Checke 1(0) A T(0,1) A B(1), wenn erfiillbar, dann ist die Belegung ein Pfad von 00 zu
11, ansonsten gibt es keinen Pfad der Lange 1 zum Fehler
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Codierung mit QBF - 3

00

Fragestellung: Erreicht man einen Fehlerzustand in zwei Schritten?

e Initialer Zustand: /(0) = —s[0]o A —s[1]o

o Ubergangsfunktion: T(0,1) = (=s[0]o A —s[1]o A =s[0]1 A s[1]1) V (—s[0]o A —s[1]o A
s[0]1 A =s[1]1) V (—s[0]o A s[1]o A s[0]1 A s[1]1) V (s[0]o A —s[1]o A s[0]1 A s[1]1)
T(1,2) = (—s[0]1 A =s[1]1 A =s[0]2 A s[1]2) V (—s[0]1 A =s[1]1 A s[0]2 A —s[1]2) V
(—s[0]1 A s[1]1 A s[0]2 A s[1]2) V (s[0]1 A —s[1]1 A s[0]2 A s[1]2)

e Fehlerzustand nach zwei Schritten: B(2) = s[0]2 A s[1]>

o 1(0) A T(0,1) A T(1,2) A B(2) erfiillbar (00 — 01 — 11 oder 00 — 10 — 11 als Pfad
zum Fehler)

e Aber: zwei Kopien der Ubergangsfunktion
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Codierung mit QBF - 4

O
GG

Codierung des Problems mit QBF:
o T = (—ul[0] A =u[1] A =v[0] A v[1]) V (=u[0] A =u[1] A v[0] A =v[1]) V (—u[0] A
u[1] A v[0] A v[1]) V (u[0] A =u[1] A v[O] A v[1])
Formel fiir k Schritte
3s[0]o...3s[0]x3s[1]o...Is[1]«Vu[0]Vu[1]Vv[0]V V(1]
1(0) A B(k) A Vf:_ol (u[O] > s[0]i A u[1] +> s[1]; A v[0] <> s[0]ix1 A v[1] <> s[l];+1) — T

Nur noch eine Kopie der Ubergangsfunktion T
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Technisches

QDIMACS Format

e Klauseln wie im CNF Format

e Priaambel mit Quantifikation der Variablen:

p cnf 10 &
a2340
el1560

o Resourcen (Benchmarks, Solver, Literatur): http://www.qbflib.org/
Bekannte Solver:

e Quaffle (Zhang, Malik), (Techniken dieser Vorlesung)

¢ Quantor, DepQBF (Biere)

e QuBE (Giunchiglia)

e SKizzo (Benedetti)

Kiichlin / Zengler (Universitat Tiibingen) QBF Solving
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Erweiterung: PSAT & PQSAT

SAT

Ist eine gegebene Formel in Aussagenlogik erfiillbar oder nicht erfiillbar?

QBF

Ist eine gegebene vollstandig quantifizierte Formel in Aussagenlogik wahr oder
falsch?

PSAT

Unter welchen Bedingungen ist eine Formel in Aussagenlogik, die nur
existentiell quantifizierte oder freie Variablen besitzt, erfiillbar.

PQSAT

Unter welchen Bedingungen ist eine Formel in Aussagenlogik mit beliebiger
Quantifizierung erfiillbar.
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

PSAT & PQSAT
Beispiel (PSAT)
p=3IxTy (xVwW)A(=xVZ)A(=zVy)A(wV 2)

PSAT(¢) =(—-wAzZ)V(wWAZ)=2z

Beispiel (PQSAT)
o =3IxVy((xVyV-u)A(—xV-ayVw))

PQSAT () = (nuA=w)V (-muAw)V (uAw)

Anwendungen:

Reachability Analysis im Symbolic Model Checking

Berechnung von Craig Interpolanten

e Berechnen aller Fehlerpfade im Model Checking
e Counterexample Generalization

e Reperatur von Baubarkeitsauftragen
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Das QBF Problem  Der Algorithmus

Losungsansatze

Ansitze zum Losen von PQSAT:

e Top-Level DPLL fiir die freien Variablen, der an jedem Blatt wiederum
SAT/QBF aufruft (1)

Ansdtze zum Losen von PSAT:
e Resolutionsbasierter Ansatz (Clause Distribution) (2)
e SAT-basierter Ansatz (Model Counting) (2)
o Knowledge Compilation Ansatz (DNNF) (2)

Aktuelle Forschung am Arbeitsbereich

(1) Thomas Sturm, Christoph Zengler: Parametric Quantified SAT Solving,
ISSAC 2010

(2) Andreas Kiibler, Wolfgang Kiichlin, Christoph Zengler: New Approaches to
Boolean Quantifier Elimination, (Poster) ISSAC 2011

Kiichlin / Zengler (Universitat Tiibingen) QBF Solving



	Title
	Presentation
	Das QBF Problem
	Der Algorithmus



