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Logischer Formalismus

Syntax

Wie werden Formeln gebildet?

o klassisch-mathematisch: bestimmte ausgezeichnete
Zeichenreihen

¢ informatisch: Sprache einer Grammatik

Semantik

Was ist die Bedeutung einer Formel?
¢ Allgemein: Abbildung in einen (bekannten) Semantik-Bereich

Kalkiil

Wie kann der Wahrheitswert einer Formel bestimmt werden?
o Inferenzregeln, Algorithmen
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Aussagenlogik vs. Logik erster Stufe Boveisen

—Vertiefung—

First Order Logic

Aussagenlogik Christoph
Zengler

Nur atomare Aussagen, die wahr oder falsch sind, z.B. 3153
o “5ist eine Primzahl”
e “7 st gerade”
e “Thomas ist ein Student”

Variablen kénnen nicht quantifiziert werden

Herbrand

Logik erster Stufe

Atome sind Pradikate, die aus Termen und Variablen tber
einem Universum bestehen, z.B.

e X<y
e istStudent(x)
e f(xy) 2 9(x)+9(y)

Variablen kdnnen mit 3 und V quantifiziert werden




Syntax der First Order Logic (FOL) Automatsches

—Vertiefung—

First Order Logic

EBNF-Grammatik fir Formeln erster Stufe S

Term = Termvariable eVt
|  Funktionssymbol({Term}) Funktionsapplikation

vV Termvariable [Formel] Allquantor
3 Termvariable [Formel] Existenzquantor
(Formel) Klammerung

Formel = 7|1 Konstanten
| - Formel Negation
| Préadikatssymbol({Term}) Pradikatapplikation
| Formel A Formel Konjunktion
| Formel v Formel Disjunktion
| Formel — Formel Implikation
| Formel < Formel Aquivalenz
|
|




Anmerkungen zur Syntax

e Unter Atomaren Formeln fassen wir Pradikate und Konstanten
zusammen

e Jedes Funktionssymbol und jedes Pradikatssymbol hat eine
Stelligkeit (Aritat), die angibt wie viele Terme als Parameter
Ubergeben werden

o Notation f®: Funktionssymbol f hat Stelligkeit 2

e Funktionen mit Stelligkeit 0 nennen wir auch Konstanten, Pradikate
mit Stelligkeit 0 nennen wir Boolesche Konstanten

e Formeln reprasentieren Wahrheitswerte, Terme reprasentieren
Objekte (z.B. Zahlen, Studenten, ...)

o Relationen werden auch Pradikate genannt
e Logik erster Stufe wird auch Pradikatenlogik genannt

e |n FOL dirfen wir nur Uber Termvariablen quantifizieren, will man
z.B. Uber Boolesche Konstanten, Funktionen oder Pradikate
quantifizieren, muss man eine Logik hoherer Ordnung (HOL)
benutzen.
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First Order Logic—Beispiele

Beispiel (Syntax der FOL)
Sprache: (+(2),_(1),0(0),3(2)’2(2))
Wohlgeformte Terme:

e x+0, —x, -0,x+y
Wohlgeformte Atomare Formeln

e x+0<—x

e x+0=0

e X+-y<-z
Wohlgeformte Formeln

e x+0<—xAx+0=0

o Jz[x+ -y < -z]
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Quantoren

e Quantoren 3x und Vx binden die Variable x (lokale Definition)

e Eine Variable kann gleichzeitig gebunden und frei in einer Formel
vorkommen

Definition (Freie und gebundene Variablen)

e Menge der freien Variablen einer Formel ¢: free(o)

e Menge der gebundenen Variablen einer Formel @: bound( @)

@ Beispiel (Freie und gebundene Variablen)

@¢=3a[a=12Ab>aAVudb[b+u=24Ax=y]]

e free(yp)={b,x,y}
e bound(¢@) ={a,b,u}

o Wir erlauben die abkiirzende Schreibweise Q(x1,...,xn)[¢@] fir

Qxa[... [Qxn[@]]] mit Q € {3, V}
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Semantik der FOL

© Belegung Bp : Vr - D der Termvariablen
® Interpretation M bestehend aus 3 Teilen:

Definition (Das Universum D)

nicht-leere Menge D (domain) der Individuen, Gber die man
spricht. D.h. alle Terme evaluieren zu einem Wert in D.
Definition (Interpretation der Funktionssymbole)
Jedem n-stelligen Funktionssymbol f wird eine Funktion
fm : D™ - D zugeordnet

Definition (Interpretation der Pradikatssymbole)

Jedem n-stelligen Pradikatssymbol P wird eine Boolesche
Funktion Py : D™ — {true, false} zugeordnet, d.h. Py c D™
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Evaluation von Termen M oweisen

—Vertiefung—

% Algorithmus: termval(M, fp,t) Fist Ordr Logi
Christoph
Eingabe: Interpretation M, Belegung 3p, Term t Zengler

Ausgabe: Evaluation von t unter D und fp 9153

termval(M, Bp,t) = t match S

Semantik

xeVr ~ Bp(x)
[ f(ty,...,th) ~ fm(termval(M, Bp,t1),..., termval(M, Bp, tn))

Beispiel (Evaluation von Termen)

® Funktionssymbole: o(®, (", ¢
® |nterpretation M mit Universum Z und Interpretationen
e opm =0
e om(x) =—x
* om(x,y)=x+y
® Bp={x—2y~-4}
termval(®(x,0(®(y,¢)))) =6¢cZ
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Evaluation von FOL Formeln Bowelsen
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Y AlgoritthS: hOldS(M, BD,II)) First Order Logic

Christoph
Eingabe: Interpretation M, Belegung fp der Termvariablen, Formel ¥ Zorcier

Ausgabe: Evaluation von 1\ unter M und f3p 1053

holds(M, Bp,P) = match
T ~ true
| L ~ false
| P(t1,...,tn) ~ Pm(termval(M,Bp,t1),...,termval(M, Bp,tn))
| =@ ~ if holds(M, Bp, @) then false else true
|

@1 A @2 ~ if holds(M, Bp, 1) and holds(M, Bp, @2) then true
else false

| ©1v @2 ~ holds(M, Bp, =(=¢1 A ~¢2))

| ©1— @2 ~ holds(M, fp,-91V ¢2)

| ©1 < @2 ~ holds(M, Bp, @1 — @2 A @2 — ©1)

| Vx[@] ~ for all aeD:holds(M,Bp uU{x+ a}, @)
| Ix[@] ~ exists aeD:holds(M,Bpu{x+ a}, o)
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o Funktionssymbole: ¢(®, (" @
11/53

Pradikatsssymbole: =@, =)

Interpretation M mit Universum Z und Interpretationen
OM = 0

om(x) = —x

em(x,y)=x+y

tm (x,y)=x<y

=M (x,y)=x#y

Po ={xr~2,ym~ -4}

b =c (e(x,e(e(y,2))).e(x)) v-(= (e(x.y),°))

holds(M, Bp, V)

(x+-(y+0) < —x) V~(x +y + 0)
= (2+-(-4+0)<-2)v-(2+-4+0)
= 6<-2v-2=0

= false
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Gilt fiir eine Formel ¢

o fiir alle x € free(¢), dass Bp(x) = Bp(x)
so gilt auch

e holds(M, Bp, @) = holds(M, By, @) fiir beliebige
Interpretationen M.

e Ein Term oder eine Formel ohne Variablen heil}t variablenfrei
oder ground.

e Eine Formel ohne freie Variablen heifl3t Satz.

Theorem (Satze unter beliebigen Belegungen)

Ist @ ein Satz, so gilt fiir beliebige Belegungen B und B{,, dass
holds(M, Bp, @) = holds(M, B, @).




Giiltigkeit
Definition (Gultigkeit)

Eine FOL Formel ¢ heif3t gultig oder valide, wenn fir alle
maglichen Interpretationen M und Belegungen B gilt, dass
holds(M, Bp, @) = true.

Beispiel (Gultige Formel)

Vx[P(x)] = P(a)

(gilt ein Prédikat P fiir alle Objekte, so gilt es auch fiir ein
spezielles Objekt a)

& Vorsicht!

Der Quantor Yx und sein Scope sind wichtig. Weder
e P(x) » P(a) noch
e Vx[P(x) > P(a)]

sind gultig.
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ErfUllbarkeit

Definition (Erfullbarkeit)
Eine Interpretation M erfullt eine FOL Formel ¢ (¢ gilt in M),
wenn fiir alle Belegungen Bp gilt, dass holds(M, Bp, @) = true.

e M erfiillt eine Menge von FOL Formeln T (T gilt in M), wenn
M jede Formel ¢ € T erfilllt

e Eine FOL Formel ¢ ist erfullbar, wenn eine Interpretation M
existiert, die sie erfillt.

Theorem (Gultigkeit von Satzen)

Ein Satz o ist gliltig, genau dann wenn - unerfiillbar ist.

& Vorsicht!
Obiger Satz gilt nicht fir Formeln mit freien Variablen:

P(x) v =P(y) ist nicht gultig, —=P(x) A P(y) ist jedoch unerfillbar.
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M O d e I I e Beweisen

—Vertiefung—

Deflnltlon (MOde”) First Order Logic

Christoph

Eine Interpretation M, die eine Menge I" von Formeln erfiillt, hei3t gt
Modell von T. 15153
Notationen:

o ['= @: @ qgiltin allen Modellen von T (d.h. Jedes Modell von T’
ist auch ein Modell von ¢)

o Wir schreiben = ¢ statt @ = ¢ (gilt in allen Modellen)
o =n @: Merflllt @

Konsequenz:
o ["ist unerfillbar, gdw. T' = 1

& Vorsicht!

Im Gegensatz zur Aussagenlogik, gilt in FOL nicht, dass
{@1,...,0n} E @ aquivalentistzu E @1 A---A @n = @

{P(x)} E P(y) aber nicht = P(x) - P(y)




Abschlusse

Oft is es angenehmer mit Satzen anstelle von beliebigen Formeln
zu arbeiten. Wenn z.B. alle Formeln ¢; Séatze sind, so gilt auch in
FOL

{@1,.-.,0n} = @istdquivalentzu = @1 A A @r, > @.

Definition (Universeller Abschluss)

Allquantifiziere alle freien Variablen einer Formel .
e Notation: V¢

o (o ist glltig, gdw. V¢ gultig ist.

Definition (Existentieller Abschluss)

Existenzquantifiziere alle freien Variablen einer Formel .
e Notation: 3¢
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Substitution in Termen
Konvention: Substitution o bildet immer alle freien Variablen einer Formel
ab. Variablen, die nicht substitutiert werden, werden auf sich selber
abgebildet.

% Algorithmus: tsubst(o,t)

Eingabe: Abbildung o von Variablen € V1 zu Termen, Term t
Ausgabe: Term to (Substitution auf t ausgefiihrt)

tsubst(o,t) = t match
xeVr ~ o(x)

| f(tq,..., tn) ~ f(tsubst(o,t1),...,tsubst(o,tn))

Beispiel (Substitution in Termen)

e t=(x+24)-(y-a)
e o={x—12,y > x+z}

tsubst(o,t) = (12+24) - ((x+z) - a)
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Substitution in Formeln

& Nicht so einfach wie gedacht!

e Gebundene Variablen durfen nicht substitutiert werden
e Substitution kann Variablen einfiihren, die bereits gebunden sind

[ Beispiel (Problemfalle)

e Substitution von x in Vx[x = x] darf keine Auswirkung haben

e Substitution {y — x} in Ix[x + 1 = y] wiirde aus freier Variable y
eine gebundene machen

e Gebundene Variablen sind nur Platzhalter
= konnen umbenannt werden (Alpha Konversion)
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Eingabe: Substitution o, Formel ¢
Ausgabe: Vo 19/53

Christoph
Zengler

subst(o,P) =1 match
T ~T Semantik
Substitution
| L ~1

| P(ty,...,tn) ~ P(tsubst(o,tq),...,tsubst(o,tn))

| =@ ~ —subst(o, @)

| @1 A @y ~ subst(o, 1) Asubst(o, @2)

| @1V @y ~ subst(o, @1) v subst(o, ¢2)

| ©1— @2 ~ subst(o, @1) - subst(o, @2)

| @1 < @2 ~ subst(o, @q) <> subst(o, @2)

| Vx[@] ~ substq(o,V,x, @)

| 3x[@] ~ substq(o,3,x, @)

substq(o, q,v, @) =
x=1ifexistsy #ve free(@) withv e free(o(y)) then v’ else v

return gx[subst(ocu{v e~ x}, @)]
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Substitution in Formeln—Eigenschaften “peversen”
& Simultane Substitution Firt Order Logic
Christoph
Substitution ist simultan, d.h. alle Substitutionen werden gleichzeitig Zenglr

ausgefiihrt.

Corollary

Wenn eine Formel o qliltig ist, so auch o fiir beliebige Substitutionen o.

Notationen:
e Wir sagen statt Substitution auch oft Instanziierung
e Schreibweise: @o statt subst(o, @)

2 Demo

val phil = "?[X]:X = X".fol

val phi2 = "?[X]: plus(X,1) = Y".fol
phil.substitute(FOLVariable("X"), FOLVariable("Y"))
cee = VX)X = X]
phi2.substitute(FOLVariable("Y"), FOLVariable("X"))
... = 3(Xp) [plus(Xp,1) = X]




Negationsnormalform

Definition (NNF)

Eine FOL Formel ¢ ist in NNF, wenn
@ nur die Booleschen Operatoren —, A und v in ¢ vorkommen
® - nur vor Atomaren Formeln steht

@ Beispiel (Negationsnormalform)

e —(P(x) v (P(y) A=R(z))) nicht in NNF
e —P(x) A (=P(y) vR(z)) istin NNF

Benutze Dualitat der Quantoren:
Vx[e] = -3Ix[-9]

Ix[e] = -Vx[-¢]
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% Algorithmus: nnf(1)

Eingabe: FOL Formel ¢
Ausgabe: NNF von ¢

Normatformen
En

nnf(y) =1 match

alle Regeln von nnf Algorithmus der Aussagenlogik +
Vx[@] ~ Vx[nnf(e)]

3x[¢] ~ Ix[nnf(e)]

-Vx[@] ~ Ix[nnf(-@)]

—dx[@] ~ Vx[nnf(-@)]




Pranexnormalform (PNF)

Eine FOL Formel ¢ in NNF ist in PNF, wenn
e sie von der Form Qx4 Q2x2... Quxn U ist, mit
e Qie{3,vV}und
e 1) quantorenfrei

d.h. alle Quantoren kommen nur ganz aul3en vor

Notation:

e der quantorenfreie Anteil 1\p einer PNF Formel ¢ heif3t auch
Matrix. { = mat(o).

Beispiel (PNF)

e Ix[P(x)] = Fy[P(y) A Vz[P(z)]] nicht in PNF
e VxIyvz[P(x) AP(y) v P(z)]istin PNF
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Pranexnormalform—Algorithmus

Implementierung sehr technisch, hier nur die Skizze
© Bringe Formel zuerst in NNF
® Quantoren werden sukzessive nach aullen gezogen
e Umbenennungen kdnnen nétig sein:
e P(x)A3Ix[R(x)]# Ix[P(x)AR(x)]
e P(x)A3Ix[R(x)]=3Ix'[P(x) AR(x")]
¢ Quantoren kénnen in speziellen Fallen reduziert werden (Mini
Scoping):

o Vx[@q]AVy[w2] = Vz[@[x/z] A @2[y/z]]
o Ix[@q]vIY[ez] = 3z[@1[x/z] v @2[y/z]]

Beweisen Sie die folgenden Aquivalenzen:
o Vx[@1] A Vy[e2] = Vz[@1[x/z] A @2[y/z]]
o Ix[@1] v Iy[e2] = Fz[@1[x/z] v @2[y/z]]
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Pranexnormalform—Eigenschaften & Demo

o PNF Konversion erhalt freie Variablen und deren Namen

e Bei einer Formel ¢ in PNF ist die Matrix mat(¢) im Scope
eines jeden Quantors

= Keine Variable kann gleichzeitig frei und gebunden
vorkommen: bound(@) N free(p) =@

2 Demo
val phi = "p(X) & ?2[X]: r(X)".fol

phi.pnf

co.oo= X [(pX) A r(Xp))]
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Die Unentscheidbarkeit der FOL
e Aussagenlogik: Entscheidung Uber Wahrheitswert einer Formel
mit Hilfe von Wahrheitstafeln = entscheidbar

o First Order Logic: Im Allgemeinen unmdglich! Es gibt Formeln, die
nur unendliche Modelle besitzen.

Beispiel (Unentscheidbarkeit von FOL)

@ =V (u,v,w)[(P(w,v) AP(v,w)) —
P(u,w)] A Vx[-P(x,x)] A Yy[P(y, f(y))]
Unendliches Modell mit Universum N

e fy=N->N:n—»n+1

o Pm={(xy) eN*|x <y}

e (p beliebig, da alle Variablen gebunden
Endliches Modell ist nicht moglich!

Theorem (Satz von Church)

Es gibt keinen Algorithmus, der fiir eine beliebige gegebene FOL Formel
@ in endlich vielen Schritten entscheidet, ob ¢ erfiillbar ist, oder nicht.
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... aber nicht verzagen! Boveisen

—Vertiefung—

Wir werden im Folgenden sehen, dass die FOL immerhin AR e
Christoph

semi-entscheidbar ist. engler

Was heift das? 27153

e Fr eine unerfillbare Formel kdnnen wir ein Verfahren
angeben, das die Unerfillbarkeit in endlicher Zeit nachweist.

e Problem: Wir kdnnen keine obere Grenze fiir die Laufzeit
dieses Verfahrens angeben.

= Wir wissen nicht, ob das Verfahren noch arbeitet, oder ob die
Formel erflllbar ist.

i \Was konnen wir semi-entscheiden?

o |st eine Formel eine Kontradiktion oder eine Tautologie (via
Negation)
¢ Allgemeine Erfullbarkeit kann nicht entschieden werden!

No
Entscheibarkeit




Der weitere Plan

Skolemisierung

quantorenfreie
FOL Formel

AL Reduktion via
Herbrand Universum &
Herbrand Interpretation

Aussagenlogische

Entscheidung liber
Validitat

Resolution

t ]

Unifikation

Gilmore DP

N/

o Einfache

Reduktion

o KEntscheidungsverfahren
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Skolemisierung—Motivation SR
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e PNF trennt Quantoren von der Matrix o )
irst Order Logic
e Immer noch beliebige Verschachtelungen von Quantoren mdglich Christoph

L. . . Zengler
e Skolemisierung: Eliminieren der Existenzquantoren

< Hintergrund

Mathematisch aquivalent:
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© fir alle x € D gibt es ein y € D, so dass P(x,y) gilt
@ es existiert ein f: D - D, so dass fur alle x € D gilt P(x, f(x)) o

& Problem!

Formalisierung obiger Aussagen ist nicht mehr FOL:

Yx3y[P(x,y)] = IFVX[P(x, f(x))]

Ansonsten kdnnte man damit Existenz- und Allquantoren trennen:
VxIyVuIv[P(u,v,x,y)] = 3IfV(x,u)Iv[P(u,v,x,f(x))]
3(f, 9V (x, w) [P(w, g(x, 1), %, f(x))]




Skolemisierung—Beispiel

e Existenzielle Quantifizierung Uber Funktionen ist bereits implizit im
Begriff der Erfullbarkeit enthalten

e Eine Formel ist erfiillbar, wenn eine Interpretation existiert, die
sie erfiillt

= Entstehende Formel ist nicht mehr logisch aquivalent, jedoch noch
erfullbarkeitsaquivalent.

@ Beispiel (Skolemisierung)

Vx3yVuav[P(u,v,x,y)]

wird zu
VoW [P, g(x,w), %, £(x))]
und wegen implizter Allquantifizierung der freien Variablen zu

P(u, g(x,u),x, f(x))

e fund g heilen Skolemfunktionen und durfen in der bisherigen
Formel nicht vorkommen
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Skolemisierung—Korrektheit

Definition (Menge der Funktionen)

Die Menge funcs(¢) enthalt alle Funktionssymbole der Formel .

Theorem (Korrektheit der Skolemisierung)

Ist @ eine Formel, mit
e f¢ funcs(@) und

o free(Jy[e@]) = {x1,...,xn}

dann gibt es zu einer beliebigen Interpretation M eine weitere
Interpretation M, die sich nur in der Interpretation von f unterscheidet,
so dass fiir alle Belegungen Bp gilt:

holds(M, Bp, 3y[¢@]) = holds(M’, B, @[y/f(X1,...,Xn)])
und ebenso

holds(M, Bp, 3y[¢]) = holds(M’, Bp, Jy[e@]) , da f ¢ funcs(e).
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Skolemisierung—Vorgehen

e Jx Quantoren werden sukzessive eliminiert

e Verschiedene Strategien denkbar:

Von aufden nach innen oder von innen nach auf3en eliminieren
Formel zuerst in Normalformen bringen?

Normalformen

NNF ist ratsam, da man sonst moglicherweise Uberfllissige
Skolemisierungen vollzieht: —=3x[x = 4] = Vx[x # 4]

PNF Uberflussig, da sie moglicherweise mehr freie Variablen in
den Scope eines existentiellen Quantors einfiihrt

Skolemisierungs Reihenfolge

Von aufden nach innen eliminieren reduziert ebenfalls Anzahl
freier Variablen:

IxFy[x-y=1] ~ Fy[sko-y =1] ~ sko-sks =1
versus

IxFy[x-y =1] ~ Ix[x-sko(x) = 1] ~ skq - sko(sky) =1
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Skolemisierung—Implementierung & Demo

% Algorithmus: skolemize()

Eingabe: Formel ¢
Ausgabe: Matrix der Skolemisierung von ¢

@ Berechne ¢’ = nnf(@)
® Skolemisiere in ¢’ Existenzquantoren von auf3en nach innen
® Gib Matrix des Resultats zurlick

phil: ... = 3(Y): (p(X,Y) — V(U) F(V): p(f(X,u),f(Y,V)))
phi2: ... = V(x): p(X) = 3F(X,Y): q(Y) v=3(2Z): p(Z) A q(2)
phil.skolemize

o= ap(X,skO(X)) Vv p(f(X,U0),f(sko(X),sk1(Uo,X)))
phi2.skolemize

... = ap(X) Vv q(ske) v-p(z0) v-q(z0)
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Klauselnormalform Boweison

—Vertiefung—

o Aquivalent zur CNF in der Aussagenlogik First Order Logic

Christoph

Definition (Klauselnormalform) Zengler

Eine Formel ist in Klauselnormalform, wenn sie skolemisiert und
in CNF ist.

Darstellung haufig als Klauselmenge und Literalmenge

@ Beispiel (Klauselnormalform)

(VxFyVYuav[P(u,v,x,y)] v R(z)) A Q(z,w)
wird skolemisiert zu
(P(w, g(x, 1), %, f(x)) VR(2)) A Q(z, W)

und damit in Klauselnormalform zu

{P(w, g(x,u),x, f(x)),R(2)}, {Q(z,w)}.
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Christoph
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. Automatisches

Kanonische Modelle _Bowsisen
Quantorenfreie Formeln in FOL kdénnen auch aussagenlogisch betrachtet
werden:

First Order Logic

Christoph

) i ) Zengler
e Anstelle von aussagenlogischen Variablen haben wir

Pradikatssymbole, die auf Terme angewandt werden S

e Eine gegebene Formel hat immer eine endliche Anzahl an
Variablen, Funktions- und Pradikatssymbolen

e Beweis der Kompaktheit kann angewandt werden

Der Satz von
Herbrand

FOL Formel:
P(a) AR(x,y) v =R(x, f(x)) AP(a)
AL Aquivalenz:
AABV-CAA

? Interessante Frage!

Kann man die FOL-Validitat zuriickzufiihren auf die aussagenlogische
Validitat?




Automatisches

Aussagenlogische Gultigkeit Boveisen

—Vertiefung—

e [ a: Abbildung von atomaren Formeln auf Wahrheitswerte First Order Logic
Christoph

% Algorithmus: pholds(Ba, @) .

Eingabe: 3 A wie oben definiert, quantorenfreie FOL Formel ¢
Ausgabe: true, wenn ¢ in aussagenlogischer Betrachtung gilt, sonst
false

pholds(Ba, ®) = @ match S
Herbrand
| ¢ ist atomare Formel ~ Ba (@)
| ... ~ alle anderen Falle wie bei eval(, ®)

Beispiel (Aussagenlogische Gultigkeit)

e ¢ =P(a) AR(x,y) v -R(x, f(x)) A P(a)
e Ba ={P(a)+ true,R(x,y) — false,R(x,f(x)) — false}
pholds(Ba, ®) = true




Automatisches

FOL Validitat vs. AL Validitat Veriafung-

First Order Logic

Was wir zeigen wollen?
Christoph

Zengler
Eine quantorenfreie FOL Formel ist genau dann allgemeingliltig, wenn
die entsprechende aussagenlogische Betrachtung der Formel ebenfalls
allgemeinguiltig ist.

38/53

Wie erreichen wir das?

Wir stellen eine Korrespondenz zwischen einer FOL Interpretation und
Belegung und einer aussagenlogischen Belegung her.

FOL Formel AL Befrachtung R AL Formel
® @’
Bo
holds <« 2 ——» PBa | pholds
M

Resultat = Resultat




Automatisches

Korrespondenz_1 Beweisen

—Vertiefung—

E’ D> M — SA First Order Logic

Christoph

e 3p und M definieren bereits eine entsprechende Zengler
aussagenlogische Belegung

ﬁA(R(t1, .. .,tn)) = hO-LdS(M, Rp, R(t1, . ,tn))

Sei
e (3A nach obigem Muster definiert
e @ eine quantorenfreie FOL Formel
dann gilt fiir alle Interpretationen M und alle Belegungen p

pholds(fa,®) = holds(M, Bp, ©)

Wenn die AL Betrachtung ¢’ einer quantorenfreien FOL Formel
© eine aussagenlogische Tautologie ist, so ist ¢ gliltig.




Automatisches

KO rrespond e nZ—2 Beweisen

—Vertiefung—

[?)A - ﬁD ’ M First Order Logic

Christoph
Zengler

e Aus einer AL Belegung 3 o wollen wir eine Interpretation M
und Belegung 3p erzeugen, so dass gilt

holds(M, Bp, ®) = pholds(Ba, ®)

¢ Vorgehen etwas technischer, aber der wichtige Punkt:

i Kanonische Interpretation

Wir kénnen aus einer AL Belegung 3 o eine Interpretation Mg ,
(kanonische Interpretation) und eine Belegung p ableiten, so
dass gilt:

40/53

holds(Mg,,BD, ®) = pholds(Ba, @)

Eine quantorenfreie FOL Formel o gliltig, gdw. die AL
Betrachtung ¢’ eine Tautologie ist.




Automatisches

Was haben wir erreicht? _Boweisen

First Order Logic

Was wir zeigen wollen?
Christoph

Zengler
Eine quantorenfreie FOL Formel ist genau dann allgemeingliltig, wenn

die entsprechende aussagenlogische Betrachtung der Formel ebenfalls
allgemeingliltig ist.
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Wie erreichen wir das?

Wir stellen eine Korrespondenz zwischen einer FOL Interpretation und
Belegung und einer aussagenlogischen Belegung her.

AL Betrachtung AL Formel

FOL Formel
@ @’

holds

¢/ ———> PBa | pholds

Resultat = Resultat

Pp
M




FOL Erflllbarkeit vs. AL Erfullbarkeit—1 * poweisen

—Vertiefung—

First Order Logic

e Die Korrespondenz zwischen FOL Validitat und AL Validitat Chstoph
ist interessant, aber: Zengler
e Gilt nur fir quantorenfreie Formeln TR
e Skolemisierung (flr quantorenfreie Formeln) ist nur
erfullbarkeits-erhaltend, nicht validitats-erhaltend

¢ Variablenfreier Fall ist einfach!
Eine variablenfreie FOL Formel ist erfiillbar gdw. ihre AL
Betrachtung erfillbar ist.

Hinrichtung ist wieder einfach:

Wenn eine quantorenfreie FOL Formel @ erfiillbar ist, so ist auch
ihre AL Betrachtung o' erflillbar.

Wiére ¢’ nicht erfiillbar, so wére -’ eine Tautologie. Damit wére
- glltig und @ kénnte nicht erfiillbar sein.




Automatisches

FOL Erfullbarkeit vs. AL Erfullbarkeit—2 Beweisen

—Vertiefung—

Wir haben gezeigt: FOL Formel erfillbar — AL Betrachtung erfullbar oo
Irs| rder Logic

& Umkehrrichtung ist nicht so einfach o

Aussagenlogische Betrachtung von P(x) A —P(y) ist erfillbar, nicht 43/53
jedoch die original FOL Formel.

Wir gehen wieder den technischen Umweg Uber kanonische
Interpretationen und daraus folgend kanonische Modelle.

e @ eine quantorenfreie FOL Formel

® (3 eine aussagenlogische Belegung von atomaren Formeln

e M eine kanonische Interpretation fir ¢ mit
PM(T,1, .. ,tn) E BA(P(t‘l, ce ,tn))

dann gilt fiir eine beliebige Belegung Rp:

holds(M, Bp, @) = pholds(Ba,subst(Bp, ®))

Und damit: AL Betrachtung erfullbar — FOL Formel erfillbar



Herbrand-Universum Ao

—Vertiefung—

First Order Logic

Christoph
Finde ein kanonisches Modell mit kleinst-mdglichem Universum. ey

Definition (Herbrand-Universum)

Das Herbrand-Universum zu einer FOL Sprache ist die Menge aller
variablenfreien Terme dieser Sprache.

e Wenn die Sprache keine Konstanten hat, wird eine Konstante ¢
hinzugefiigt.

e Herbrand-Universum (HU) fiir eine Formel ¢: HU fir die Sprache
aus ¢

Beispiel (Herbrand-Universum)

e Sprache: {P(M R® q©® M)
e HU(P(x) AR(x,y,2) v =P(y)) = {c}
e HU(P(a) AR(x,Y,2) v -P(f(1))) = {a, f(a), f(f(a)),...}




Automatisches

Herbrand-Interpretation Bewsison

—Vertiefung—

Definition (Herbrand-Interpretation) First Order Logic

n 0 n a a . Christoph
Eine Herbrand-Interpretation ist eine kanonische Interpretation, deren e

Definitionsbereich das Herbrand-Universum ist. sorss
D.h. eine Herbrand-Interpretation ordnet

e jedem Funktionssymbol f™ eine Funktion f: HU™ — HU zu

Beispiel (Herbrand-Interpretation)

e Sprache: {P(" R® q©® 1)

¢ = P(a) AR(x,y,2) v =P(f(y))
e Herbrand-Universum

HU(¢) = {a,f(a),f(f(a)),...}

e Herbrand-Interpretation

e am=a
e fm(t) = f(t)




Automatisches

Herbrand-Modell und Grund-Instanzen Beweisen

—Vertiefung—

Definition (Herbrand-Modell) First Order Lagic

n 0 5 . Christoph
Ein Modell einer Menge T von Formeln, das eine Herbrand-Interpretation e

ist, heildt auch Herbrand-Modell.
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Definition (Grund-Instanz)

Eine variablenfreie Formel @o heilt Grund-Instanz von ¢, wenn o in das
Herbrand-Universum abbildet.

Beispiel (Grund-Instanzen)
e Sprache: {PM R® @ M1

¢ = P(a) AR(x,Y,2) v =P(f(y))
Mégliche Grund-Instanzen

e P(a) AR(a,a,a)v-P(f(a))

o P(a) AR(f(a),a,a) v -P(f(a))

e P(a) AR(a,f(a),a)v-P(f(f(a)))




Automatisches

Der Satz von Herbrand i

—Vertiefung—

First Order Logic

Christoph
Zengler

Theorem (Erfullbarkeit in Herbrand-Modellen)

Eine Herbrand-Interpretation H erfiillt eine quantorenfreie Formel
¢ gdw. sie die Menge aller Grund-Instanzen von o effiillt.

Dieses Ergebnis gilt nicht nur fur die Erflllbarkeit in einem
speziellen Herbrand-Modell, sondern ganz allgemein fur die
Erfillbarkeit:

Theorem (Satz von Herbrand)

Eine quantorenfreie Formel o ist erfillbar in FOL, gdw. die Menge
aller Grund-Instanzen aussagenlogisch effiillbar ist.

Eine quantorenfreie Formel hat ein Modell (d.h. ist erfiillbar) gdw.
sie ein Herbrand-Modell besitzt.
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Der Satz von
Herbrand




Automatisches

Und wie implementiert man das? Bewsisen

—Vertiefung—
Um die Erfullbarkeit einer FOL Formel ¢ zu testen, kdnnen wir prinzipiell
wie folgt vorgehen:

First Order Logic

Christoph
@ Bringe ¢ in Skolemform (und damit quantorenfrei bzw. rein Zenoicy

universell quantifiziert) 49/53

® Uberpriife, ob die Menge aller Grund-Instanzen aussagenlogisch
erfullbar ist

& Problem!

Im Allgemeinen gibt es unendlich viele Grund-Instanzen!

Wende Kompaktheitssatz an: Eine quantorenfreie FOL Formel ist
effiillbar, gdw. alle endlichen Mengen von Grund-instanzen
aussagenlogisch erfiillbar sind.

Corollary (Unerfullbarkeit einer FOL Formel)

Eine quantorenfreie FOL Formel  ist unerfiillbar, gdw. eine beliebige
endliche Menge von Grund-Instanzen aussagenlogisch unerfiillbar ist.
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Der Satz von
Herbrand




Automatisches

Ein erster Algorithmus von Gilmore (1960) Bowsisen

—Vertiefung—

First Order Logic

Christoph
Zengler

@ Zahle immer groRere Mengen von Grund-Instanzen auf 1155

@® Teste die Konjunktion dieser Instanzen auf Unerfiillbarkeit

Syntax

Semantik

Verfahren von Gilmore (1960):
o |In DNF konvertieren und komplementare Literale suchen

@ Beispiel (Gilmores Verfahren)

® @ =3xVy[P(x) > P(y)]

e Um Validitat zu zeigen: ¢’ = -3IxVy[P(x) = P(y)]
e Skolemisierung: @ " = P(x) A =P(skq(x))

e 1. Grundinstanz: i1 = P(c) A =P (skq(c)) erfillbar

® 2. Grundinstanz: i, = P(sko(c)) A =P (sko(sko(c))) erfillbar, aber iq A i,
unerfillbar

= endliche Menge von Grundinstanzen ist unerfillbar = ¢ ist valide




Automatisches

Eine Verbesserung: Davis & Putnam (1960) Boveisen

—Vertiefung—

First Order Logic

& Problem bei Gilmore

Christoph
Zengler

e Man muss eine Konjuntion von Grund-Instanzen untersuchen
52/53
o DNF Konversion einer Konjunktion kann leicht explodieren

Teste CNF auf Erfillbarkeit, dann muss nur jede Grundinstanz selber in
CNF konveritert werden, nicht jedoch das gesamte System. Herbrand

Der Satz von

Dies war der urspriingliche Zweck der Davis Putnam Prozedur:
@ Zahle immer groRere Mengen an Grundinstanzen auf

® Uberpriife mit dem DP(LL) Verfahren, ob die entstehende
Konjunktion erfiillbar ist oder nicht

i Vergleich

DP erzielt in der Praxis meist sehr viel bessere Ergebnisse als das
Verfahren von Gilmore.




Automatisches

WO Ste h e n Wi r’? Beweisen

—Vertiefung—

First Order Logic

Entscheidung iiber Christoph

Zengler
FOL Formel Validitat enaer
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