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Normalformen

Normalformen

Warum Normalformen:
o Einheitliche Darstellung von Formeln
@ Einfachere Datenstrukturen zum Speichern von Formeln

@ Einfachere Dateiformate zum Speichern von Formeln

Im folgenden:
e Negationsnormalform (NNF)
e Disjunktive Normalform (DNF)
e Konjunktive Normalform (CNF)
Vor allem CNF spielt wichtige Rolle im Bereich SAT-Solving
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Normalformen Negationsnormalform

Negationsnormalform

Negation nur direkt vor Aussagenvariablen (d.h. nicht vor komplexen
Formeln)

@ —(x V (y A —z)) nicht in NNF (wegen —(x...))
@ —x A (-y Vz)ist in NNF

Algorithmus zur Umformung in NNF

Wende folgende Regeln so lange wie moglich an:
e [NNF1] -(P V Q) wird zu =P A =Q (deMorgan)
e [NNF2] —(P A Q) wird zu =P V =Q (deMorgan)
e [NNF3] ——P wird zu P (Doppelnegation)
e [NNF4] - T wird zu L und =L wird zu T
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Normalformen Disjunktive Normalform
Disjunktive Normalform (DNF)

Formel ist eine Disjunktion (Oder) von Konjunktionen (Und)
@ Disjunktion von Mintermen

o (X1 /\y1/\21)\/(X2/\y2)\/22

Algorithmus zur Umformung in DNF (naiv)

Wende folgende Regel so lange wie moglich auf NNF an:
e [DNF1] PA(QV R) wird zu (PA Q) V (P AR)

Vorteile:

e Positive Aufzihlung der Eins-Stellen (,,was geht")

e Fiir Erfiillbarkeitstest (SAT) muss nur ein Minterm erfiillbar sein
Nachteil:

@ Kann exponentielles Wachstum gegeniiber der Originalformel haben
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Normalformen  Konjunktive Normalform (CNF)
Konjunktive Normalform (CNF)

Formel ist eine Konjunktion (Und) von Disjunktionen (Oder)
@ Konjunktion von Klauseln

o xA(yVz)A(-yVwV—x)

Algorithmus zur Umformung in CNF (naiv)

Wende folgende Regel so lange wie moglich auf NNF an:
e [CNF1] PV (QAR) wirdzu (PV Q)A(PVR)

Vorteile:

o Negative Aufzihlung der Nullstellen (,,was geht nicht")

e Klauseln sind Randbedingungen (constraints) der Erfiillbarkeit
Nachteil:

@ Kann exponentielles Wachstum gegeniiber der Originalformel haben
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Normalformen  Konjunktive Normalform (CNF)

CNF Transformation Beispiel

P=(xAz)V-(yV(xVz)
Schritt 1: NNF
(xAz)V=(y V(xVz)) [NNF1]
= (xAz)V(my A—=(xV z)) [NNF1]
= (xAz)V(y A(—=x A =z))
Schritt 2: CNF
(x Az) V (my A (—x A —z)) [CNF1]
= (xAz2)Vay)A((xAz)V(—x A-z)) [CNF1]
= (xVay)A(zV-y)A((xAz)V=x)A((xAz)V-z) [CNFL]
= (xVay)A(zVy)A(xV—x)A(zV=x)A(xV=z)A(zV —z)
= (xVay)A(zVay)A(zV—x)A(xV =z)
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Normalformen  Konjunktive Normalform (CNF)

CNF Darstellung

@ Operatoren in CNF durch Form bestimmt:
e V immer in Klauseln, A immer zwischen Klauseln

Vereinfachte Mengenschreibweise
Idee: Operatoren weglassen (da klar)
e Formel: Menge von n Klauseln {C;, Gy, ..., Cp}

o Klausel: Menge von m Literalen {xi,x2, ..., Xm}

P=(xV-ay)A(zV-y)A(zV-x)A(xV —2)

Mengenschreibweise:

P' = {{x.~y}.{z, v}, {z,~x}, {x,~z}}
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Normalformen  Konjunktive Normalform (CNF)

Tseitin Verfahren zur CNF Berechnung

Idee: Fiihre neue Variable fiir Konjunktion ein

P=AV(BAC)
o Setze x < (B A C), x muss neue Variable sein (d.h. x & var(P))
e Dann: PP=(AVXx)A(x< (BACQ))
@ P’ ist dann erfiillbarkeitsaquivalent zu P, nicht dquivalent

Einschub - Erfiillbarkeitsaquivalenz

Zwei Formeln P und @ sind erfiillbarkeitsdaquivalent, wenn gilt: P ist
erfiillbar genau dann wenn Q@ erfiillbar ist

o Erfiillbarkeitsiquivalenz ist schwicher als Aquivalenz

e Aquivalenz schlieBt Erfiillbarkeitsiquivalenz ein

Kiichlin / Zengler (Universitit Tiibingen) Normalformen 29/04/09 8/1



Normalformen  Konjunktive Normalform (CNF)

Tseitinverfahren (ctd.)

‘Beispiel (Tseitin Verfahren - Fortsetzung)
P'=(AVx)A(x< (BACQ))
= (AVX)A(—xV(BAC))A(xV—(BACQ))
= (AVX)A(—xVB)A(=xV C)A(xV=aB)A(xV-C)
@ Die letzte Zeile ist erfiillbarkeitsaquivalent zu
P"=(AVx)A(=xV B)A(—xV ()

Das Verfahren:
@ Ersetze P solange durch P”, bis CNF erreicht
Ergebnis:
o Keine Verdoppelung von A, kein exponentiells Wachstum

e ABER: Einfiihrung von neuen Variablen fiihrt dazu, dass es bei P”
mehr erfiillende Belegungen geben kann als bei original P (Problem
bei Model Counting)
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Normalformen  Konjunktive Normalform (CNF)

Dimacs Format fiir CNF

DIMACS

@ Center for Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science
o Rutgers and Princeton Universities, AT&T, Alcatel-Bell Labs, NEC,..

@ sowie: HP Labs, IBM, Microsoft, Georgia Tech, Rensselaer, ...
Kompaktes Dateiformat zur Speicherung von CNF Formeln
@ Standard fiir alle SAT Benchmarks

Dimacs Format

© Optionale Kommentarzeilen: ¢ Kommentar
@ Praambel: p cnf n m mit

e n Anzahl der Variablen
e m Anzahl der Klauseln

© Kilauseln:

o Liste der Literale, durch Leerzeichen getrennt, 0 als Abschluss
e Variablen reprasentiert durch Integers (> 0), ‘-’ als Negation
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Normalformen  Konjunktive Normalform (CNF)

Beispiel fiir Dimacs

P = {{X17 X2, _'X3}7 {X3a _‘X4}a {_‘Xla —X3, X4}’ {_'X2v X3, X5}}

c Dies ist eine Formel in CNF

c mit 5 Variablen und 4 Klauseln.

p cnf 5 4

12-30

3-40

-1 -340

-2350 )

o = = = 9ac
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