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Aussagenlogische Entscheidungsverfahren

» Resolution

» Davis-Putnam-Logemann-Loveland (DPLL)
» Ordered Binary Decision Diagrams (OBDDs)
» Semantische Tableaus

» Boolesche Polynome
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Kalkul

» Kalkul (= formales Regelsystem) zum Herleiten neuer
Formeln aus gegebener Formelmenge

* Formeln werden ,mechanisch” erzeugt
= Daher eignet sich ein Kalkll zur Implementierung

» Schreibwelse: FFrF

Formel F wird aus der Formelmenge F hergeleitet
» Sinnvoll ist das nur, falls die neue Formel auch ,gilt*

d.h.falls aus F+ FfolgtF = F
= wir sagen: der Kalkul ist korrekt (sound).

» Wenn wir alles Wahre ableiten konnen, ist der Kalkul vollstandig
(complete): aus F =EFfolgtF - F




Resolution

» Kalkul zum Herleiten (aussagenlogischer) Formeln in CNF
= Deduktionsverfahren: gegeben F, leite neue Formel F daraus her.

» Entwickelt 1965 von John Alan Robinson
= Ursprunglich flr Pradikatenlogik erster Stufe

= A machine-oriented logic based on the resolution principle. Journal of the
ACM 12(1), 23—41.

» Aus Axiomensystem F (in CNF) kdnnen neue gultige Formeln
(Resolventen) F; hergeleitet werden, F + F,

» Erste Idee: beweise F & F durch direkte Herleitung F + F

= geht nicht immer, da Resolution nur widerlegungsvollstandig
> Ublicher Umweg:

» F E F gdw. es qgilt nie F A =F.

= esqgiltnieFA-Fgdw. FA-FE L

= da Resolution widerlegungsvollstandig: F A -F = L gdw. F A -F + L
, " Insgesamt: ¥ = F gdw. F A =F gq L
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Resolution

» Anwendung: Beweise Unerflllbarkeit einer Klauselmenge F durch
Herleiten der (unerfullbaren) leeren Klausel {1}, also F * 1

» Methode:

= Wende Inferenzregel(n) zur Herleitung der leeren Klausel an.

(Leere Klausel { }, gleichbedeutend mit {1}, im Kalkdl tblicherweise
symbolisiert durch , ist nicht erftllbar,)

= Axiome: Klauseln der Ausgangsformel

= Falls sich leere Klausel herleiten lasst, ist ein Bewels der Unerflllbarkeit
gefunden.
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J. A. Robinson (Quelle: Wikipedia)

» John Alan Robinson (* 1930 in Yorkshire, Gro3britannien) ist ein englischer
Philosoph und Logiker, der wichtige Beitrage zur Logikprogrammierung
geleistet hat.

» Nach einem abgeschlossenen Studium der Klassischen Altertums-
wissenschaft an der Uni Cambridge ging er 1952 in die USA. Dort studierte
er zunachst Philosophie an der U. Oregon und promovierte 1956 in Princeton
zum Ph.D. Danach arbeitete er beim Chemiekonzern DuPont, wo er
Programmieren und Mathematik lernte. 1961 wechselte er an die Rice
University, wo er sich weiter mit Mathematik beschaftigte.

» 1965 veroffentliche er mit ,A machine-oriented logic based on the resolution
principle” [J.LACM 12(1)] wichtige Grundlagen zur automatisierbaren
Resolution in der Logik. Auf ihn geht ein Algorithmus zur Unifikation von
pradikatenlogischen Formeln zurlck, der entscheidend beim Nachweis der
Unerflllbarkeit einer pradikatenlogischen Formel ist.
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Resolution (2)

» (Einzige) Inferenzregel:
cuf{ll Du{-l

CuDbD
wobei C U {£}, D U {-¥} Klauseln.

> Beispiele:

Res

{x,y,—z} {u,—v,z} {x,u,—v} {-u}
{X,y,u,=v} {X,—v}
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Resolution (3)

K, K
R

» Begriffe allgemein bei Kalkul:
= Ky Ky Pramissen
= R: Konklusion

» Begriffe bei Resolutionsregel:

= R: Resolvente (resolvent)

» K,, K,: Eltern-Klauseln (parent clauses)
= R entsteht durch Resolution tiber £ aus K; und K.*

~ = Leere Klausel st nicht erfullbar, steht fur {1}

2 Res
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Resolutionsbewels: Beispiel

F3={{X,y}:1X, 7Y, Z} =X} Y, =2}

{x,z} {-x}

{x)y} {=x} {z} {~y,~z}
N/ N
{y} {y}

\/
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Resolution (4)

» Herleitungsbegriff: F — C

= Aus der Klauselmenge F lasst sich durch eine endliche Anzahl von
Anwendungen der Resolutionsregel die Klausel C herleiten

» Resolutionsabschluss:
= ResO(F)=F
= Res!(F) =F U {R | R (nicht-tautologische Resolvente zweier
Klauseln K, K, aus F}

» Resk*1(F) = Resl(Resk(F)) firk = 1
' Res'®= | JRes*(F)

k>0
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Resolution (5)

» Der Resolutionskalkul ist korrekt (sound). D.h. far
alle Formeln F und alle Klauseln D qilt:

F *res D IMpliziert F =D

» Der Resolutionskalktl ist widerlegungsvollstandig
(refutation complete). D.h. fur alle Formeln F qilt:
F unerfullbar impliziert F —*;.¢
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Resolution (6)

» Korrektheit:
= Die Konklusion CuD wird von den Pramissen CuU{{}, Du{-{}
impliziert.

« Jede Interpretation, die die Pramissen wahr macht, muss entweder £ oder
-{ wahr machen.

* Falls b(£)=1, so b(D)=1; falls b(-¥)=1, so b(C)=1.
Also in jedem Fall b(C U D)=1

= Damit ist ein einzelner Beweisschritt korrekt. Korrektheit einer
Ableitungskette folgt per Induktion

» Widerlegungs-Vollstandigkeit
» semantische Baume: Reprasentation aller Belegungen als Baum
= Auswirkungen eines Resolutionsschritts auf diesen Baum
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Semantische Baume

S = {{p}, {-p.a}, {-r}, {-p,—q.r}}

P P

Belegung: Pfad im Baum
Fehlerknoten (X): Hier wird eine Klausel falsifiziert
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Semantische Baume (2)

» Jeder Zweig b in T definiert eine Interpretation f3; gilt
B(F)=0, dann heil3t b geschlossen, sonst offen.

» T Ist geschlossen, wenn alle Zweige geschlossen sind.

» T Ist geschlossen, genau dann wenn F unerfullbar.
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Semantische Baume (3)

» EIn Knoten eines Zweiges, der F falsifiziert und der
Wurzel am nachsten ist, heif3t Fehlerknoten.

» Eine Klausel, die durch einen Fehlerknoten falsifiziert
wird, Ist die mit diesem Fehlerknoten assoziierte
Klausel.

» EIn Inferenzknoten ist ein Knoten, dessen Kinder beide
Fehlerknoten sind.
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Widerlegungsvollstandigkeit der Resolution

» F unerfullbar genau dann, wenn 7 geschlossen.

» In einem (nicht-trivialen) geschlossenen T gibt es mindestens
einen Inferenzknoten n (mit Kindern ny, n,).
» Seien C, und C, die mit den Fehlerknoten n, und n, assoziierten

Klauseln. Diese unterscheiden sich dann (mindestens) in dem

unterhalb des Fehlerknotens belegten Literal. Wenn C; nach x=1
falsifiziert wird, dann ist C, = Cu{-x}, entsprechend D,= DU{x}.

» Dann konnen C und D resolviert werden. Die partielle
Interpretation in n falsifiziert die Resolvente R=CuUD, da sowohl C
und D schon am Knoten n falsifiziert werden.

» FU{R} hat einen Fehlerknoten, der entweder n ist, oder ein

Vorganger von n, und R ist die mit diesem Knoten assoziierte
___ Klausel.
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Varianten der Resolution: Unit-Resolution

» Zlel: schranke Bildung von Resolventen ein ohne die
Vollstandigkeit zu verlieren

» Unit-Resolution
= Mindestens eine Elternklausel ist Unit-Klausel
« Aus dem Resolutionspartner wird ein Literal geldscht
» Unit-Resolution ist widerlegungsvollstandig fur Hornklauseln
* F s IStin linearer Zeit entscheidbar

= Unit-Resolution ist nicht mehr widerlegungsvollstandig
* {{a, b}, {a, -b}, {-a, b}, {-a, -b}} =
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Varianten der Resolution: Ordered Resolution

» Geordnete Resolution
» Voraussetzung: strikte, totale Ordnung < auf Variablen

= Literal, Uber das resolviert wird, muss in jeder Elternklausel
maximal sein.

» Geordnete Resolution ist widerlegungs-vollstandig

 Baue semantischen Baum mit kleinster Variable an der Wurzel,
grolter Variable an den Blattern

» Falls F unerfullbar gibt es einen Inferenzknoten n.

* Die entsprechende Resolution an n ist zulassig, da sie uber ein
maximales Literal resolviert. (Die beteiligten Klauseln kdnnen kein
groleres Literal beinhalten, da weiter abwarts im Baum flr dieses
Literal fir beide moglichen Belegungen Zweige enthalten sind.)
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Semantische Baume

S = {{p}, {-p.a}, {-r}, {-p,—q.r}}

Im ersten Schritt einzig zulassig: R{—p,—q,r},{—-r})={—-p,—q}
Im zweiten Schritt einzig zulassig: R{—p,—qg}{—p,ah)={—p}
Im dritten Schritt einzig zulassig: R{—p},{p})={}
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Subsumtion / Subsumption

» Eine Klausel C subsumiert (subsumes) eine Klausel D,
genau dann wenn C < D.

» subsumieren: unterordnen, unter etwas einordnen
» Constraint C ist strenger als Constraint D

» Falls Klausel C die Klausel D subsumiert,
dann gilt C = D.

» Bel Erfullbarkeitspriufung konnen subsumierte Klauseln
geloscht werden.

= denn sobald C erflllt ist, ist auch D erfullt
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