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Transzendente Funktionen

Manche reellen Zahlen genügen Polynomen mit ganzzahligen Koef​fizienten



3/5
genügt der Gleichung

5x - 3  =  0



(2
genügt der Gleichung

x2  - 2  =  0

solche Zahlen bezeichnet man als algebraisch. Allerdings gibt es auch Zahlen, die nicht algebraisch sind. Zu ihnen gehört z.B. die Zahl  (. Solche Zahlen bezeichnet man als transzendent.

Manche Funktionen  f  genügen Polynomen, deren Koeffizienten selbst Polynome sind:
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genügt der Gleichung  ((x + (2)f(x)  -  x   =  0
f(x)    =   2(x - 3x2 

genügt der Gleichung  [f(x)]2 + 6x2f(x)  +  (9x4 - 4x)  =  0
Solche Funktionen bezeichnet man als algebraisch.

Allerdings gibt es auch Funktionen, die nicht algebraisch sind. Diese nennt man trans​​zendent. Hierzu zählen der Logarithmus, die Exponen​tialfunktion, die Winkel​funktionen und deren Umkehrfunktionen. 

Der Logarithmus 

ist eine differenzierbare Funktion  loga  definiert auf der Menge der positiven Zahlen, die für alle  x > 0  und  y > 0  




loga (x(y)   =   loga (x)  +  loga (y)

erfüllt.

Gewöhnliche Logarithmus-Funktionen basieren entweder auf 10 (dekadischer Logarithmus) oder auf  e  (natürlicher Logarithmus)




C   =   log10 A

wenn

10C   =   A




c    =   loge A   =   ln A
wenn  

ec      =   A

AUFGABE

Man zeichne den Graphen von   






f(x)   =   ln |x|

Die Exponentialfunktion

Ist  z  eine irrationale Zahl, so verstehen wir unter  ez  diejenige eindeutig bestimmte Zahl, die  z  als Logarithmus hat:






ln ez   =   z

Somit ist die Exponentialfunktion die Umkehrfunktion der Logarithmus​funktion.

Die Winkelfunktionen 

und deren inversen Funktionen sind:


Winkelfunktion




Inverse Funktion


y  =  sin x
=
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y   =   arcsin x
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y  =  cos x  =

[image: image3.wmf](

)

ix

ix

e

e

-

+

2

1





y   =   arccos x

y  =  tan x





y   =   arctan x
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y  =  cot x





y   =   arccot x


y  =  sinh x  =
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y   =   Arsinh x
y  =  cosh x =
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y   =   Arcosh x
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y  =  tanh x  =
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y   =   Artanh x

y  =  coth x





y   =   Arcoth x
Differential- und Integralrechnung von Funktionen einer Veränderlicher

DIFFERENTIATION
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Die Ableitung einer Funktion in einem speziellen Punkt gibt die Steigung der Kurve in diesem Punkt an (oder die Neigung der Tangente in diesem Punkt).



y   =   f (x)

(
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Wir fragen nun, welche Bedeutung der Größen dx und dy zukommt. Hier wäre es vielleicht hilfsreich den Differentialquotient als Grenzwert einer Differenzenquotient zu bilden:
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Diese Bezeichnung wurde von Leibnitz und Newton im 17. Jahrhundert eingeführt. Sie war zunächst mit einer gewissen Mystizismus umgeben. Um nicht auf den sinn​losen Ausdruck 
[image: image9.wmf]0

0

  zu stoßen, interpretierte man sie in der Weise, dass (x und (y nicht direkt Null werden sollten, son​dern lediglich "unendlich kleinen Größen", die man dann mit dx und dy bezeichnete.

Heute ist der Grenzübergang mathematisch gut verstanden, und wir können deshalb sagen: 
[image: image10.wmf]dx

dy

  stellt nicht den Quotient zweier unendlich kleiner Größen dar, sondern symbolisiert die Zahl, die man durch die Grenzwertbildung erhält.
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Es ist wichtig zu wissen, nach welchen Regeln differenziert werden muss:

A
Die Ableitung einer Konstante ist gleich 0.

B
Eine Summe von Funktionen können gliedweise differenziert werden 

(u + v)'   =   u'  +  v'

Beispiel:  y  =  x2 + x3 + 3   (   y'  =  2x  +  3x2
C
Ein Produkt von Funktionen wird folgendermaßen differenziert:


y   =   u(x)(v(x)
(
(u(v)'   =   u'(v  +  u(v'

Produktregel



Beispiel:  y   =   x(sin x

(
y'   =   1(sin x  +  x(cos x

D
Der Quotient zweier Funktionen wird folgendermaßen differenziert:

y(x)   =   
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Beispiel:
y   =   
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E
Die Ableitung einer zusammengesetzten Funktion findet folgendermaßen statt:


y  =  f(((x))

oder    y   =    f(u)
mit   u   =  ((x)
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Kettenregel


Beispiel:
y   =   sin t2   oder   y   =   sin u   mit   u   =   t2
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AUFGABEN
Differenzieren Sie folgende Funktionen:


xn,  ax ,  ex ,  ln x ,  sin x ,  cos x , tan x

HÖHERE ABLEITUNGEN
Wenn die Ableitung von  y  =  f(x)  wieder eine differenzierbare Funktion von  x  ist, kann man auch die höheren Ableitungen einführen: 

y' ,  y" , y(3) , . . . , y(n)   oder   
[image: image15.wmf]n

n

dx

y

d

dx

y

d

dx

y

d

dx

dy

,

,

,

,

3

3

2

2

L




[image: image16.wmf]2
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Beispiel:
y   =   a x2  +  b x  +  c



y'   =   2a x  +  b



y"   =   2a



y(3) =
  0

Anwendung:

KURVENDISKUSSION

Ein Extremumspunkt (Maximum oder Minimum) besitzt eine wagrechte Tangente, d.h. 
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Die Lage eines Extremumspunktes kann somit durch das Aufsuchen einer Wagrechte Tangente stattfinden.

Ein Wendepunkt zeigt an, dass die Steilheit (Neigung) der Tangente (vor und nach dem Wendepunkt) von zunehmend auf abnehmend wechselt (oder umgekehrt). Im Wendepunkt muss somit der Wert der zweiten Ableitung Null sein: 
[image: image18.wmf]0

2

2

=

dx

y

d


[image: image222.wmf]1

1

,

?

0

-

¹

=

-

=

weil

nein

Exakt

ydx

xdy

oder

x

y

dx

dy






      k1         k2
Beispiel: Folgereaktion:
A   (   B   (   C

Zeitgesetze:


Konzentrationsverlauf:
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Wir wollen jetzt wissen: Wann erreicht b seinen maximalen Wert?

und: Wann wechselt die Kurve von c von zunehmender auf abneh​mender Steigung (wobei die Steigung positiv bleibt)?

Maximum von b?
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Wendepunkt von c?
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AUFGABE

Beim radioaktiven Zerfall nimmt die Zahl der Teilchen  N nach dem Gesetz  
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Bestimme die Zerfallsgeschwindigkeit

a)
als Funktion der Zeit  t

b)
als Funktion der jeweiligen Teilchenzahl N.

INTEGRATION
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Die Integration ist im Grunde der umgekehrte Vorgang des Differenzie​rens. Wir wer​den aber die Integration anders einführen, und zwar über die bestimmte Integration.

Das bestimmte Integral einer für  a(x(b stetige Funktion f(x) wird als Grenzwert einer Summe definiert. Das Intervall [a,b] wird in n Teile durch die Punkte a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn-1 < xn = b zerlegt, und mit beliebigen Zwischenpunkten (k (xk-1<(k<xk) wird die Summe





[image: image25.wmf](

)

å

å

=

=

-

D

×

=

-

×

n

k

n

k

k

k

k

k

k

x

f

x

x

f

1

1

1

)

(

)

(

x

x


gebildet. Für stetige Funktionen existiert unabhängig von der Wahl der Teilungs​punk​te xk und den Zwischenwerten (k der Grenzwert dieser Summe für n((, wenn gleich​zeitig (xk(0 garantiert wird.

Dieser Grenzwert heißt bestimmtes Integral von f(x) über den Intervall [a,b], und man schreibt:
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 EMBED Equation.3  [image: image27.wmf]å
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Dazu gibt es eine geometrische Interpretation: Das bestimmte Integral ist zahlen​mäßig gleich den Inhalt der Fläche, der von der x-Achse, den Ge​ra​den x=a und x=b und von der Kurve y=f(x) begrenzt wird. Dabei wird der Flächeninhalt positiv oder ne​gativ, je nachdem, ob f(x) positiv oder negativ ist.
Das bestimmte Integral ist eine Funktion der oberen Grenze, wenn diese variiert wird:
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Ist der Integrand  f(t)  stetig, dann ist  F(x)  differenzierbar, und es gilt




F'(x)   =   f(x)

F(x) heißt unbestimmtes Integral zu f(x) und man schreibt




F(x)   =   
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(C. Integrationskonstante)
F(x) wird als Stammfunktion zu f(x) bezeichnet, und aus der  obigen Gleichung kann man ablesen, dass Integration der umgekehrte Weg des Differenzierens beschreibt.

Zwischen bestimmtem und unbestimmtem Integral besteht der Zusam​men​hang
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WICHTIGE INTEGRATIONSMETHODEN
[image: image31.wmf]
Vielleicht von Vorne Weg: Das Differenzieren ist ein Handwerk, Integra​tion eine Kunst! Weswegen es auch viele Integraltafeln gibt, z.B. CRC (die "Gummibibel").

Was macht man, wenn zu einem bestimmten Integral sich keine Stamm​funktion un​mittelbar erkennen lässt?

Tabellenwerke durchforschen - oder zunächst umformen und dann durch​forschen. Wie umformen?
1
Zerlegung des Integrals in eine Summe von Integralen.


Beispiel:        
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2
Abspaltung eines konstanten Faktors


Beispiel:
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3
Substitution


Häufig tritt das Problem auf, ein Integral der Form
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zu berechnen, in dem der Integrand eine zusammengesetzte Funktion ist.

Ein solches integral kann man in vielen Fällen mit Hilfe des folgenden Satzes berechnen: Führt man eine neue Variable  u=((x) ein, so gilt unter der Voraus​setzung, dass zu  u=((x)  eine eindeutige Umkehrfunktion  x=((u) gehört:
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Beispiel:




Um das Integral
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zu bestimmen, setzt man u=x/a und somit dx=a(du
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Beispiel:






[image: image38.wmf]ò

×

xdx

x

cos

sin


sin x = t; cos x = t'; dt = cos x(dx
(
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4
PARTIELLE INTEGRATION

Greifen wir nun auf die Differentiation eines Produktes zweier Funktionen zu​rück:
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, können wir Integration beider Seiten folgendes erhalten:
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durch Umstellung ergibt sich die wichtige Beziehung
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Für ein bestimmtes Integral gilt entsprechend
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Beispiel:
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Beispiel:
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5
REKURSION

Durch partielle Integration kann man auch die Potenz einer Funk​tion im Inte​gran​den sukzessive herabsetzen. Man spricht dann von Rekursion.

Beispiel:
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Ist nun n gleich zwei oder drei, so ist das Integral gelöst. Ist jedoch n>3, muss man die Potenz im Integral 
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  nochmals um 2 reduzieren.

6
PARTIALBRUCHZERLEGUNG

Es geht um die Integration einer gebrochenen rationalen Funktion, bei der das Polynom im Zähler einen kleineren Grad als das im Nen​ner hat. Es gilt folgen​der Satz:

Jede gebrochene rationale Funktion
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n < m

kann man in eine Summe von Brüchen zerlegen, die sich elementar integrie​ren lassen.

Um die Zerlegung vorzunehmen, muss man die Nullstellen von g(x) [Nenner] aufsuchen. Hat g(x)  m  verschiedene Nullstellen, (1, (2, . . . , (m, so kann man schreiben:
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wobei A1, A2, . . ., Am eindeutig bestimmte reelle Zahlen sind.

Kommt aber eine der Nullstellen mehrfach vor, z.B. die Nullstelle (k g-mal, so muss in obiger Summe, statt
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Bewegen wir uns schließlich in die komplexe Zahlenebene, d.h. kom​men auch komplex konjugierte Werte für die Nullstellen vor, so entspricht es dem Lö​sungs​paar {((( +i((), ((( -i(()}, das g-fach auf​treten kann. Der Beitrag lautet in diesem Fall:
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wobei die B(,j  und C(,j  wieder eindeutig durch die konkreten Poly​no​me be​stimmt sind.

Beispiel:

Partialbruchzerlegung von 
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Der Nenner besitzt zwei Nullstellen: x = 1 und x = -1

(
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(
2x         =    A1(x+1)  +  A2(x -1)   =   A1x  + A1  + A2x  - A2  =  (A1+A2)x + (A1-A2)    

Koeffizientenvergleich   (   A1  =  A2  =  1
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Beispiel:

Partialbruchzerlegung von        
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Der Nenner besitzt die Nullstellen : i, -i, sowie die zweifache Nullstelle 1.

In der Form der konjugierten komplexen Nullstellen lauten die zwei komplexen Nul​l​stellen {(0 + 1(i), (0 - 1(i)}.

(
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Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich führt zu:

A1,1  =  B  =  0, A1,2  =  ½ ,  C  =  -½ 

(
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und somit
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Beispiel:

Eine chemische Reaktion 2ter Ordnung verläuft nach dem Schema:
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A  +  B   (   C
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Konzentrationen als f(x)








x   ist der Umsatzvariable
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Das Zeitgesetz lautet:
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Wir sind hier dabei, eine Differentialgleichung zu lösen, aber konzentrie​ren wir uns mal auf das linke Integral, das durch eine Partialbruch​zerle​gung gelöst werden kann:
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Koeffizientenvergleich führt zu:  A  =   
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und somit
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AUFGABEN
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Betrachtet man einen Körper, der mit einer konstanten Kraft  k0 längs eines Weges x bewegt wird, dann ist die Arbeit  A gleich  Kraft(Weg.

Wenn der Weg bei x=0 anfängt und bei x=x0 aufhört, ist  A = k0(x0
Dieser Ausdruck kann verallgemeinert werden. indem das bestimmte Integral eingeführt wird; die Kraft muss dann nicht mehr als konstant angenommen werden:




A   =   
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Ist die Kraft jedoch konstant, k(x) = k0, wird aus dem Integral
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Betrachten Sie als Beispiel eine Feder (oder molekulare Bindung). Wenn man diese Feder um ein kleines Stück  x  von der Gleichgewichtslage kommend dehnt, so muss hier eine Kraft  k  aufgewendet werden, die der Dehnung proportional ist (das Hookesche Gesetz).





k  =  D(x

Wenn man nun die Feder bis auf die Strecke  x = x0 dehnt, wie groß ist dann die geleistete Arbeit?

***********************************************************************************

Von besonderer Interesse ist die Berechnung der Arbeit, die ein Gas bei der isothermen Ausdehnung verrichtet. Man betrachtet z.B. einen Behäl​ter, an dem ein Kolben mit einem beweglichen Stempel  S der Fläche  F  angeschlossen ist. Das Gas übt den Druck  p  aus.
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Wenn nun der Stempel um ein kleines Stück (x be​wegt wird,

a)
wie groß ist dann die Kraft, die der Stempel ausübt, und

b)
wie viel Arbeit wird von idealen Gas (pV=nRT) geleistet?

***********************************************************************************

Bei der zweistufigen reversiblen adiabatischen Gaskompression vom An​fangsdruck  p1  bis zum Enddruck  p2  ist die Arbeit durch
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gegeben. n, R, T, ( sind positive Konstanten.

Bestimmen Sie den Zwischendruck  p  so, dass A(p) möglichst niedrig wird.

REIHEN UND REIHENENTWICKLUNGEN

Für eine Folge  {1, ½, ¼, . . .} könnten wir das Symbol  an = (1/2)n einfüh​ren. Die Sum​me aller Elementen der Folge wäre dann
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oder allgemein
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Solche unendlichen Reihen  werden uns aber nur interessieren, falls sie einen Grenz​wert anstreben.

Als Beispiel nehmen wir die sogenannte geometrische Reihe, die aus der Folge 

1, x, x2, x3, . . .  besteht.

Die Teilsummen sind dann 1, 1 + x, 1 + x + x2, . . .
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Man stellt hier fest, dass wenn |x| ( 1 sei, dann wird diese Reihe divergieren - also kein Grenzwert zustreben, sei aber |x| < 1 gilt
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Wir bleiben bei den Polynomen der geometrischen Reihe, werden aben den einzel​nen Beiträgen mit einem Koeffizienten gewichten, und kommen - bei einer bestimm​ten Wahl der Koeffizienten - auf die Taylor-Polynome und die Taylor-Reihe:


Pn(x)   =   
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Eine solche Reihe können wir verwenden, um eine Funktion durch "Entwicklung" zu "vereinfachen".


f(x)   =   f(0)  +  f'(0)(x  +  
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oder
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Diese Entwicklung ist möglich, wenn die Funktion  f  auf das Intervall zwischen 0 und 1 insgesamt n+1 stetige Ableitungen hat.

[image: image226.wmf](

)

ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

=

-

-

c

e

k

k

k

a

e

t

k

k

t

k

1

2

2

1

2

1

0

Mit dem Restglied werden wir uns hier nicht weiter befassen. In der Phy​sik und in der Chemie wird eine solche Taylorreihe-Entwicklung nur durch​geführt, wenn man hoffen darf, mit wenigen Gliedern der Reihen​entwicklung sich begnügen zu können (man wird somit selten über das quadratische Glied hinaus gehen.

Beispiel:
ex   =   
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so einfach, weil alle Ableitungen bei x = 0 

den Wert 1 haben.

AUFGABEN

Es sei  n = n(t)  die Anzahl der zur Zeit  t  vorhandenen Mole an Glucose, und  a  sei die ursprüngliche Molzahl von Saccharose. Dann gilt für die Reaktion:


Succharose + Wasser   (   Glucose + Fructose
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wobei k die Geschwindigkeitskonstante ist und n(0) = 0.

Geben Sie für n(t) die Taylor-Reihenentwicklung um den Punkt  t = 0 an.

***********************************************************************************

Aus der Debyeschen Theorie folgt für die molare Wärmekapazität cv eines Kristalls als Funktion der Temperatur  T:
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R (Gaskonstante) und ( (charakteristische Temperatur) sind Konstan​ten.

Durch Reihenentwicklung des Integranden und des Ausdrucks 
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 gebe man für cV(T) einen Näherungsausdruck an, der Potenzen von (/T bis einschließlich ((/T)4 enthält.

UNBESTIMMTE AUSDRÜCKE

Schon aus der Schule wissen wir, dass man durch Null nicht teilen darf. Aber ganz ohne Ausnahmen ist diese Regel nicht. Wir wollen uns hier deswegen mit Grenz​wer​ten von Quotienten f(x)/g(x) befassen, wobei sowohl der Zähler als auch der Nen​ner gegen 0 gehen und elementare Methoden für die Quotientenberechnung daher ver​sagen.

Als Beispiel betrachten wir die Kinetik einer Folgereaktion 1ster Ord​nung:




      k1         k2



A   (   B   (   C

Zeitgesetze




Konzentrationsverlauf
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Wir wollen uns hier auf den Konzentrationsverlauf von  b  konzentrieren.

Wie können wir b(t) berechnen wenn  k1  =  k2 ? Der Quotient wäre ja 0/0.

Über den Mittelwertsatz der Differentialrechnung kann man die Regel von De L'Hôpi​tal einführen:
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wobei  n  die niedrigste Ordnung der Ableitung ist, bei der der auf der rechten Seite von der Gleichung auftretenden Grenzwert nicht mehr unbestimmt ist.

Konkret müssten wir die Kinetik-Frage folgendermaßen umformulieren:

"Was wäre, wenn  k2  =  k1 + (
und   (  (  0"?

(
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Hier werden Zähler und Nenner getrennt abgeleitet.

Z:
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AUFGABE

Es sei


A  +  B   (   C
   eine irreversible chemische Reaktion bei der sich ein Molekül eines Stoffes A mit einem Molekül eines Stoffes B zu einem Molekül eines Stoffes C verbindet.

Zur Zeit  t = 0 habe der Stoff A die Konzentration a0, der Stoff B die Konzentration  b0. Dann ergibt sich für die Konzentration  c(t) zu einem beliebigen Zeitpunkt  t
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Man ermittle  c(t)  für den Fall, dass a0  und  b0  gleich sind.

Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Veränderlicher

DIE PARTIELLE ABLEITUNG

Gegeben sei eine Funktion von zwei Veränderlicher





z   =   f (x,y )

Wenn wir  z  oder  f  nun Ableiten möchten, halten wir zunächst y konstant , damit wir es wieder mit einer Funktion von einer Verän​derlicher zu tun haben, weil wir dann den bekannten Grenzwert bilden können:
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Falls dieser Grenzwert existiert, nennen wir ihn die partielle Ableitung nach  x  und schreiben  fx,  zx,  
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, wobei der Index "x" bei den ersten beiden und das "weiche d" bei den letzten beiden deutlich zum Ausdruck bringen sollen, dass hier die par​tiel​le Ableitung berechnet wird.

Weil die Funktion  z  =  f(x,y)  im Allgemeinen eine Fläche darstellt, beschreibt die partielle Ableitung nach x die Steigung dieser Fläche in Richtung der x-Achse. In gleicher Weise führt man die partielle Ableitung nach y ein:
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die Steigung der Fläche in Richtung y-Achse darstellt.
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Beispiel:

z  =  x2  +  y2



Wie groß sind die partiellen Ableitungen im Punkt P(1,0)?


fx(x2 + y2)   =   2x


fx(1,0)   =   2


fy(x2 + y2)   =   2y


fy(1,0)   =   0

Beispiel:

z   =   x(siny  +  y(ex

zx   =   1(siny  +  y(ex

zy   =   x(cosy +  1(ex
Diese Regeln können selbstverständlich auf Funktionen von mehr als zwei Veränder​licher verallgemeinert werden.

HÖHERE ABLEITUNGEN
Die partielle Ableitungen fx oder fy einer Funktion  z  =  f(x,y)  sind natür​lich selbst wie​der Funktionen von x und y, weshalb man weiter differen​zie​ren kann, wobei man die partielle Ableitungen zweiter Ordnung erhält, die mit den Symbolen fxx,  fxy,  fyx,  fyy bezeichnet werden. Die Indizes ge​ben die vorgenommenen Ableitungen in der ent​sprechenden Reihen​fol​ge an.
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Im ersten Fall (fxx) haben wir es mit einer reinen Ableitung zu tun, im zweiten Fall (fyx) mit einer gemischten Ableitung.

SATZ VON SCHWARZ

Sind in einem gewissen Bereich die Ableitungen  fxy  und  fyx  stetige Funktionen von x und y, so ist





fxy   =    fyx
Beispiel:


z   =   x(y2  +  sin y ( cos xy


zx
=   y2  -  y(sin y ( sin xy


zy
=   2(xy  +  cos y ( cos xy  -  x(sin y ( sin xy


zxy
=   2(y  -  sin y ( sin xy  - y(cos y ( sin xy  -  y(x(sin y ( cos xy


zyx
=   2(y  -  sin y ( sin xy  - y(cos y ( sin xy  -  y(x(sin y ( cos xy

Man sieht, dass  zxy   =   zyx.

DAS TOTALE DIFFERENTIAL

Wir betrachten die Fläche, die durch die Funktion  z  =  f(x,y) dargestellt wird, und neh​men an, dass im Punkt  P(x,y,z) auf dieser Fläche eine Tan​gentialebene T angelegt wird. Es soll sich nun x um dx, y um dy und z um dz ändern. Dadurch kommt man auf der Tangentialebene zu einem Punkt P'. Den Unterschied der z-Koordinaten der Punkte P und P' be​zeichnet man mit dz und nennt ihn das totale oder vollständige Dif​fe​rential von z.
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FUNKTIONALDETERMINANTE

Die beiden Funktionen  u  =  g(x,y)  und  v  =  h(x,y)  vermitteln eine Abbildung eines Bereichs des x,y-(kartesischen) Raumes auf einen Bereich des u,v Raumes. Die Ei​gen​schaften einer solchen Abbildung hängen wesentlich von der sogenannten Funk​tionaldeterminante ab, die mit D(x,y) oder  
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Beispiel: Bei vielen praktischen Aufgaben ist es zweckmäßig, die Koordinaten der Geo​metrie des Problems anzupassen. Durch die Transformation z.B. von x, y, z auf u, v, w soll jedem Punkt des rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem um​kehrbar eindeutig ein Punkt in einem neuen u,v,w-System zugeordnet sein. Die Transforma​tion zwischen kartesischen und polaren Koor​dinaten lässt sich über die Funktionaldeterminante berechnen.
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Es gilt:

x  =  r sin( cos(
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y  =  r sin( sin(
z  =  r cos(
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SCHREIBWEISE DER PARTIELLEN ABLEITUNGEN IN DER THERMO​DYNAMIK

Hier pflegt man den partiellen Differentialquotienten in eine Klammer zu setzen und außerdem die bei der Differentiation konstant gehaltenen Va​riablen als Index anzu​führen.

Für die partielle Ableitung nach v von der Funktion z  =  z(v,u,w) würde das heißen
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  und nicht einfach  
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Diese expliziten Angaben der konstant gehaltenen Variablen sind überflüssig, so​lange feststeht, welche Größen jeweils insgesamt als Variable auftreten. Geht aber nicht auf anderer Weise hervor, welches jeweils die konstant gehaltenen Variable sind, ist diese Schreibweise zwingend.

Man kann z.B. die Entropie  S  eines Systems als Funktion der Temperatur  T, des Vo​lumens  V  und der Anzahl Mole  n  angeben:





S   =   f(T,V,n)

Für die Ableitung der Entropie nach der Temperatur bei konstant gehaltenen V und n, schreibt man dann:
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Das Volumen V ist nun selbst eine Funktion von T, n und dem Druck  p. Man kann daher  V  durch eine solche Funktion ersetzen und erhält dann die Entropie  S  als eine neue Funktion  ( von T, p und n:





S   =   ((T,p,n)

Für die Ableitung dieser Funktion nach T bei konstantgehaltenem Druck  p und kon​stant gehaltener Molzahl  n, schreibt man dann:
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Da die Funktionen  f  und  (  verschieden sind, werden auch ihre Ablei​tungen nach der Temperatur sich unterscheiden, so dass man die ent​sprechenden Indizes zur Unterscheidung unbedingt anbringen muss.

Beispiel:
Das ideale Gas  [p(V  =  n(R(T ]

Die Entropie eines idealen Gases ist als Funktion von T, V und n gegeben durch




S   =   n(cV(ln T  +  n(R(ln V  -  n(R(ln n  +  a1
wobei cV die Molwärme, R die Gaskonstante und a1 eine Konstante ist. Somit ist
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Wechseln wir aber über die ideale Gasgleichung die Abhängigkeit von V in Abhän​gig​keit von  p  um, lautet der Ausdruck für die Entropie



S   =   n(cV(ln T  +  n(R(ln T  -  n(R(ln p  -  n(R(ln n  +  a1

und somit
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Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, in der Differentialquotienten von einer oder von mehreren Funktionen (von einer oder von mehreren Veränderlichen) auf​treten. Die gesuchten Unbekannten sind hierbei Funk​tionen  y(x) einer unabhängigen Veränderlichen x  oder Funktionen  z(x,y, . . .) von mehreren Veränderlichen. Im er​sten Fall spricht man von gewöhnlichen Differentialgleichungen im zweiten Fall von partiellen Differentialgleichungen. Auf implizite Form lassen sich die Differen​tial​gleichungen schreiben:



Gew. DGL:

F(x,y(x),y'(x), . . . ,y(n)(x))   =   0



Part. DGL.:

F(x,y,z(x,y), zx, zy …     )   =   0

Die Ordnung des höchsten in einer Differentialgleichung auftretenden Differential​quo​tienten heißt die Ordnung der Differentialgleichung.

Bei Differentialgleichungen, deren Lösung sich als Polynome schreiben lassen, führt man den Begriff Grad ein, das die höchste auftretende Summe der Exponenten der abhängigen Variablen und ihrer Ablei​tun​gen angibt. Speziell werden Differential​gleich​ungen ersten Grades linear genannt.

Beispiele:


4x5y2  +  2y(y')2cos x  -  5y  +  7  =  0
Gew. DGL, 1. Ord., 3. Grad
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Part. DGL, 2. Ord., 2. Grad
Die allgemeine Lösung einer Differentialgleichung n'ter Ordnung enthält in der Regel n freie Integrationskonstanten als Parameter. Die allgemei​ne Lösung stellt somit eine n-parametrigen Lösungsschar dar. Werden alle freie Parameter festgelegt (Randbedingungen), redet man von einer partikulären Lösung.

Beispiel:
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y'(x)  =  cos x   oder  
[image: image105.wmf]dx
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 = cos x   (   dy  =  cos x dx   (   y  =  sin x + c

Randbedingung: y = 0  für  x = 0  führt zu    

c  =  0.

Es kann unter Umständen Lösungen geben, die sich nicht durchs Fest​legen einer Konstanten erzeugen lassen. Man spricht von sin​gulären Lösungen. 

Beispiel:

(y')2  -  x y'  +  y   =   0   (   y   =   cx  -  c2

Die Lösung ist eine Kurven​schar, die aus Geraden be​steht. Eine weitere Lösung ist jedoch   y  =  x2/4 ,  die sich nicht aus der allgemei​nen Lösung ableiten lassen. Trotzdem sind die Lösun​gen mit einander verknüpft. Die singuläre Lösung (Pa​ra​bel) ist die Umhüllende der Kurvenschar.
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Lösung von gewöhnlichen Differentialgleichungen

Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung.





y'(x)  +  p(x? y(x)   =   r(x)

Das entscheidende für die Charakterisierung der DGL als linear, sind die Exponenten von y und y' (jeweils 1). Wie p und r von x abhängen spielt dabei keine Rolle.

Verschwindet r(x) identisch [r(x)  (  0  für alle x], wird die Differentialglei​ch​ung homo​gen genannt, sonst ist sie inhomogen.

Homogene Differentialgleichungen lassen sich besonders einfach (durch Variablen​tren​nung) lösen:
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oder


y   =   c(e-P(x)
wobei c  =  ec*.  P(x) ist eine Stammfunktion zu p(x).

Mit diesem Lösungssatz lässt sich zum Beispiel die folgende DGL lösen:

Die Zersetzung des Stickstoffpentoxid in Sauerstoff und Stickstofftetroxid kann als eine Reaktion 1. Ordnung betrachtet werden




N2O5   (   ½ O2  +  N2O4
Die differentielle Änderung der Konzentration des Eduktes mit der Zeit, die Reak​tions​geschwindigkeit, ist proportional der momentanen Konzen​tration des Eduktes (der Proportionalitätsfaktor ist die Geschwindig​keits​konstante), es gilt:
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Nennen wir [N2O5] = a, lautet die Differentialgleichung:
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     a   =  c(e-kt
Über Randbedingungen kann  c  festgelegt werden.

Es sollen noch zwei Begriffe eingeführt werden:


Exakte Differentialgleichungen und den Integrierenden Faktor.

Eine Differentialgleichung der Form




f(x,y) dx  +  g(x,y) dy   =   0

[image: image232.wmf]0

=

D

u

ist eine vollständige oder exakte Differentialgleichung, wenn die linke Seite einem totalen Differential entspricht, d.h.
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Ist  dz  ein totales Differential muss gelten, dass die gemischten Ablei​tun​gen gleich sind (Schwarzscher Satz). Umgekehrt muss gelten, dass falls

dann ist die Differentialgleichung exakt.

Die meisten Differentialgleichungen sind nicht exakt. Man kann zuweilen jedoch eine vorgelegte Differentialgleichung auf einfache Weise – durch Multiplikation mit einem integrierenden Faktor  µ(x,y)  in eine vollständige Differentialgleichung umwandeln:

Aus der DGL


f(x,y) dx  +  g(x,y) dy   =   0

wird somit


µ(x,y)(f(x,y) dx  +  µ(x,y)(g(x,y dy   =   0

mit der Auflage

(/(y(µ(f)   =   (/(x(µ(g)
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Es scheint zunächst, als wären die Schwierigkeiten dadurch nur erheb​lich größer ge​worden, da an der Stelle von einer einfachen Differential​gleichung jetzt eine kom​pli​zierte partielle Differentialgleichung gelöst werden muss. Manchmal kann man aber eine solche Lösung leicht er​raten, und es wird nur eine Lösung der partiellen Diffe​ren​tialgleichung (( 0) benötigt.
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Beispiel:

Wähle einen integrierenden Faktor, z.B.  µ  =  1/x2, dann wird aus der DGL:
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Als integrierenden Faktor hätten auch viele andere Funktionen gewählt werden kön​nen, z.B. (1/y2), (1/xy), (1/(x2 + y2)), usw.

In der Thermodynamik lassen sich (nach Carathéodory) die Hauptsätze aus der Form einer Differentialgleichung ableiten; so gilt z.B.  

dQ  =  dU + p(dV   =   0

(abgeleitet vom 1. Hauptsatz dür adiabatische Änderungen des Sy​stems) ; verlangt man nun, weil  dQ  kein totales Differential darstellt, dass eine solche Funktion gefun​den wird, die von Q abhängt aber trotzdem ein exaktes Differential besitzt, kommt man zwangsläufig auf den integrierenden Faktor  1/T  und somit auf die Zustands​funk​tion Entropie, gegeben durch das vollständige Differential





dS   =   dQ/T

Es soll jetzt eine allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleich​ung





y’  +  p(x)(y   =   r(x)

gefunden werden.

Eine Möglichkeit geht über das Auffinden eines integrierenden Faktors, aber die übli​che Methode, eine solche Gleichung zu lösen, ist die La​grangesche Variations​me​thode, die auch auf Gleichungen höherer Ordnung generalisiert werden kann, wes​halb sie hier skizziert werden soll.


Bei der Lösung der inhomogenen Differentialgleichung wird zunächst eine Lösung der entsprechenden homogenen Differentialgleichung gesucht:





v(x)   =   e-P(x)    =   e-(p(x)
Es wird dann versucht eine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung folgender Form zu finden:





y   =   v(x)(u(x)

d.h. es wird eine « vernünftige » Funktion  u(x)  gesucht.

Diese Form bietet sich an, weil die allgemeine Lösung der homogenen Differential​gleich​ung die Form hat:





Y   =   c(v(x)

Die Konstante der homogenen Lösung wird sozusagen bei der in​homo​genen Lösung durch eine Funktion ersetzt. Einsetzen des Lö​sungsan​satzes in die ursprünglichen in​homogenen Differential​gleichung ergibt:


v’(x)(u(x)  +  v(x)(u’(x)  +  p(x)((v(x)(u(x))   =   r(x)

oder
u’(v  +  u((v’  +  p(v)   =   r

(
u’(v   =   r   (   u’  =  r/v

Nach Integration erhält man:
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Weil diese Methode ungeheuer wichtig ist, soll sie gleich geübt werden:

DGL

y’  -  y   =   e2x
Homogen.
y’  -  y   =   0
oder
  y’  =  y  (   y   =   c(ex  (v ( ex)

Lösungsansatz für die inhomogene Differentialgleichung :



y   =   ex[ ( (e2x/ex)dx  +  c]   =   e2x  +  c(ex
Ein weiteres Beispiel:

Das Zeitgesetzt für das Zwischenprodukt einer Folgereaktion  A(B(C mit den Ge​schwindigkeitskonstanten k1 und k2: [Die Konzentration von B wird mit b bezeichnet, die von A mit a]
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Homogen:

db/dt  +  k2b   =   0;  Variab. Trenn.   db/b   =   -k2t

Integration:







b   =  c(e-k2t
(




v(x)   =   e-k2t
Inhomogene DGL

b   =   e-k2t[ ( (k1a/e-k2t)dt  +  c
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[a  =  a0e-k1t]


     =   e-k2t[a0k1 (e(k2-k1)tdt  +  c

Mit der Randbedingung b0 = 0 wird c berechnet:
c  =  -a0(k1/(k2-k1)) und somit
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Wie bereits angedeutet, lassen sich die Differentialgleichungen in zwei Gruppen einordnen: in lineare und nicht-lineare Differentialgleichungen. Weil die linearen Gleichungen so viel einfacher sind als die nicht-linea​ren, und weil die meisten Gleichungen von physikalischer oder chemi​scher Bedeutung ohnehin linear sind, soll hier nur auf diese eingegangen werden. Die wichtigsten Gleichungen sind allerdings nicht erster sondern zweiter Ordnung:





y“  +  p(x)(y’  +  g(x)(y   =   r(x)

Das entscheidende ist, dass die Gleichung linear in  y  und ihren Ab​lei​tungen ist. Ist r(x)  (  0, redet man wider von einer homogenen Glei​ch​ung, sonst ist die Gleichung inhomogen. Auch bei den Differentialgleich​ungen höherer Ordnung sind die Lösun​gen der homogenen Gleichungen viel einfacher als die der inhomogenen.

Beispiel:




y“  +  y   =   0

y  =  cos x  oder y  =  sin x  oder Linearkombinationen von beiden. Hier gilt nämlich das Superpositionsprinzip: jede Linearkombination von Lösungsfunktionen ist auch eine Lösung.

Das Superpositionsprinzip gilt aber nicht für inhomogene oder nicht-lineare Differen​tial​gleichungen.

Eine besonders einfache Differentialgleichung entsteht, wenn die Koeffizienten alle Konstanten sind.

Beispiel:




y“  +  a  a(y’  +  b(y   =   0

a,b ( (
weil y  =  c(e-kx  die Lösung der entsprechenden Gleichung 1. Ordnung war, wird an​ge​nommen, dass die Lösung der Gleichung 2. Ordnung folgende Form hat:





y   =   e(x
(Die Suche nach der Lösung wäre dann sie Suche nach dem ().

Mit dieser Form für  y  gilt:   y’  =  ( e(x   und   y“   =   (2 e(x
Dann wird aus der ursprünglichen Gleichung




(2 e(x   + a( e(x  +  b e(x   =   0

oder


(2  +  a (  +  b   =   0

Diese letzte Gleichung nennt man die charakteristische Gleichung. Sie besitz den Wurzeln:




(1   =   (½)(-a + ((a2 – 4b)
(
y1  =  e(1x



(2   =   (½)(-a  - ((a2 – 4b) 
(
y2  =  e(2x
Es gibt drei mögliche Lösungstypen:



I
a2  >  4b


2 verschiedene, reelle Wurzeln



II
a2  <  4b


2 komplex konjugierte Wurzeln



III
a2  =  4b


1 reelle Doppelwurzel

Beispiele:



I



II



III

y"  +  y'  -  2y   =   0


y"  +  y   =   0


y"  -  2y'  +  y   =   0

(2  +  (  -  2     =   0


(2  +  1   =   0
   
(2  -  2(  +  1   =   0

(1   =   1;   (2   =   -2

(1  =  i;  (2  =  -i

(1   =   (2   =   1

y1   =   ex;   (2   =   e-2x

y1  =  eix;  y2  =  e-ix

y1   =   ex;   y2   =   xex











Theorem!

Eine Lösung der Differentialgleichung 2. Ordnung mit 2 willkürlichen Integrations​kon​stanten nennt man eine allgemeine Lösung.

Werden den zwei Konstanten (durch auferlegen von Randbedingungen) feste Werte zugeordnet, spricht man von einer partikulären Lösung.

Für den homogenen, linearen Fall gilt wie Oben gezeigt das Super​positionsprinzip





y   =   c1 y1   +   c2 y2
falls y1 und y2 linear unabhängig sind (d,h, falls auf einem gegebenen Intervall die eine Funktion nicht proportional zu der anderen ist). Das System von zwei linear un​ab​hängigen Lösungsfunktionen nennt man ein Fundamentalsystem.

Beispiel:





y1  =  ex;   y2  =  e-2x
ist ein Fundamentalsystem weil  y1/y2  =   e3x : 
keine Proportionalität

während





y1  =  ex;   y2  =  3ex
kein Fundamentalsystem ist, weil  y1/y2   =   1/3 :
Proportionalität

Für Differentialgleichungen höherer Ordnung mit mehreren Lösungs​funk​tionen kann es schwierig sein auf diese Weise zu entscheiden, ob alle Lö​sungen linear unabhän​gig sind. Für diesen Fall wird die Wronski De​terminante eingeführt, die auf einfache Weise berechnet werden kann, und dis sofort angibt, ob eine lineare Abhängigkeit besteht.

Für die Lösungen einer Differentialgleichung 2. Ordnung lautet die Wron​ski-Determi​nan​te:
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Ist diese Determinante ungleich Null, sind die Lösungen linear unab​hän​gig.

Es gibt, wie schon angedeutet, bei den Differentialgleichungen Stoff für sehr viel Ma​thematik; erstens müssen die Gleichungen charakterisiert und zweitens gelöst wer​den. Das Lösen von Differentialgleichungen muss immer wieder geübt werden.

Wir wenden uns jetzt einem konkreten Beispiel aus der Physik zu, dem harmoni​schen Oszillator, und fragen, wie dieses System beschrieben werden kann, d.h. wie sieht das entsprechende mathematische Modell aus, und wie wird es behandelt, wenn die Bewegungen des harmoni​schen Oszillators beschrieben werden sollen.
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Zuerst müssen die Kräfte beschrieben werden. Nach Newton gilt:  Kraft  =  Masse ( Beschleunigung.

Nach Hooke wird angenommen, dass die Kraft proportional zur Aus​len​kung sei [was für kleine Auslenkungen sicherlich eine gute Näherung darstellt]:




K  =  m(b   =   m(
[image: image111.wmf]..

x

   =   -k(x

oder




 m(
[image: image112.wmf]..
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    +   k(x   =   0

Das mathematische Modell ist eine Differentialgleichung, und die gesuchte Lösung ist eine Funktion, deren zweite Ableitung nach der Zeit (abgesehen von einer Kon​stanten) der Funktion selbst (mit umgekehr​tem Vorzeichen) entspricht. Dafür kom​men die Kreisfunktionen  sin at  und  cos at  in Frage. Eine allgemeine Lösung könn​te demnach folgen​dermaßen aussehen:




y   =   A(cos (0t   +   B(sin (0t
,
mit  (0 = 
[image: image113.wmf]m
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Mit  C  =  (A2 + B2)1/2  und  (   =   Arctan(A/B)  lässt sich diese Funktion schreiben:




y   =   C(cos((0t + ()

Einsetzen zeigt, dass diese Lösung korrekt ist.

Die Periode ist  2(/(0, d.h. das System schwingt mit  (0/2(  Schwingun​gen pro Se​kun​de. Die Frequenz der Schwingung ist somit




(   =   (0/2(
Die Schwingung wird, einmal gestartet, ewig weiter laufen. Daran merkt man schon, dass es sich hier um ein idealisiertes Modell handelt. Es stellt sich dann die Frage, wie ändert sich die zeitliche Beschreibung des Systems, falls es z.B. eine Reibung gibt? oder all​gemein: wenn die Schwingung gedämpft wird? Wie sieht das ma​the​matische Modell (eine neue Differentialgleichung) dann aus? Es gibt mehrere Möglichkeiten. Wir wählen für diese Überlegung eine Dämp​fung, die zur Ge​schwin​digkeit proportional ist: Dämpfung ~ 
[image: image114.wmf].

x

. Die neue Differentialgleichung sieht dann folgendermaßen aus:
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oder
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Mit dem Lösungsansatz  x = e(t  lautet die charakteristische Gleichung
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oder  (( = c/2m   und   ( = 
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Es fällt gleich auf, dass es bei der Lösung der quadratischen Gleichung Probleme gibt, die vorhin nicht da waren. Es stellt sich die Frage, wie  c2  sich zu  4mk  verhält.
c2 > 4mk


    c2 = 4mk



c2 < 4mk

"Überdämpfung"

    "Kritische Dämpfung"
"Unterdämpfung"










(  =  i(*

x = c1e-((-()t + c2e-((-()t
     x = (c1t + c2)e-(t

x = ce-(t cos((*t + ()


Keine Schwingungen
    Höchstens eine Schw.
Gedämpfte Schwing.
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Die beiden DGL, die bis jetzt behandelt wurden (frei und gedämpfte Schwingungen) werden als homogene DGL bezeichnet und sind be​son​ders einfach auszuwerten (in​tegrieren). Das Problem kann aber kom​pli​zierter gemacht werden, wenn dem System von Außen Schwing​ungen aufgezwungen werden. Man spricht von erzwungenen Schwing​ungen und die Differentialgleichung ist dann inhomogen:
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 EMBED Equation.3  [image: image120.wmf]t

F

t

r

x

k

x

c

x

m

w

cos

)

(

0

.

..

=

=

+

+

-

-

-


Eine allgemeine Methode die Lösungen zu finden wäre die Variations​me​thode, die aber in diesem Fall sehr kompliziert wäre. Es soll hier des​halb ein anderer (weniger allgemeiner) Weg genommen werden: Die Me​thode der unbestimmten Koeffizienten.

Man sucht als partikuläre Lösung  yp  eine Funktion derselben Form wie r(t) – aber mit unbekannten Koeffizienten. In diesem Fall ist  r(t)  =  F0 cos (t. Gesucht wird des​halb eine partikuläre Lösung der Form




yp   =   a cos (t   +   b sin (t
Mit dieser yp wäre        .




yp   =   -( a sin (t   +   ( b cos (t




..
und



yp   =   -(2 a cos (t   -   (2 b sin (t




    ..               .
aus



m y  +  c y  + k y   =   F0 cos (t
wird



-m(2(a cos(t + b sin (t) - c((a sin (t – b cos (t) + k(a cos (t + b sin (t)  =  F0 cos (t
Diese Gleichung muss für jeden beliebigen Wert von  t  gelten. Ein Koef​fi​zienten​vergleich hilft uns deshalb weiter:
[cos (t]
-m(2 a  +  c ( b  +  k a   =   F0
[sin (t]
-m (2 b  -  c ( a  +  k b   =   0
mit den Lösungen:
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Einsetzen von (0 =((k/m) ergibt:
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und somit

         

[image: image123.wmf]2

2

2

2

0

2

0

2

2

2

2

0

2

2

2

0

0

)

(

)

(

sin

cos

)

(

)

(

)

(

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

c

m

t

c

F

t

c

m

mF

y

y

h

+

-

+

+

-

-

+

=


Um die konkreten Lösungen hinzuschreiben, muss zwischen gedämpf​ten und unge​dämpften Schwingungen unterschieden werden:

Fall 1:
Ungedämpfte Schwingungen:
c  =  0;  (  =  (0



yh   =   C(cos((0t - ()




yp   =   
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y    =   C(cos((0t - ()   +   
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Die Lösung ist eine Superposition (Überlagerung) von 2 Schwingungen.

Als Randbedingung setzen wir für  t  =  0  (  =  0   und  y  =  0.



y(t=0)   =   0   =   C  +  
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Mit diesen Randbedingungen lautet dann die Lösung:
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Ist (  (  (0 ,  wird die Periode der letzen Sinusfunktion sehr lang - es entsteht eine Schwebung.
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Im Resonanzfall  (  =  (0  lautet die DGL





y   +   (02y   =   (F0/m)cos (0t

Wiederholter Gebrauch von der Methode der unbestimmten Koeffizien​ten führt zu einer Lösung, aber an dieser Stelle soll, ausgehend von der gerade gefundenen nicht-resonante Lösung die Lösung über eine Grenz​wertbestimmung gefunden werden.




y   =   
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 EMBED Equation.3  [image: image129.wmf]t
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 EMBED Equation.3  [image: image131.wmf]2
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     =   
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 EMBED Equation.3  [image: image133.wmf]÷
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     =    
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| x  (   0

lim A/B wird mit Hilfe der Regel von De L'Hôpital bestimmt

lim A/B   =   lim A'/B'   =   lim A"/B"   . . .  usw.

A'
=   
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B'      =      
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Diese Lösung ist proportional zu  t. Es gibt somit eine "Resonanzkata​stro​phe". Das Sy​stem fliegt auseinander.

Der Grund, warum resonante Systeme üblicherweise nicht auseinander fliegen, liegt in der Tatsache, dass reelle Systeme gedämpfte Schwing​ungen ausführen, weshalb wir uns jetzt mit dem zweiten Fall befassen:

Fall 2:
c  >  0

Vom vorherigen Problem wissen wir schon, dass  yh  bei gedämpften Schwingungen gegen 0 geht, d.h. die allgemeine Lösung stellt nur eine transiente Lösung dar, die mit der Zeit gegen eine stationäre Lösung  yp  geht. Im Resonanzfall gibt es keine Katastrophe.

Die allgemeine Lösung von vorhin kann auf folgende Form gebracht werden:





yp   =   C*(cos((t - ()

mit  C*   =   F0/(m2((02 - (2)2 + (c()2)1/2
und
(  =   arctan
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Wie groß ist der maximale Wert für C* ?

Dies ist eine Extremumswertbestimmung: Die erste Ableitung ist Null. Allerdings muss der gesamte Ausdruck nicht differenziert werden; dem Maximum von C* ent​spricht das Minimum des Nenners.
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(

c2   =   2m2((02 - (2)

Wenn c2 > 4m(2  gibt es nur imaginäre Lösungen für C*max  und C* wird mit steigen​dem  (  immer kleiner.

Wenn  c2  (   4m2(2  gibt es eine reelle Lösung für C*max und somit ein Maximum für C*.
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DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 2TER ORDNUNG, DEREN KOEFFI​ZIENTEN FUNKTIONEN SIND

Wir haben jetzt gesehen, wie lineare (homogene oder inhomogene) Dif​fe​rential​gleich​ungen 2.ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten gelöst werden können. Wenn jetzt die Koeffizienten Funktionen sind, wird das Ganze sehr viel komplizierter, und oft sind die Lösungen höhere trans​zendente Funktionen - oder gar nicht auf geschlossene Form zu bringen. Durch einen Potenzreihenansatz kann dieses Pro​blem jedoch gemei​stert werden.

Potenzreihe (Entwicklung um das Zentrum  a):
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Ist das Zentrum speziell 0, lautet die Potenzreihe:
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Bekannte Beispiel für die Darstellung von Funktionen als Potenzreihen sind:

a:
die Geometrische Reihe
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b:
die Exponentialfunktion
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c:
die Kosinusfunktion
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Wenn man weist, dass Funktionen als Reihen entwickelt werden können, ist es nahe​liegend die Lösung einer Differentialgleichung (eine Funktion) in Form einer Potenz​reihe zu suchen.

Eine solche Lösung hätte die Form:




y   =   c0  +  c1x  +  c2x2  +  c3x3  +  . . .

dann wäre

y'  =   c1  +  2c2x  +  3c3x2  +  4c4x3  +  . . .

und


y"  =  2c2  +  2(3c3x  +  3(4c4x2  +  . . .

Diese Ausdrücke werden in die ursprüngliche Differentialgleichung ein​gesetzt, und erst dann fängt die Suche nach der Lösung (nach den Ko​effizienten dieser Ent​wick​lung) an.

Beispiel:


y'  -  y   =   0

Lösungsansatz wie oben.

Eingesetzt:

c1 +2c2x + 3c3x2 + ... -(c0 + c1x + c2x2 + . . .)   =   0

Dieser Ausdruck muss für alle x gelten, weshalb ein Koeffizienten​ver​gleich durchge​führt werden kann.


c1 - c0  =  =;   2c2 - c1  =  0;   3c3 - c2  =  0;   usw.

c0 kann frei gewählt werden. Alle andere Koeffizienten lassen sich mit Hilfe von  c0 an​ge​ben:


c1  =  c0;   c2  =  c0/2 ;   c3  =  c0/3! ;   usw.

Die Lösung ist somit




y   =   c0( 
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Beispiel:

(x + 1)y'  -  (x + 2)y   =   0

selber Ansatz:
(x+1)(c1+2c2x+3c3x2+ . . .) - (x+2)(c0+c1x+c2x2+ . . .) = 0

Multiplikation und Koeffizientenvergleich:


c1 - 2c0  =  0



c1   =  c0

2c2 - c1 - c0   =   0


c2   =   3c0/2


3c2 - c1   =   0


c3   =   2c0/3
usw.

Es gilt folgende Rekursionsformel:



scs  +  (s + 1)cs+1  -  cs-1  -  2cs   =   0

oder
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Die Lösung ist somit




y   =   
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Dies ist eine MacLaurin-Reihe für c0(1 + x)ex .

Das ganze hat natürlich nur einen Sinn, falls die Reihen konvergieren. Dieses Pro​blem soll hier jedoch nicht diskutiert werden. Hier wird davon ausgegangen (was bei fast allen physikalischen Problemen zutrifft), dass die entsprechenden Reihen im re​le​vanten Bereich konvergieren.

Jetzt wird es aber ernst. Nach den Demonstrationsbeispielen mit Diffe​rential​gleich​un​gen 1. Ordnung sind nun die DGL 2.ter Ordnung an die Reihe.

In der Literatur der mathematischen Physik gibt es eine Differential​gleich​ung, die als Legendresche DGL bekannt ist.




(1 - x2)y"  -  2xy'  +  ((( + 1)y   =   0

oder


((1 - x2)y')'  +  ((( + 1)y   =   0

Der Potenzreihenansatz für die Lösung lautet in diesem Fall
y   =
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(k ist der niedrigst vorkommende Exponent der Entwicklung)

Die Lösung der Differentialgleichung läuft auf die Bestimmung von den Koeffizienten  a( hinaus. Mit dem Ansatz für  y  gilt:




y'   =   
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und


y"   =   
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Werden diese Ausdrücke für  y,  y'  und  y"  in die ursprüngliche DGL eingesetzt, er​hält man:
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oder 
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Die Glieder dieser beiden Summen sind in der Regel vermischt: für  (  = 0  und für    ( = 1  ist dies jedoch nicht der Fall, weil Terme mit xk-2  und xk-1 aus der linken Sum​me nie mit Gliedern mit xk bzw. xk+1 vermischt werden können. Ein Koeffizienten​ver​gleich liefert dann folgende Indexgleich​ung​en:


(  =  0

k(k - 1)a0     =   0

(
k  =  0  oder  k  =  1


(  =  1

(k + 1)k(a1   =   0

(
k  =  0  weil  a1  (  0


(  (  2

k(k+(+2)(k+(+1)a(+2 - ((k+()(k+(-1)+2(k+() - (((+1))a( = 0

(



a(+2   =   
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=   
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Es gibt somit eine Rekursionsformel womit das  (+2  Element berechnet werden kann, wenn das  (  Element schon bekannt ist. Mit  (  =  k  =  0 können (von a0 aus​gehend) alle an (n gerade) Koeffizienten in Abhängig​keit von a0 berechnet werden.





a2   =   
[image: image154.wmf]0

2

)

1

(

a

+

-

l

l






a4   =   
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Mit  (  =  1,  k  =  0  können (von a1 ausgehend alle  an  (n ungerade) Ko​effizienten in Abhängigkeit von a1 berechnet werden:





a3   =   
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a5   =   
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Allgemein (für  k = 0)
a(+2 =   
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Die allgemeine Lösung ist somit





y   =   a0y1  +  a1y2
mit



y1  =  
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und



y2  =  
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Diese Reihe konvergiert für  |x| < 1. Weil  y1  nur gerade und  y2  nur un​gerade Po​ten​zen von  x  enthalten, muss der Quotient  y1/y2  eine Funk​tion von  x  sein; die zwei Lösungen sind somit linear unabhängig und  y  die vollständige Lösung eines Fundamentalsystems. Mit diesem Ansatz wurde die mathematische Lösung der Le​gendreschen Differen​tialgleich​ung gefunden. Der Grund, warum gerade diese DGL herausgesucht wur​de, liegt jedoch in ihrer physikalischen Bedeutung. Man muss sich an dieser Stelle deswegen überlegen, welche allgemein Forderung an eine Lösung gestellt werden muss, die als Wellenfunktion (oder Eigenfunk​tion) einer Schrödinger​gleichung diesen soll.

Die Anforderung muss sein;




( (*( d(

darf nicht ins Unendliche wachsen.

y  wird aber gegen  (  gehen, es sei denn ( ( Ñ (einschl. 0). In diesem Fall wird es zu  ( = (  kommen und somit




a(+2  =  
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was dann (wegen der Rekursionsformel) auch für alle  ( > (  gelten wird. Die Reihe bricht ab. Aus der unendlichen Reihe wird ein endliches Polynom, das Legendresche Polynom, P((x).

Dies ist sehr bedeutsam.

In dem Moment, wo das physikalische Problem in der Sprache der Mathematik formuliert worden ist (ein Hamiltonoperator wurde defi​niert und die entsprechende Schrödingergleichung aufgestellt), sorgt die Mathematik (unter der Voraussetzung, dass die Integrale der Wellenfunktionen nicht gegen unendlich wachsen dürfen) dafür, dass die Lösungen gequantelt sind.

Es gibt eine weitere Differentialgleichung, die der Legendreschen DGL sehr ähnlich ist, weswegen sie die zugeordnete Legendresche DGL genannt wird.




(1 - x2)y"  -  2xy'  +  [((( + 1) -  
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Die Lösung dieser Differentialgleichung ist




y   =   
[image: image163.wmf])

(

)

1

(

2

2

x

P

dx

d

x

m

m

m

l

-


was hier nicht bewiesen werden soll.

Das physikalische Problem, das mit dieser Differentialgleichung be​schrie​ben wird, ist die Bewegung eines Teilchens in einem Zentralfeld (z.B. das Elektron eines H-Atoms). Der Hamiltonoperator dieses Pro​blems ist einfach die Summe aus kineti​schen und potentiellen Energien:




H   =   
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Impuls p = (px, py, pz); Impulsoperator (Laplace)   ( = 
[image: image165.wmf]2

2

2

2

2

2

z

y

x

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶


In Kugelkoordinaten sieht der Impulsoperator folgendermaßen aus:



(   =   
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Der Ausdruck in geschweiften Klammern hängt in Kugelkoordinaten nur von den Win​kelkoordinaten ab. Dieser Ausdruck entspricht  
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   (der Drehimpuls im Qua​drat).

Im Zentralfeld ist das Potential nur von der Entfernung des Teilchens vom Zentrum abhängig. V(r).

Dieses Beispiel zeigt (verfrüht) eine partielle Differentialgleichung; aber schon an die​ser Stelle soll eine Separierung der Veränderlichen durch die Einführung einer Pro​duktfunktion durchgeführt werden. Somit erhält man gewöhnliche Differential​gleichungen in den einzelnen Veränder​li​chen.




((r,(,()   =   R(r)(Y((,()   =   R(r)(((()(((()

Die Schrödingergleichung lautet dannn
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Der linke Teil dieser Gleichung hängt nur von  r, der rechte Teil nur von  ( und ( ab. Wenn beide Seiten immer gleich sein sollen (unabhängig von den Werten er Verän​derlichen) müssen sie beide einer Konstante gleichen,  (.

Die Lösung der linken Seite soll uns hier nicht interessieren (sie hängt natürlich auch vom tatsächlichen Potential ab). Aus der rechten Gleich​ung erhält man:
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Es handelt sich hier um ein Eigenwertproblem, das ausgeschrieben lau​tet:
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bzw. - nach Trennung der Winkelkoordinaten  ( und (:
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Die linke Seite der Gleichung lautet:
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Mit der Randbedingung  ((( + 2()   (   ((().

Aus der rechten Seite der Gleichung wird:
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Um diese Gleichung mit einer schon bekannten Gleichung vergleichen zu können, wird einen Parameterwechsel durchgeführt:  x  =  cos (  und  F(x) = (((), d.h. umge​kehrt: (  = arccos x  und somit  d(  =  -(1 - x2)-1/2dx
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Die zugeordnete Legendresche Differentialgleichung beschreibt somit einen Teil der Elektronenbewegungen des Wasserstoffatoms falls  (  =  ((( + 1).

Weil diese Polynome aus den Eigenfunktionen der Legendreschen Gleichung (P((x)) entstehen (durch  m-fache Differenzierung), kann  m  nicht größer sein als  (. Es gibt somit einen mathematischen Grund für die physikalische Tatsache, dass die magne​tische Quantenzehl  m  kleiner oder gleich der Drehimpulsquantenzahl  (  sein muss.

Die Funktionen  Y((,()  =  exp(im()(P(mcos (  werden Kugelfunktionen genannt.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die sogenannte Hermitesche Diffe​rentialgleich​ung:




y"  -  2xy'  +  2(y   =   0
, ( ist eine Konstante.

Lösungsansatz:

y  =  (a( x(k+() ;  y'   =   ( (k+()a( x(k+(-1)  ;  y"   =  ( (k+()(k+(-1)a( x(k+(-2)
(  ( (k+()(k+(-1)a( x(k+(-2)  -  2 ( (k+()a( x(k+()  +  2( ( a( x(k+()   =   0

Koeffizientenvergleich führt zu folgenden Indexgleichungen:

Für ( = 0
k(k - 1)a0   =   0

(

k  =  0, 1

Für ( = 1
(k + 1)k(a0 =   0

(

k  =  0
(k=1 ( a1=0)

Für ( ( 2: 
(k + ( + 2)(k + ( + 1)a(+2  -  2(k + ( - ()a(   =   0

(
Rekursionsgleichung:

a(+2   =   
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Die Lösung ist eine unendliche Reihe, wenn aber  (  ganzzahlig ist, wird diese Reihe bei  k+(  =  (  abgebrochen. Somit wird die Lösung ein end​liches Polynom. Ist  (  ge​ra​de, wähl man:





a0   =   (-1)(/2 
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Ist  (  ungerade, wählt man:





a0   =   (-1)((-1)/2
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und erhält die Lösung:


y   =   H((x)   =   (2x)(  -  
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das Hermitesche Polynom (ten Grades.

Die Differentialgleichung




y"  +  (1 - x2 + 2()y   =   0

sieht anders aus als die Hermitesche, speziell fehlt die erste Ableitung; wird  y  je​doch durch  y  =  exp(-x2/2)(v  ersetzt, ist  y"  =  [v" - 2xv' + (x2 - 1)v](exp(-x2/2) und die Differentialgleichung lautet:




v"  -  2xv'  +  2(v   =   0

damit ist die Hermitesche Differentialgleichung wiederentstanden, und somit ist die Lösung schon bekannt. Das ist fein, weil damit ist ein wei​teres physikalisches Pro​blem schon beschrieben und gelöst: Das Pro​blem des Harmonischen Oszillators. Denken Sie an die Schrödinger​gleichung des harmonischen Oszillators:
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Die Substitution  x  =  (( Q (oder umgekehrt  Q  =  x/(1/2 ) führt zu folgen​der Differen​tialgleichung:
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Dies ist die Hermitesche Differentialgleichung mit der Lösung:




(   =   exp(-(Q2/2)Hn((1/2Q)

Die Eigenwerte lassen sich aus der folgenden Beziehung berechnen:
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mit  (  =  m(/(
(



  =   (n + ½)(2
[image: image184.wmf]h

m

m

w
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Partielle Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen entstehen bei physikalischen oder geometrischen Problemen, wenn die beteiligten Funktionen von mehr als einem Parameter abhän​gen. Bei den partiellen DGL, die bereits erschienen, wurde der allgemeine Weg zur Lösung einer solchen Differentialgleichung schon aufgezeigt: Die partielle Differen​tial​gleichung wird in gewöhnliche Differentialgleichungen der einzelnen Veränder​li​chen aufgespaltet und erst dann gelöst.

Dies setzt voraus, dass die Funktionen von mehrerer Veränderlichen als Produkt​funk​tionen dargestellt werden können, wo jeder Faktor nur von einem Veränderlichen abhängt.

Typische Beispiele partieller Differentialgleichungen sind: 

Die Wellengleichung in 1, 2 oder 3 Dimensionen:
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Die Laplacegleichung (aus der Potentialtheorie):
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Die Poisson-Gleichung (aus der Elektrostatik):
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Wobei  ( jedes Mal den Laplaceoperator darstellt (Die Summe der zweiten Ablei​tungen nach den Ortskoordinaten),  t  ist die Zeit. 

Die Lösung einer partiellen Differentialgleichung in einem vorgegebenen Bereich ist eine Funktion der unabhängigen Veränderlichen mit allen Ableitungen, die der Gleichung überall im Bereich genügen.

Normalerweise besitzt eine partielle Differentialgleichung viele verschiedene Lö​sungen, so z.B. hat die 2-Dimensionale Laplacegleichung:
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folgende Lösungen:  u  =  x2 – y2;  u  =  ex(cos y;  u  =  ln(x2 + y2), welche alle ver​schie​​den sind (linear unabhängig). Eine eindeutige Lösung wird erst durch die aufer​legten Randbedingungen festgelegt.

Als Beispiel einer partiellen Differentialgleichung soll hier eine klassisches physikali​sches Problem angeschaut werden: 

Die 2-Dimensionale Wellengleichung.
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Dieses Problem kann man sich entweder als eine schwingende Membran oder als ein zweidimensionales Kästchen vorstellen. Von der Nomenklatur her, soll die Be​schreibung hier auf die schwingende Membran bezogen werden. Weil auch die Be​deutung der Randwertbedingungen analysiert werden sollen, wird hier die Analyse für sowohl eine rechteckige als auch eine kreisförmige Membran durchgeführt. In beiden Fällen gilt, dass die Auslenkung am Rande 0 ist (beim Kästchen gehr das Potential an dieser Stelle gegen unendlich) für alle Zeiten  t ( 0.

Die Physik dazu: Eine „mathematische“ Membran ist etwas idealisiertes. Folgende Annahmen sollen hier gemacht werden:

1 Die Masse der Membran pro Flächeneinheit (die Dichte) ist konstant. Die Membran ist homogen. Die Membran ist vollkommen biegsam und so dünn, dass es keinen Widerstand gegen Deformationen gibt.

2 Die Membran ist gestreckt und wird überall am Rand (in der xy-Ebene) festgehalten. Die Spannung ist über die gesamte Membran und in allen Richtungen gleich. Diese Spannung ändert sich während der Bewegung nicht.

3 Die Auslenkungen der Membran  u(x,y,t) während des Schwingens sind klein gegenüber den Ausmaßen der Membran. Alle Winkel relativ zur xy-Ebene sind klein.

Um die Bewegungsgleichung aufzustellen, betrachtet man einen kleinen Teil der Mem​bran mit den Seiten (x  und  (y. Die Spannung  T   ist Kraft pro (Einheits-) Län​ge. Die Kräfte, die auf den Rändern des kleinen Ausschnittes wirken, sind somit an​nähernd:   T(x   bzw.   T(y,  und weil die Membran vollständig biegsam ist, sind diese Kräfte tangentiell zur Membran gerichtet.

Die horizontale Komponente der Kräfte sind die Projektionen aus Ebenen parallel zur xy-Ebenen (T(y(cos (,  T(y(cos (, usw.). Weil die Winkel klein sind, ist der Ko​si​nus annähernd 1 und weil die Kräfte an gegenüberliegenden Seiten ungefähr gleich sind, wird es kaum eine horizontale Bewegung geben. Hier soll nur die transversale oder vertikale Bewegung analysiert werden.

Die vertikale Komponente der Kräfte sind die Projektionen auf die  uy- (bzw. ux-) Ebe​nen:  T(y(sin (  bzw.  -T(y(sin (, usw. Weil die Winkel klein sind, lassen sich die Sinuswerte durch Tangenswerte annähern :

T(y(sin ( - sin ()   (   T(y(tan ( - tan ()   =   T(y[ux (x + (x, y1) – ux (x, y2)]

mit  ux  =  ((u/(x)y :

y  ( y1 ,  y2  ( y + (y.

Dementsprechend gilt für die x-Komponente :

T(x(sin ( - sin ()   (   T(x(tan ( - tan ()   =   T(x[uy (x1, y + (y) – uy ( x2, y)]

mit  uy  =  ((u/(y)x;   x  ( x1 ,  x2  ( x + (x.

Nach Newton gilt :  Kraft  =  Masse ( Beschleunigung:
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Diese Differentialgleichung ist das mathematische Modell, das analysiert werden soll. Die Anfangsauslenkung wird über die Funktion f(x,y) beschrieben:





u(x,y,0)   =   f(x,y)
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Die Anfangsgeschwindigkeit der Auslenkung ist durch die Funktion g(x,y) definiert :

In beiden Fällen soll versucht werden, die Veränderlichen zu trennen. Es lohnt sich deshalb ein Koordinatensystem zu finden, in dem die Randbedingungen besonders einfach erscheinen. Im recheckigen Fall wären dies die kartesischen Koordinaten  x, y ,  im kreisförmigen Fall die Kugelkoordinaten, r, ( (,().

Soll aber in Kugelkoordinaten gearbeitet werden, muss auch der Laplaceoperator in diesen Koordinaten aufgestellt werden. (Dies geling unter Anwendung der Kettenregel über die Beziehungen:  x  =  r cos (  und  y  =  r sin (:

[image: image257.png]Abb. 1.
Punkt P.

Kurve mit Tangente im

y
e Rl /)
|
|Say=y1-y
Plxyl !
yF———> ?;7_;;*
:AX—‘ |
a1|)(‘|—X "
L
¥ Xy ¥

Abb. 2. Zur Definition des Differen-
zen- und Differentialquotienten.
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Beschließen wir, nur Lösungen betrachten zu wollen, die allein von  r  (und nicht von () abhängen, reduziert sich der Laplaceoperator zu:

Die Rand- und Anfangsbedingungen sind somit:

[image: image259.png]Abb. 4. Zur Definition des Differentials.



[image: image260.jpg]Abb. 7. Zur Definition des bestimm- Abb. 8. Zur Anniherung der Fliche
ten Integrals. durch eine Summe von Rechtecken.



Rechteckige Membran




Kreisförmige Membran

u(0,y,t)  =  u(a,y,t)  =  u(x,0,t)  =  u(x,b,t)  =  0 ;u(R,t)   =   0

u(x,y,0)  =   f(x,y)




u(r,0)   =   f(r)   (   f(()

[image: image261.png]Abb. 18. Zur Berechnung der Arbeit bei der Expansion
eines Gases.



Variablentrennung

u(x,y,t)   =   F(x,y)(G(t)



u(r,t)   =   W(r)(G(t)






Eingesetzt

[image: image185.wmf]G

y

F

x

F

c

G

F

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

=

2

2

2

2

2

..






[image: image186.wmf]G

r

W

r

r

W

c

G

W

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

=

1

2

2

2

..



[image: image187.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

=

2

2

2

2

2

..

1

y

F

x

F

F

G

c

G






[image: image188.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

=

r

W

r

r

W

W

G

c

G

1

1

2

2

2

..



Beide Terme der obigen Gleichungen müssen konstant


sein, weil sie jeweils von unabhängigen Variablen ab-


hängen. Diese Konstanten nennen wir  -(2.
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Die Gleichungen spalten jeweils in zwei auf




        (mit c((  =  (  gilt:)

a
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Die Gleichung  a  ist schon bekannt (harm. Osz.)




Die allgemeine Lösung lautet:




G   =   A* cos (it   +   B* sin (it

Bei  F  soll noch eine Variablentrennung
Bei  W  wird eine neue Parameter             durchgeführt werden:  F(x,y)  =  H(x)(Q(y)
eingeführt:  s  =  (2(r
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Bessel-Gleichung  allgemeine Lösung
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W  =  c1J0(s)  +  c2Y0(s)
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J0 :  Besselfunktion 1. Art

mit  (2 - k2   =   p2  wird



Y0 :  Besselfunktion 2. Art

b'          
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Y0(s)  (  (  für  s(0  (  c2  =  0

dann ist  c1  =  1  und

H(x)   =   A cos kx  +  B sin kx


W   =   J0(s)   =   J0((2r)

Q(y)   =   C cos py  +  D sin py

Randbedingungen

H(0)  =  0  (  A  =  0



r  =  R:  u(R,t)  =  W(r) G(t)  =  0

H(a)  =  B sin ka  =  0  (  k = m(/a

W(r)   =   J0((2R)   =   0


[image: image262.png]Z
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Abb. 16. Graphische Darstellung
einer konstanten Kraft.




m  ganzzahlig





Q(0)  =  0  (  C  =  0

Q(b)  =  D sin pb  =  0  (  p  =  n(/b

n  ganzzahlig

(
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p2  =  (12  -  k2;  (1  =  c(1



J0(s)  =  1 - 
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(
(mn   =   (1  =  c( 
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(m  =  (2  =  (m/R; Wm(r)  =  J0((mr/R)






Lösungen
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um(r,t)  =  (A*mcos (mt  +  B*msin (mt)J0((mr)





Normalschwingungen

(Quadratische Membran)




(Winkelunabhängigkeit)
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Die Anfangsbedingungen werden verwendet, um A*mn, B*mn A*m  und B*m  zu be​rech​nen. Es soll hier nicht darauf eingegangen werden. Nur die Koeffizienten werden ge​zeigt:
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Doppelte Fourier-Reihe



Forier-Bessel-Reihe

Funktionaltransformationen

Es ist deutlich geworden, dass es durchaus einen Sinn haben kann, Funktionen in Po​tenzreihen zu entwickeln ; es wäre aber sicherlich auch interessant zu wissen, ob eine Entwicklung nach anderen Reihen möglich (und sinnvoll) wäre. Um eine kon​krete Frage zu stellen: Ist es möglich, eine periodische Funktion (Periode 2() in Ko​[image: image264.png]I T T I T N JO T T

Ny =1 D
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sinus- oder Sinusfunktionen zu entwickeln?

oder, weil das Glied mit n = 0 gleich herausgezogen werden kann ,sin 0 =0, cos 0 =1
[image: image265.png]. Qk_/oi

Abb. 21. Verlauf einer Funktion sowie derer Ab-
leitungen in der Umgebung von charakteristischen
Kurvenpunkten.




Die Periode dieser Funktion ist 2(. an und bn sind Koeffizienten, deren Wert durch die Reihenentwicklung festgelegt werden müssen.

[image: image266.png]


Um die gestellte Frage zu beantworten, wird zunächst über die Periode integriert, wo​bei angenommen wird, dass die Reihe gleichmäßig konvergiert, weshalb Integration und Summation vertauscht werden können:
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Die Integrale der Sinus- und Kosinusfunktionen sind Null. Somit lässt sich der erste Koeffizient b0 berechnen:
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Anschließend wird jedes Element der Gleichung mit  sin(m(x/()  multipliziert und es wird wieder über eine ganze Periode integriert:

Für diese Integrale gilt bei der Integration über eine ganze Periode:
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Bei der Integration verschwinden somit fast alle Glieder der rechten Seite. Übrig bleibt nur:
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So können alle Koeffizienten  an  bestimmt werden.

Multiplikation mit  cos(m(x/() und anschließende Integration führt zu:
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Die periodische Funktion  f(x)  wurde somit mit Hilfe der Fourierkoeffizienten  an  und  bn  als Fourierreihe entwickelt.

Hierzu sollen gleich zwei Beispiele analysiert werden:

Beispiel 1:
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f(x)  =   x
für   0  (  x  (  1








f(x)  =  -x
für  -1  (  x  (  0

Periodisch fortgesetzt. ( = 1; 
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Periode: 2(( =  2

Zuerst wird b0 bestimmt:







=   ½ [ ½ + ½ ]   =   ½
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[Partielle Integration:]

Die entsprechende Rechnung für (x sin n( dx  führt zum selben Ergebnis, nur mit umgekehrten Vorzeichen.





(
an   =   0

Schließlich werden auch die  bn Koeffizienten bestimmt:
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Die Entwicklung von f(x) lautet somit:
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Beispiel 2:
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Die Entwicklung von f(x) lautet somit:



f(x)   =   (4/()(sin (x  +  (1/3)sin 3(x  +  (1/5)sin 5(x  +  . . .  )

Über die Eulerrelationen sind sinus und kosinusfunktionen mit der Exponential​funk​tion verknüpft:
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Periodische Funktionen lassen sich somit nicht nur nach sinus- oder kosinus​funk​tionen entwickeln, sondern auch (sogar allgemeiner) nach Exponentialfunktionen:
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oder (ohne zuerst über die Entwicklung nach sinus- oder kosinusfunktionen gehen zu müssen):
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Periodische Funktionen lassen sich offensichtlich in Fourier-Reihen entwickeln. Ist dies auch für nicht-periodische Funktionen möglich? Eine solche Funktion soll be​schränkt und stückweise monoton sein - aber muss eben nicht periodisch sein. Um die gestellte Frage zu beantworten, soll wieder von einer periodischen Funktion aus​gegangen werden, nur soll die Länge der Periode dann gegen unendlich wachsen dürfen.

Für eine periodische Funktion gilt, wie eben gesehen:

� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���








� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���








� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���








�PAGE \# "'Seite: '#'�'"  ��





PAGE  
54

[image: image283.png]Ungedimpfte erzwungene
Schwingungen fiir o ~ W,
Schwebung.

o

-
e
o
-
//\
—_
-
—
LN\
— \J t
T

~——
~—
—

/

Eine partikul'ég‘ehLE;sung des
erzwungenen Schwin -
blems igm Resonanzf lil.ngspro



[image: image284.png]t U/\f f

(1) ositive (1) ositive '/&—Ce""“

22) eine Anf.Geschw. §2) eine Anf. Geschw.

3) negative 3) mnegative
Typische Bewegungen isch 3 Typische Bewegungen
i:mﬁiiberged'a'mp te§ gpii?tiicﬁgﬁv 9 al.ﬁ'xgen bglp gec:lieimpftef;g Schwin-

a gungen



[image: image285.wmf]0

)

(

0

)

(

0

*

2

=

=

=

w

w

w

d

Nenner

d

sogar

oder

d

Nenner

d

entspricht

d

dC

[image: image286.wmf](

)

0

2

)

(

4

0

)

(

)

(

2

2

2

0

2

2

2

2

2

0

2

=

+

-

-

®

=

+

-

c

m

c

m

d

d

w

w

w

w

w

w

[image: image287.wmf][

]

[

]

2

/

1

2

2

0

2

0

2

/

1

2

2

2

2

0

2

0

*

max

4

2

)

(

)

(

c

m

c

mF

c

m

F

C

-

=

+

-

=

®

w

w

w

w

[image: image288.wmf]0

=

D

u

[image: image289.jpg]Der Verstirkungsfaktor ¥ /F_in Abhingigkeit von
DL e A v ellise CWart von & 5t markiert



[image: image290.jpg]PLr8,5)




[image: image291.wmf]f

u

=

D

[image: image292.wmf]0

2

2

2

2

=

¶

¶

+

¶

¶

y

u

x

u

[image: image293.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

¶

¶

+

¶

¶

D

D

=

ú

û

ù

ê

ë

é

¶

¶

D

D

+

ú

û

ù

ê

ë

é

¶

¶

D

D

=

2

2

2

2

y

u

x

u

y

x

T

y

u

y

x

T

x

u

x

y

T

y

x

[image: image294.wmf]u

c

y

u

x

u

c

y

u

x

u

y

x

y

x

T

t

u

D

=

ú

û

ù

ê

ë

é

¶

¶

+

¶

¶

=

ú

û

ù

ê

ë

é

¶

¶

+

¶

¶

D

D

D

D

=

¶

¶

®

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

r

[image: image295.wmf])

,

(

|

)

,

,

(

0

y

x

g

t

t

y

x

u

t

=

¶

¶

=

[image: image296.wmf]2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

J

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

+

¶

¶

=

D

u

r

r

u

r

r

u

y

u

x

u

u

[image: image297.wmf]r

u

r

r

u

u

¶

¶

+

¶

¶

=

D

1

2

2

[image: image298.wmf])

(

)

(

)

,

(

0

0

J

g

r

g

t

u

y

x

g

t

u

t

t

¹

=

¶

¶

=

¶

¶

=

=

[image: image299.png]Membrane

]

|
_
|
|

x-"  Nx+Ax




[image: image300.png]


[image: image301.png]R RS Dol = T o Iinmianial « S




[image: image302.png]F=——

UL

1

U3y

13

U2

m=2

m=1



[image: image303.wmf]å

¥

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

0

?

cos

sin

)

(

n

n

n

x

n

b

x

n

a

x

f

l

l

p

p

[image: image304.wmf]å

¥

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

=

1

0

cos

sin

)

(

n

n

n

x

n

b

x

n

a

b

x

f

l

l

p

p

[image: image305.wmf]ò

å

ò

-

¥

=

-

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

=

l

l

l

l

l

l

dx

x

n

b

x

n

b

dx

x

f

n

n

1

0

)

cos

(sin

)

(

p

p

[image: image306.wmf]å

ò

å

ò

ò

ò

¥

=

-

¥

=

-

-

-

+

+

=

1

1

0

cos

sin

)

(

n

n

n

n

dx

x

n

b

dx

x

n

a

dx

b

dx

x

f

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

p

p

[image: image307.wmf]ò

ò

-

-

=

®

×

=

l

l

l

l

l

l

dx

x

f

b

b

dx

x

f

)

(

2

1

2

)

(

0

0

[image: image308.wmf]ò

ò

å

ò

å

ò

-

-

¥

=

-

¥

=

-

+

+

=

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

1

1

0

sin

cos

sin

sin

sin

sin

)

(

n

n

n

n

dx

x

m

x

n

b

dx

x

m

x

n

a

dx

x

m

b

dx

x

n

x

f

p

p

p

p

p

p

[image: image309.wmf]ò

-

=

l

l

l

l

n

und

m

alle

für

dx

x

m

x

n

0

sin

cos

p

p

[image: image310.wmf]ò

-

î

í

ì

=

¹

=

l

l

l

l

l

m

n

wenn

m

n

wenn

dx

x

m

x

n

0

sin

sin

p

p

[image: image311.wmf]ò

ò

-

-

=

®

×

=

l

l

l

l

l

l

l

l

dx

x

n

x

f

a

a

dx

x

m

x

f

n

m

p

p

sin

)

(

1

sin

)

(

[image: image312.wmf]ò

-

=

l

l

l

l

dx

x

n

x

f

b

n

p

cos

)

(

1

[image: image313.wmf]ò

ò

ò

-

-

ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

=

=

1

1

0

1

1

0

0

)

(

2

1

)

(

2

1

dx

x

dx

x

dx

x

f

b

[image: image314.wmf]ò

ò

ò

-

-

+

-

=

×

=

1

1

0

1

1

0

)

sin(

)

sin(

)

(

1

sin

)

(

1

dx

x

n

x

dx

x

n

x

dx

x

n

dx

x

f

a

n

p

p

p

[image: image315.wmf]ò

ò

-

-

-

-

-

-

-

=

-

0

1

0

1

0

1

cos

)

(

1

cos

sin

)

(

dx

x

n

x

n

x

n

n

x

dx

x

n

x

p

p

p

p

p

[image: image316.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

+

=

gerade

n

wenn

n

ungerade

n

wenn

n

n

n

n

n

a

n

p

p

p

p

p

p

1

1

sin

cos

2

2

[image: image317.wmf]ò

ò

ò

-

-

ï

î

ï

í

ì

-

=

×

+

×

-

=

×

×

=

0

1

1

0

2

2

0

1

0

4

cos

cos

)

(

cos

)

(

1

gerade

n

für

ungerade

n

für

n

dx

x

n

x

dx

x

n

x

dx

x

n

x

f

b

n

p

p

p

p

[image: image318.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

-

=

L

x

x

x

x

f

p

p

p

p

5

cos

5

1

3

cos

3

1

cos

4

2

1

)

(

2

2

2

[image: image319.jpg]


_1331839168.unknown

_1332401932.unknown

_1332503639.unknown

_1332791840.unknown

_1332876653.unknown

_1333007479.unknown

_1333112626.unknown

_1333113007.unknown

_1333113891.unknown

_1333114240.unknown

_1333114340.unknown

_1333113441.unknown

_1333112899.unknown

_1333112954.unknown

_1333112832.unknown

_1333007600.unknown

_1333112510.unknown

_1333007563.unknown

_1332877132.unknown

_1332916082.unknown

_1332917351.unknown

_1333007105.unknown

_1332916988.unknown

_1332915556.unknown

_1332876803.unknown

_1332875321.unknown

_1332875816.unknown

_1332876432.unknown

_1332875525.unknown

_1332832019.unknown

_1332832853.unknown

_1332845516.unknown

_1332875087.unknown

_1332845049.unknown

_1332832403.unknown

_1332792618.unknown

_1332831259.unknown

_1332831815.unknown

_1332791942.unknown

_1332705717.unknown

_1332791118.unknown

_1332791742.unknown

_1332791797.unknown

_1332791456.unknown

_1332747734.unknown

_1332748370.unknown

_1332748713.unknown

_1332754301.unknown

_1332747962.unknown

_1332706005.unknown

_1332706120.unknown

_1332705857.unknown

_1332658493.unknown

_1332664323.unknown

_1332665318.unknown

_1332666038.unknown

_1332667917.unknown

_1332665685.unknown

_1332664763.unknown

_1332658953.unknown

_1332659253.unknown

_1332658841.unknown

_1332513084.unknown

_1332515066.unknown

_1332515213.unknown

_1332513260.unknown

_1332506320.unknown

_1332511503.unknown

_1332513069.unknown

_1332507151.unknown

_1332506060.unknown

_1332415739.unknown

_1332488544.unknown

_1332494072.unknown

_1332503408.unknown

_1332503517.unknown

_1332503197.unknown

_1332491305.unknown

_1332493951.unknown

_1332489290.unknown

_1332430688.unknown

_1332488082.unknown

_1332488295.unknown

_1332430876.unknown

_1332429841.unknown

_1332430207.unknown

_1332426931.unknown

_1332411374.unknown

_1332411981.unknown

_1332413710.unknown

_1332415427.unknown

_1332413088.unknown

_1332411698.unknown

_1332411856.unknown

_1332411499.unknown

_1332406189.unknown

_1332406685.unknown

_1332406751.unknown

_1332406360.unknown

_1332402169.unknown

_1332402449.unknown

_1332402027.unknown

_1332095203.unknown

_1332186896.unknown

_1332264123.unknown

_1332265852.unknown

_1332268505.unknown

_1332401502.unknown

_1332268410.unknown

_1332264499.unknown

_1332264601.unknown

_1332264222.unknown

_1332189073.unknown

_1332190089.unknown

_1332230093.unknown

_1332263952.unknown

_1332230604.unknown

_1332229711.unknown

_1332189137.unknown

_1332187135.unknown

_1332188652.unknown

_1332186939.unknown

_1332183713.unknown

_1332186037.unknown

_1332186369.unknown

_1332186813.unknown

_1332186254.unknown

_1332184080.unknown

_1332184533.unknown

_1332183865.unknown

_1332097284.unknown

_1332183650.unknown

_1332183698.unknown

_1332097376.unknown

_1332183382.unknown

_1332095527.unknown

_1332095780.unknown

_1332095324.unknown

_1332001639.unknown

_1332013361.unknown

_1332056080.unknown

_1332090955.unknown

_1332091463.unknown

_1332092098.unknown

_1332091134.unknown

_1332064202.unknown

_1332065486.unknown

_1332090570.unknown

_1332065091.unknown

_1332063435.unknown

_1332053776.unknown

_1332054738.unknown

_1332055629.unknown

_1332054469.unknown

_1332014076.unknown

_1332053575.unknown

_1332013802.unknown

_1332005336.unknown

_1332011990.unknown

_1332012930.unknown

_1332011679.unknown

_1332002198.unknown

_1332005216.unknown

_1332002110.unknown

_1331926243.unknown

_1331928730.unknown

_1332001425.unknown

_1332001509.unknown

_1331929299.unknown

_1332000327.unknown

_1331929662.unknown

_1331928955.unknown

_1331928261.unknown

_1331928312.unknown

_1331926372.unknown

_1331919423.unknown

_1331919850.unknown

_1331921924.unknown

_1331919713.unknown

_1331839788.unknown

_1331919247.unknown

_1331839329.unknown

_1331796340.unknown

_1331802308.unknown

_1331821828.unknown

_1331824700.unknown

_1331838432.unknown

_1331838820.unknown

_1331824807.unknown

_1331822329.unknown

_1331822834.unknown

_1331822092.unknown

_1331819193.unknown

_1331821158.unknown

_1331821275.unknown

_1331819389.unknown

_1331818672.unknown

_1331818916.unknown

_1331818567.unknown

_1331798706.unknown

_1331800937.unknown

_1331801581.unknown

_1331801665.unknown

_1331801024.unknown

_1331800437.unknown

_1331800492.unknown

_1331800154.unknown

_1331800401.unknown

_1331797944.unknown

_1331798440.unknown

_1331798599.unknown

_1331798077.unknown

_1331797373.unknown

_1331797486.unknown

_1331796809.unknown

_1331654870.unknown

_1331713758.unknown

_1331737163.unknown

_1331737957.unknown

_1331742259.unknown

_1331737415.unknown

_1331715184.unknown

_1331717954.unknown

_1331714548.unknown

_1331713094.unknown

_1331713332.unknown

_1331713434.unknown

_1331713260.unknown

_1331659610.unknown

_1331712299.unknown

_1331659460.unknown

_1331623860.unknown

_1331638973.unknown

_1331653056.unknown

_1331653837.unknown

_1331654480.unknown

_1331654620.unknown

_1331654315.unknown

_1331653590.unknown

_1331652557.unknown

_1331653031.unknown

_1331640718.unknown

_1331625130.unknown

_1331630064.unknown

_1331638514.unknown

_1331628552.unknown

_1331624566.unknown

_1331625033.unknown

_1331624248.unknown

_1331554959.unknown

_1331560075.unknown

_1331623628.unknown

_1331559957.unknown

_1331553510.unknown

_1331554677.unknown

_1331553305.unknown

