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Vorwort

Richard Feynman (Nobelpreis fiir Physik 1965) bemerkte einmal: I think I can
safely say that nobody understands quantum mechanics.“

Zweck dieser Vorlesung ist es, den Studierenden darzulegen, wie man quanten-
mechanische Berechnungen durchfiihrt.

Fragestellungen betreffend die Interpretation und die mit der Quantenmechanik
einhergehenden Probleme in der Philosophie werden am Ende der Vorlesung (nur
ganz kurz) zur Sprache kommen.







1 Teilchen oder Welle?

Wir betrachten ein einfaches kinematisches Problem der klassischen Physik. Ein

Teilchen (Massenpunkt) der Masse m soll sich unter dem Einfluss einer Kraft F

bewegen. Wie sieht die Bahnkurve r (¢) des Teilchens als Funktion der Zeit aus?
Handelt es sich sich um eine konservative Kraft, so gilt bekanntlich

F(r)=-VV (1), (1.1)

wobei V' (r) die potentielle Energie des Teilchens ist. In der elementaren Mechanik
wird dieses Problem gel6st, in dem ausgehend von einer vorgegebenen Anfangspo-
sition ro und vorgegebenen Anfangsgeschwindigkeit v zur Zeit ¢t = 0 die Position
r (t) des Teilchens zu spateren Zeiten ¢ > 0 aus der Newton’schen Bewegungs-
gleichung berechnet wird:
42

Mot (t)=F][r(t)]. (1.2)
Dies ist eine Anfangswertaufgabe fiir eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung in der Zeit und bestimmt (im Prinzip in deterministischer Weise) die
Bahnkurve r (¢) des Teilchens.

In der Quantenmechanik wird dieses Problem vollig anders angegangen. Anstelle
der Newton’schen Bewegungsgleichung zur Bestimmung der Trajektorie r (t) des
Teilchens wird eine lineare partielle Differentialgleichung, die sog. Schrodinger-
Gleichung;, fiir eine dem Teilchen zugeordnete Wellenfunktion V¥ (r,¢) betrach-
tet:

) 1 (b )
Als Vorfaktor der partiellen Ableitungen % und V = (%7 8%2, %) tritt hier die
fundamentale Konstante der Quantenmechanik auf, namlich h = % = 1.054572 x

10—3* Js, wobei h das Planck’sche Wirkungsquantum ist. Die Zahl i = \/—1 ist
die imaginare Einheit in der komplexen Zahlenebene. Zur Beschreibung physikali-
scher Sachverhalte werden in der Quantenmechanik also unbedingt die komplexen
Zahlen benotigt. Die Wellenfunktion W (r, t) des Teilchens ist eine komplexe skala-
re Funktion des Orts r und der Zeit ¢. Das Symbol V? = % + % + % bezeichnet

den Laplace-Operator.




1 Teilchen oder Welle?

Da die Schrodinger-Gleichung eine lineare partielle Differentialgleichung ist,
gilt das Superpositionsprinzip. Sind etwa ¥, (r,¢) und ¥, (r,¢) Losungen der
Schrodinger-Gleichung, so ist mit beliebigen komplexen Konstanten c¢; und ¢y
auch die Linearkombination

\If(r,t) = C[\IJ[ (I',t) +CI[\I/[] (I‘,t) (14)

eine Losung der Schrodinger-Gleichung.

Zur Illustration des Superpositionsprinzips in der Quantenmechanik betrachten
wir ein fundamentales Experiment fiir freie Elektronen, siehe Abb. 1.2, das sog.
Doppelspalt-Experiment. Aus einer Feldemissionsquelle treten einzelne Elektronen
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Abbildung 1.1: Doppelspalt-Experiment mit nur einem Elektron nach A. Tonomura

Detector

aus und gelangen nach Durchqueren einer Potentialdifferenz eU in eine sog. Bi-
prisma-Anordnung, siehe Abb. 1.2, und schlagen anschlieBend auf einen Detektor
auf, wobei (mittels einer Elektronik) der Einschlagpunkt des Elektrons auf der
Oberflache des Detektors visualisiert und abgespeichert wird. Die in die Appara-
tur, siehe Abb. 1.1, eintretenden Elektronen mit fixer Energie £ = 22 ynd fixem

2m
Impuls p definieren ein Ensemble identisch préaparierter Teilchen mit de Broglie-
Wellenlange A = % = % Fiir das Gelingen des Experiments ist es wichtig,

dass immer nur ein Elektron zur Zeit unterwegs ist, und dass der Durchmesser des
Filamentdrahtes im Biprisma deutlich kleiner ist als die raumliche Kohéarenzlan-
ge D = ﬁ der Elektronen (o ist der Offnungswinkel des Elektronenstrahls). Das
Elektron interferiert beim Durchqueren der Anordnung dann sozusagen mit sich
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Abbildung 1.2: Elektron-Biprisma-Anordnung nach G. Méllenstedt

selbst, da es einmal den linken (L) und einmal den rechten (R) Pfad vorbei am po-
sitiv gespannten Filamentdraht in der Mitte der Anordnung einschlagen kann. Sei
U, (r,t) die Wellenfunktion des Elektrons, wenn es den linken Pfad nimmt, und sei
U (r,t) die Wellenfunktion des Elektrons, wenn es den rechten Pfad nimmt. Die
resultierende Wellenfunktion des Teilchens, nachdem es die Biprisma-Anordnung
in Abb. 1.2 durchlaufen hat, ist am Ort rp auf dem Detektorschirm eine Super-
position beider Alternativen, d.h.

\If(I'D,t) :‘I/L (I‘D,t)—i-\I’R (I‘D,t). (15)

Dass tatsdchlich ein und nur ein Elektron die Biprisma-Anordnung (wie be-
schrieben) durchlaufen hat, wird dadurch festgestellt, dass immer nur ein scharf
lokalisierter heller Leuchtpunkt entsteht, der die Einschlagposition des betreffen-
den Elektrons auf dem zweidimensionalen Detektorbildschirm wiedergibt, siehe
Abb. 1.1. Nach erfolgter Ortsmessung ist die vormals iiber die Apparatur ausge-
dehnte Wellenfunktion des Elektrons auf einen geometrischen Punkt lokalisiert. In
Abb. 1.3 sehen wir die Ergebnisse des Doppelspalt-Experiments fiir eine Anzahl N
identisch praparierter Elektronen, welche nacheinander die Apparatur durchlaufen
haben, und auf dem Detektorbildschirm ihre jeweiligen Einschlagpunkte als helle
Leuchtpunkte markieren. Man kénnte vermeintlich glauben, es sei nur deshalb In-
terferenz beobachtet worden, weil eben zwei Elektronen, die die Apparatur gleich-
zeitig durchlaufen haben, interferieren. Aber die Bedingungen des Experiments




1 Teilchen oder Welle?

Abbildung 1.3: Entstehung des Interferenzmusters fir N > 1 nach A. Tonomura; a:
N =8, b: N =200, c: N =6000, d: N = 140000.
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schlieen diese Moglichkeit ohne den geringsten Zweifel aus! Aus der Feldemissi-
onsquelle treten nur wenige Elektronen pro Sekunde aus. Die Elektronen werden
typischerweise durch eine Potentialdifferenz U von 50 kV beschleunigt, wobei sie
eine Geschwindigkeit von 120000 kTm ~ (.4c erreichen. Damit ist die Verweildauer
in der etwa 1 m langen Apparatur weniger als 10 ns. Die Zeitspanne, die verstreicht,
bis ein Leuchtpunkt die Einschlagposition des Elektrons auf dem Detektorschirm
markiert, ist noch erheblich kiirzer. Es befindet sich somit mit (nahezu) 100 %
Gewissheit immer nur ein Elektron zur Zeit in der Apparatur, und doch findet
man fiir V> 1 ein charakteristisches Interferenzmuster fiir die Intensitit auf dem
Detektorbildschirm, so wie man es vom bekannten Doppelspalt-Experiment der
Wellenoptik her kennt (Abb. 1.3d).

Gemaf der statistischen Deutung der Wellenfunktion (Max Born 1926) ist das
Betragsquadrat der Wellenfunktion | (r, )|* ein Ma8 fiir die Wahrscheinlichkeits-
dichte des Teilchens am Ort r zur Zeit t. Genauer gilt, die Grofie

Ps(t) = /Gd?’r’ () (1.6)

ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, zur Zeit ¢t das Teilchen im Inneren eines Gebietes
G C R? anzutreffen. Somit ist 0 < Pg (t) < 1. Steht fest, dass das Teilchen sich
nie in G aufhélt, so ist Py (t) = 0. Steht fest, dass das Teilchen sich ausschliefllich
nur in G befinden kann, so ist Py (t) = 1.

Demnach gilt fiir eine Position rp auf dem Detektorschirm

W (e ) = [ (ep, 1)+ W (rp,0)] [V (xp.1) + Wi (v, )] (1.7)
= |y, (rp,B)° + [Wg (rp, )] + 2Re |W] (rp,t) W (rp,1)] .

Die Ursache fiir das in Abb. 1.3d sichtbare Interferenzmuster ist auf den Term
2Re {\IJTL (rp,t) Vg (rp, t)} zuriickzufiithren.

Man muss also zur Kenntnis nehmen, dass es in der Quantenmechanik offenbar
vom Typ des Experiments abhéngt, ob das Elektron als Teilchen oder als Welle in
Erscheinung tritt! Der Bruch mit den Modellvorstellungen der klassischen Physik
ist total.

Da das Teilchen (im vorliegenden Fall) jederzeit mit Sicherheit irgendwo im
Raum R? anzutreffen ist, gilt notwendig bei Intregration iiber alle Orte r':

/ & |0 ()2 = 1. (1.8)
R3

Physikalisch sinnvolle Wellenfunktionen zur Beschreibung eines Teilchens sind in
der Quantenmechanik auf Eins normiert. Man bezeichnet solche Wellenfunktionen
als quadrat-integrierbar.

Gegeben sei eine rdumliche Anfangsverteilung ¥ (r,t = 0) = ¥ (r) der Wellen-
funktion eines Teilchens zur Zeit ¢ = 0. Dann ldsst sich die Wellenfunktion W (r, t)
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1 Teilchen oder Welle?

des Teilchens zu spéteren Zeiten ¢ > 0 durch Losen eines Anfangswertproblems aus
der Schrodinger-Gleichung berechnen. In diesem Sinne ist die Quantenmechanik
deterministisch! Zugleich ist die Quantenmechanik auch vollig unbestimmt, da der
Ausgang einer Einzelmessung, etwa der Messung der kartesischen Koordinate 7;
des Positionsvektors r des Teilchens zur Zeit ¢, nicht mit Bestimmtheit vorhersag-
bar ist. Die j-te kartesische Koordinate der Position des Teilchens zum Zeitpunkt
t besitzt den Erwartungswert

Py = /R3d3r'|xp(r',t)y2r; (1.9)
By = (r(t))y (r2(t))g (rs())y -

Die Grofle (t), ist dabei ausdriicklich nicht der Mittelwert einer Serie nacheinander
durchgefiihrter Ortsmessungen am selben Teilchen! Denn nach jeder Ortsmessung
befindet sich das Teilchen womoglich in einem anderen Zustand, der dann wieder-
um durch eine neue (andere) Wellenfunktion zu beschreiben wére! Man spricht in
diesem Zusammenhang vom Kollaps der Wellenfunktion als Resultat einer Ein-
zelmessung.

Die Deutung des Erwartungswertes (&), als Mafl fir die instantane Position
des Teilches ist in der Quantenmechanik eine andere. Sie bezieht sich auf ein En-
semble von (im Prinzip unendlich vielen) identisch praparierten Teilchen, dessen
Mitglieder alle durch ein und dieselbe Wellenfunktion W (r, ¢) beschrieben werden.
Das 3-Tupel von Zahlen (t), liefert den wahrscheinlichsten Wert dafiir, bei einer
Ortsmessung die Mitglieder dieses Ensembles mit einer Ortskoordinate r zur Zeit
t anzutreffen. Der Erwartungswert Gl. (1.9) ist zugleich der Mittelwert wieder-
holt durchgefiihrter Ortsmessungen an einem Ensemble identisch praparierter
Teilchen, die sich alle zur Zeit ¢ = 0 im Ausgangszustand ¥ (r) befunden haben!

Damit die Messung der Position eines Teilchens ein sinnvolles Ergebnis liefert,
muss die Streuung der Messwerte um den Erwartungswert (7;)y klein sein. Man
berechnet dazu das sog. Schwankungsquadrat:

A ()] = (7)), — (7% (1.10)
= ([i=a]"), >0

Je kleiner das Schwankungsquadrat einer Observablen ist, desto grofler ist die
Konfidenz dafiir, im Experiment den berechneten Erwartungswert der Observablen
tatsachlich zu messen.
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Abbildung 1.4: Quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir ein lokali-
siertes Teilchen bei = = 0.5 (rote Linie) und ein weniger gut lokali-
siertes Teilchen bei = = 2 (blaue Linie).
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2 Ort, Impuls und das Theorem von
Ehrenfest

Ausgehend von Gl. (1.9) fiir den Erwartungswert (7;)y der Position eines durch die
Wellenfunktion W (r,¢) beschriebenen Teilchens interessieren wir uns jetzt dafir,
wie schnell sich das Teilchen bewegt. Dazu berechnen wir die Geschwindigkeit als
erste Ableitung des Erwartungswertes des Ortes nach der Zeit:

d ~ d 3,/ / /
Sl = o [ ar P (2.1)

- d3’a[\1ﬁ(r £) W (v, )]

ot
;
= /RS d?r’ (lgt\ll (r, t)] rw () + T (e ) lgt\ll (', t)])

1
— = d3 /
1h Jrs "

X (l—m;xp (r', t)] T (e t) + U (e ) lz‘h;\lf (', t)D

A ey eve v} o

3 1 3
ik Jes 9
(1) { {Z}H (tv) +v (r’)} (r, t)}
(V2w (o, 1)] )0 (v, 1)
_ i d37”/
1h Jr3

—Ut(x/ )7 {+EV’2\I/ (r/, t)}

8 0 T (! ’ /
e (2t 2+ ) W )| o )
= - r
ith/R3

—wt (! 1) [( o+ 8,2)x1/<r',t)]

Terme mit zweiten Ortsableitungen 5?2 und j # m kompensieren sich nach par-
tieller Integration gegenseitig zu Null Randterme geben keinen Beitrag, wenn wir
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2 Ort, Impuls und das Theorem von Ehrenfest

voraussetzen, dass die Wellenfunktion gentigend rasch im Unendlichen abféllt. Ist
das Teilchen stattdessen im Inneren eines Gebietes G C R? fiir alle Zeiten einge-
schlossen, so fallen die Randterme ebenfalls weg, wenn die Wellenfunktion auf der
Oberflaiche OG des Gebietes G den Wert Null annimmt. Diese Annahme wollen
wir im Folgenden immer stillschweigend treffen!

Es bleibt somit nur der Term mit j = m iibrig (der Index j ist fix, tiber doppelt
auftretende Indices wird hier nicht summiert):

d A _ 1 h 3.0 i T (s i / /
i)y = o [ d ( [ v (r,t)] 5 v (o, )] (2.2)

J

+6§"§- [\I!Jr (r',t) rﬂ l@arg\p (', t)])

1 h 0 o
= —— [ &= | S| U )+ () | ()] ]
2m 1 43 " < [arg (I‘ ) )1 (I' ’ ) + (I' ) ) 87"; (I‘ ) )
Nochmalige partielle Integration des ersten Terms auf der rechten Seite liefert

schlie3lich

d .. 1 3 sqt s o B0 ,
P (Fi)g = m/de T (r', 1) ; ar;\If(r,t).
Dann gilt nach dem Gesagten:
d . 1,
3 Tide = —{Di)y -

Dieses Ergebnis legt es nahe, den Erwartungswert fiir den Impuls eines Teilchens
zu definieren als

A 3 A
(g = [, W (00 5,0 (1),
d.h. es ist dem Impuls eines Teilchens in der Quantenmechanik ein Operator p;

zugeordnet:
. _ho

p; =

- 2.3
) 87“j ( )
Entsprechend kénnen wir fiir den Erwartungswert der Position des Teilchens schrei-
ben

~ 3 ~

(Fi)g = /R3 't (v ) 70 (0t
d.h. es ist dem Ort des Teilchens in der Quantenmechanik ein entsprechender
Operator 7; zugeordnet.

Die Operatoren #; bzw. p; liefern bei Anwendung auf eine quadratintegrierbare
Wellenfunktion W (r',¢) ganz verschiedene Ergebnisse:

(e, t) = v (r,t) (2.4)
R , ~ h o ,
pj\ll (I',t) - ;ai’l"éqj (I',t).
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Bei den oben definierten Operatoren 7; und p; handelt es sich also um hermi-
tesche Operatoren auf dem Hilbert Raum L? (R3). Offensichtlich kommt es bei
Operatoren auf die Reihenfolge an (!):

A A A h
(s 0 7y =Ty 0 ps) W (v, 8) = [py, 7y ] W (x', 1) = 055 W (r', ).

Da die Wellenfunktion ¥ (r’,t) nach Anwendung des Kommutators von Orts- und
Impuls-Operator identisch reproduziert wird, schreibt man kiirzer:

[, 7y] = Dj 0 Fy =Ty 0Dy = dj5~1,

wobei 1 der Identitétsoperator ist.
Entsprechend zur vorherigen Betrachtung zeigen wir fiir die zeitliche Anderung
des Erwartungswertes des Impulses:

d d 1o )
— (. - /\IJT / i I e 9

s ([0, (o :
- /Rg“([at‘l’“] (Far) v

h o 0 ,
z@r’) [&fllf (r ,t)] ) (2.6)

d3r/
th Jr3 )
LUt () {ﬁd@] 224 v ()] v (1)
Fﬂ 3,./ / av (I‘/) /
= ]R3d \I/(r,t)[ o U (r',t)

wobei ,,p.I“ fiir partielle Integration steht.
Die definierten Erwartungswerte fiir Ort und Impuls eines Teilchens besitzen in
der Quantenmechanik eine Abhédngigkeit von der Zeit, die auf den ersten Blick mit

17



2 Ort, Impuls und das Theorem von Ehrenfest

den Gesetzen der klassischen Mechanik kompatibel ist (Ehrenfest 1927):

d . 1,
&<Tj>\p = E<]>\I} (2.7)

d . B vV (r)
A <_6r]>q,

Im Fall einer quadratischen Abhangigkeit des Potentials von der Koordinate r;
(Harmonischer Oszillator) liefert die Quantenmechanik und die klassische Mecha-
nik ein identisches Ergebnis fiir die zeitliche Abhéngigkeit von Ort und Impuls,
denn es gilt fiir den Spezialfall

c c c
Vi(r)= 517‘% + 527“3 + 537“% (2.8)

die Relation

Allgemein gilt aber

<_5‘7 (r)> 4 IV ({B)y)

oy |y o(fj)y
Man muss demnach (aufler beim Harmonischen Oszillator) immer quantenmecha-
nisch rechnen!

Nach dem Gesagten dirfen wir die Schrodinger-Gleichung Gl. (1.3) in folgender
Form schreiben:

0 A
zhalll (r,t) = HVY (r,t),

wobei H der sog. Hamilton-Operator ist:

. 1
H = —p>+V (¢ 2.10

5P T (T) (2.10)
P> = P +p5+5;

B _h2<82+82+82>

or?  or:  or?

In der klassischen Mechanik ist die Summe von kinetischer Energie und poten-
tieller Energie eines Teilchens gerade die zugeordnete Hamiltonfunktion! In der

18



Quantenmechanik werden aus Ort und Impuls lineare hermitesche Operatoren.
Der Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik erfolgt, indem
die klassische Hamiltonfunktion ermittelt wird (am Einfachsten ist es, man driickt
alles in kartesischen Koordinaten aus), und anschlieBend die Ortsvariable r; durch
den Ortsoperator 7;, und die Impulsvariable p; durch den Impulsoperator p; ersetzt
wird. So entsteht aus der klassischen Hamiltonfunktion der Hamilton-Operator H
der Quantenmechanik.

Der Erwartungswert

E=(H) = . Crot (o 1) 0V (1)

reprasentiert die Energie E des Teilchens in einem durch die Wellenfunktion ¥ (r, ¢)
gegebenen Zustand. In Analogie zu den bereits vorgefiihrten Rechnungen in GI.
(2.1) zeigt man unschwer mittels partieller Integration, dass F fiir einen zeitunab-
hingigen Hamiltonoperator H eine Erhaltungsgrofle ist:

dE
— =0 2.11
P 0 (2.11)

Aus physikalischer Sicht muss diese Eigenschaft fiir ein konservatives System selbst-
verstandlich auch in der Quantenmechanik gelten!
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3 Zeitliche Entwicklung der
Wellenfunktion fiir
zeitunabhangigen
Hamilton-Operator

Fiir ein System mit zeitunabhdngigem Hamilton-Operator H kénnen wir die Schro-
dinger-Gleichung (1.3) durch eine Exponentialreihe (formal) lésen:

U (r,t) = exp (—;ﬁt) a (r)
balr) = W(r,t=0).
Hier ist
(PN > 1 7~ \"

der sog. Zeitentwicklungsoperator. Das Symbol (—%ﬁ t)™ bedeutet, der Operator

(—%]fl t) soll n-mal hintereinander angewendet werden:

7 ~\" 7 A 1 A 7 A
(_th> = (‘an) ° (‘rﬁ“) O <_th>‘

n-mal

Man bestatigt fiir einen von ¢ unabhéngigen Operator H sofort:
o ( in\" NV PN
L0 (1 it
o ( th> " < th)
und folglich
a /l: i A /l/ A
ih— ——Ht)=H ——H
o exp( n t) eXp( h t) ’

was zZU zelgen war.
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3 Zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion fiir zeitunabh. Hamilton-Op.

Die gefundene formale Losung zeigt uns sofort, dass die Normierungsbedingung
fir alle Zeiten ¢ gilt, wenn sie nur zur Zeit ¢t = 0 bereits erfiillt war:

/ & w0 = [ a0 v (3.2)
G R

]

— /11@3 d3r’ {exp <—hlfft) YA (I")]T v (r',1)

R li E (_;m)nm (r’)r\ll (r,1).

|
n—0 n.

Der Hamilton-Operator

-2
N p A
H=—+V
5, TV (1)
enthélt Ortsableitungen a‘%, die nach partieller Integration nicht mehr auf die

Funktion 4 (r'), sondern auf die Funktion W (r',¢) wirken. Da wir nur quadra-
tintegrierbare Wellenfunktionen ¢4 (r’) betrachten, die ja fir |r'| — oo (gentigend
schnell) gegen Null streben, gibt es bei partieller Integration bzgl. der Integrati-
onsvariablen r’; keine Randterme! Sukzessive partielle Integration, fiir jede Potenz

(—%ﬁ t)", Term fiir Term, liefert:

Lo [ e e
= [, l(—%Ht) o (—;[:[t>n_1 i (r’)r\ll (' 1)

. h2 < 52 52 52 )
’l/ —_— [ —
_ d37"/ <+ht> or? + orl? + orl?
R3

2m
+V (')
und nach zweimaliger partieller Integration bzgl. r’,

. n—1 T . _h2 [ 2 92 s
:/Rgdgr'K‘%Ht) i <r’>] (b5t | ™ <3ri;<i7%2+f’r§2) (r',1)
= [ @ (-Zﬁt)n_l Y () T(—i—itﬁ)\ll(r’ 1)

R3 h h T
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nach weiteren n — 1 solchen Schritten entsteht so

RPN RPN 7 A
= /R3 d37ﬂ/¢j4 (I'/) (+ﬁtH) @) <+htH) O-++-0 <+htH)\I/ (I'/,t)
n-mal

= [ @l ) <+;tﬁ)n v ().

Damit ist

/R ) = d3r’¢L(r’)§: (Jtﬁf U (1 1) (3.3)

Die gezeigte Invarianz bzgl. partieller Integration bringt zum Ausdruck, dass H
ein hermitescher Operator ist, wenn er auf quadratintegrierbare Wellenfunktio-
nen ¥ (r',¢) € L?(R?®) angewendet wird. Die allgemeine Definition hermitescher
linearer Operatoren im Hilbertraum wird in Kapitel 12 des Scriptums abgehandelt.

Es ist nicht leicht, die formale Potenzreihe fiir den Zeitentwicklungsoperator di-
rekt auszuwerten. Fine niitzliche Methode besteht darin, zunéchst die Eigenwerte
E,, und Eigenfunktionen 1, (r) des Hamilton-Operators zu bestimmen. Fiir den

A~

Fall eines Hamilton Operators H mit diskretem Spektrum gilt:

Hiy (r) = Eub, (x) (3.4)
L&l ) 0n () = b
m,n € 1.

Dabei bilden die Funktionen {v, (')}, ., ein vollstindiges Orthonormalsys-
tem, wobei I eine geeignete diskrete Indexmenge bezeichnet, die dem Abzéahlen
der Eigenfunktionen dient. Jede quadratintegrierbare Anfangsverteilung ¥4 (r) =
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3 Zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion fiir zeitunabh. Hamilton-Op.

U (r,t = 0) der Wellenfunktion kann aufgrund der Vollstandigkeit der Eigenfunk-
tionen {1, (r')},.; in eine unendliche Reihe entwickelt werden:

Ya(r) = D cathy (r) (3.5)

nel
en = [ Al () v ).

Dies stellt eine Verallgemeinerung des Konzeptes der Fourier-Reihe dar, so wie
man es aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen von den reguléren
Sturm-Liouville-Eigenwertaufgaben her kennt.

Nach dem Gesagten folgt sofort

Hyu(r) = gfcnﬂwn =2 cnbutn (x (3.6)
(- L) va@) = S (—Ht) Yo (1)
_ gjc< t)j¢n(r)
S5 (1) v = T35 (~58) vt
exp (_;m) valr) = Teoew (—;Ent> o (r).

Damit ist die allgemeine Losung der Schrodinger-Gleichung als Superposition von
Eigenfunktionen v, (r) des Hamilton-Operators dargestellt:

Ut = exp <_;'_Lm) i () (3.7)
nf:l Cp €XP (—i%t) y (r).

Die Koeffizienten ¢, werden aus der Anfangsverteilung ¢4 (r) gemafl Gl. (3.5)
bestimmt. Es gilt in der Tat:

HVY (r,t) = Z enHiby, (1) exp (—i%t) (3.8)

= ch E,, (r) exp (—i%t)
= oS et (1) exp (i)
= 1 8tn:lcn n(r)exp ( —i—

L0
= lh&@(l', t)
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Fiir die Energie des Teilchens im Zustand W (r, t) ergibt sich sofort die Darstellung

_ & _ 3 0T (4! 2 /
E = <H>\P—/Gdr\11 (', 1) AW (v, 1) (3.9)

@S b ) Yt () exp | (B — Eu) ]

G mel nel h
= X chen [ 0) B () ex0 [ (B~ B
= X chen [0 () Bt 0) -exp [ (B = B
- m;elcjnann /G Byt () dn () - exp {; (B — E) t]

=bmom

= Z|Cn|2 E,.

nel

Das bedeutet, es ist |c,|* die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei einer Messung der
Energie E eines Teilchens, das durch die Wellenfunktion W (r, t) beschrieben wird,
den Wert E,, zu erhalten. Selbstverstéandlich gilt

dolenl’ =1 (3.10)

nel

Befindet sich das Teilchen zur Zeit t = 0 in einem Eigenzustand,
U(r,t =0)=1,(r), (3.11)

so ist die zeitliche Entwicklung besonders einfach zu beschreiben:
U(r,f) = exp (-2}%) U (r,t=0) (3.12)
= exp <—;ﬁt) Un (r)

= eXp (_ZEnt) Pn, (I‘) :
h

Man nennt solche speziellen Losungen der Schrodinger-Gleichung Gl. (1.3) sta-

tiondr, denn die Wahrscheinlichkeitsverteilung | (r,¢)]> = |, (r)|* ist an je-

dem Ort r zeitunabhéngig. Fiir stationdre quadratintegrierbare Wellenfunktionen

W (r, £) = exp(—1 Bot)i, (r) gilt:
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3 Zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion fiir zeitunabh. Hamilton-Op.

A

Die Konfidenz, dass der Erwartungswert (H)yg fiir einen stationdren Zustand W
tatsachlich ein reprasentatives Messergebnis fiir die Energie des Teilchens vorher-
sagen kann, ist maximal, denn das Schwankungsquadrat der Energie ist ezakt gleich

()] = (), = (),
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4 Teilchen im Kasten

Wir betrachten das vielleicht einfachste Modellsystem der Quantenmechanik: ein
Teilchen der Masse m befindet sich in einem Kasten 0 < r; < L mit vollig un-
durchdringlichen Wénden bei r; = 0 und bei 7; = L. Im Inneren des Kastens
bewegt sich das Teilchen kréftefrei, an den Wanden wird das Teilchen elastisch
reflektiert.

Das Wesentliche erkennt man schon bei Beschrankung auf nur eine rdaumliche
Dimension: D = 1. Zur Berechnung der zeitlichen Entwicklung der Wellenfunktion
U (x,t) des Teilchens 0 < & < L geméB Gl. (3.7) benétigen wir die Eigenfunktionen
¥y, () und Eigenwerte E,, des Hamiltonoperators:

A 132

H = Qm—i—V(x). (4.1)
Da sich das Teilchen im Inneren des Kastens kréftefrei bewegt, ist dort das Po-
tential eine Konstante, die wir zu Null setzen. An der Wand des Kastens ist das
Potential unendlich hoch:

falls 0 <z < L
V(x):{o alls 0 <z < L, (4.2)
0o sonst.
Dies impliziert fir die Eigenfunktion v, (x) von H die Randbedingung:
Yp(x=0)=0=1,(z=1L). (4.3)
Die Eigenwertaufgabe
H, (x) = Eyby, () (4.4)
fithrt dann fiir 0 < x < L auf eine gewohnliche Differentialgleichung:
Uy (@) + kb, (2) = 0. (4.5)

Hier ist hk, = /2m£FE,. Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist

Uy () = sy sin (kpz) + ¢, cos (k) . (4.6)
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4 Teilchen im Kasten

Die Randbedingungen Gl. (4.3) schranken nun die moglichen Werte fur die Kon-
stanten ¢,, und k,, ein auf

¢n = 0 (4.7)
k, = T
n o= 1,2,3,...

Die verbleibende Konstante s,, ergibt sich aus der Normierungsbedingung

L L L
1#/ da' | (2)° = |sn\2/ da’ sin? (k') = [sal” (4.8)
0 0
2
Sp = —.
L

Somit lauten die Eigenfunktionen 1, (z) und die zugeordneten Eigenwerte E,, des
Hamiltonoperators fiir das Kastenpotential in D = 1:

Uy () = \/Esin (?x) (4.9)

h? 72
E, = ——n?

2mL2n
n = 1,2,3,...

In Abbildung 4.1 sind die Eigenfunktionen 1, (x) fiir n = 1,2, 3,4 graphisch dar-
gestellt. Die Eigenfunktionen v, (x) sind mit Bezug auf das Zentrum des Kastens
bei x = % gerade Funktionen von x fiir n = 1,3,5,... und ungerade Funktionen
fir n = 2,4,6,... Ein Knotenpunkt ist ein Punkt zx im Inneren des Kas-
tens, an dem die Eigenfunktion verschwindet: ¢, (x = xx) = 0. Mit zunehmender
Quantenzahl n, d.h. zunehmender Energie F,,, wachst die Zahl der Knotenpunkte
von v, (z). Der Grundzustand ¢, (x) ist der Eigenzustand niedrigster Energie
E, = %Z—i, er hat keine Knotenpunkte.

Mit der Existenz von Knotenpunkten einher geht die Orthogonalitéit verschie-
dener Eigenfunktionen:

[ gl @) s (&) = G (4.10)

Die Eigenfunktionen sind vollstédndig. Eine beliebige quadratintegrierbare Funktion
f (x) lasst sich im Intervall 0 < x < L nach den Eigenfunktionen t,, (x) entwickeln:

f@=ih%@- (4.11)
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Yn(X) ¥n(X)

n=1 n=2
05+t 05+t
‘ ‘ ‘ ‘ X ‘ ‘ ‘ ‘ . X
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
-05¢ -05¢
Yn(X) Yn(X)
n=3
051
: X X
1 2 3 4 5
-05F

Abbildung 4.1: Die ersten 4 Eigenfunktionen v,,(x) fiir ein Kastenpotential (L = 5
nm).

Im Fall eines Kastenpotentials ist das gerade die bekannte Darstellung einer Funk-
tion f (x) als Fourier-Reihe. Die Koeffizienten f,, sind notwendig zu

L
fo= [ 2l @) £ (@) (4.12)
0
gegeben.
Die stationédren Losungen der Schrodinger-Gleichung im Kasten lauten
E,
U, (x,t) = 1, (x)exp (—zh t) (4.13)

2 . <7m > h w? 2
= y/=sin|—ax)exp —z—2m 5N
U, (z,t=0) = o, (x).

Ausgehend von einer vorgegebenen Wellenfunktion W (z,¢ = 0) zur Anfangszeit t =
0 findet man sofort die allgemeine Losung der Schrédinger-Gleichung im Kasten
als Superposition von stationdren Losungen:

U (x,t) = i ¥, (z,t). (4.14)

Um die Entwicklungskoeffizienten ¢, zu finden, muss man lediglich den Anfangs-
zustand U, (z,t = 0) nach dem vollstdndigen Orthonormalsystem der Eigenfunk-
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4 Teilchen im Kasten

tionen von H zu entwickeln:

U (z,t =0) = cothy (). (4.15)
n=1
Dann folgt unmittelbar
L
Cm = / dz'yl (') W (2t = 0). (4.16)
0

Das vorgestellte Verfahren ist allgemein und beschrankt sich nicht nur auf das
Kastenpotential! Fur den Fall D = 3 lautet das Potential

V(r) =

{0 falls 0 < r; < Lj, 5 =1,2,3, (4.17)

o0 sonst.

Aus dem bereits Gesagten fiir D = 1 folgt unmittelbar, dass das Schrodinger-
Eigenwertproblem fiir den dreidimensionalen Kasten,

Hipy (r) = Enin (v) (4.18)
H = ;’;+V(r)
bt — _h(§+§+§)
r = (ry,r,73),
die Losung
U (T) = Yninans (T) (4.19)

8 . (71'711 ) . (7’(’712 ) . (71'713 >
— Sin T s { —nr sm\| ——r
LiLoLs L, ! L, ° Ly °

r? (n? n2 n?
En = Ennn - —1 -2 e
wmans = o <L%+L§+L§

besitzt. Hier bezeichnet n einen Multi-Index, n = (ny,ng,n3), und n; = 1,2,3, ...
lauft iber alle natiirlichen Zahlen.

Fiir die hochsymmetrische Situation Ly = Ly = L3 = L gibt es das Entar-
tungsphanomen, d.h. es gibt mehrere verschiedene Eigenfunktionen 1y, ., (r) zum
gleichen Eigenwert. Sind die Kantenldngen anndhernd gleich, L; ~ Ly ~ Ls, so
liegt ndherungsweise Entartung vor und es bilden sich Energieschalen, vgl. Ab-
bildung 4.2.
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Entarteter Fall: L1=L2=L3=L

En
30 oo
25; ...oooooo
20; ...oooooo
15; ecccoe
E ...o <—n1:n2:n3:2
10 oece
5; oo
® <—np=ng=ng=1
[ S S S
10 20 30 40 50
keine Entartung:
L1=L-a, L2=L, L3=L+2a, a=0.01xL
En
25 e
20
15} e0000®
107 ....oo
5;“0
- — — — — n
10 20 30 40 50

Abbildung 4.2: Energie-Eigenwerte im Kasten mit Volumen Ly - Ly - Ls.







5 Freies Teilchen als Wellenpaket

Im Unterschied zum Problem des Teilchens im Kasten aus dem vorherigen Kapitel
ist ein freies Teilchen vollig kréftefrei, d.h. das Potential V (r) kann iiberall gleich
Null gesetzt werden. Physikalisch ist das Teilchen dann als Eigenfunktion

1
Up (r) = exp (hp : r) (5.1)
zum Impulsoperator p vollstiandig charakterisiert. Mit
h 0
he — —_~_ 5.2
Pj 1 8rj ( )
g - DA+
2m
folgt demnach
Pivy (r) = plbp (r) (5.3)
Hipp (r) = Epiy (r)
B, PEAPE A
P 2m '
Die stationdren Losungen der Schrodinger-Gleichung
0 -
zha\lfp (r,t) = HY, (r,t) (5.4)
fiir ein freies Teilchen ergeben sich nach dem Gesagten zu:
i
Wy (1,8) = by (1) exp |~ Byt (5.5)

Der Eigenwert E, = % ist gleich der kinetischen Energie eines freien Teilchens mit
Impuls p (oder de-Broglie Wellenlange \gp = ﬁ) Folglich sind die stationaren Lo-
sungen der Schrodinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen in der Quantenmechanik
von der Form:

U, (r,t) = exp l; (p . r—p2t>] . (5.6)

2m
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5 Freies Teilchen als Wellenpaket

Anders als beim Problem des Kastenpotentials mit unendlich hohen Wénden, z.B.
bei r; = 0 bzw. r; = L;, existiert fiir ein freies Teilchen keine Randbedingung,
die ja zu einer Quantisierung der Energie-Eigenwerte fithren wiirde. Fiir ein
freies Teilchen ist jeder (reelle) Impulswert p und damit jeder Energiewert £, > 0
zuléssig.

Aber es gibt noch ein Problem. Die mittels unseres Separationsansatzes gefun-
dene stationédre Losung Wy, (r,t) der Schrodinger-Gleichung fiir einen fizen Impuls
p bzw. eine fixe Energie £ = % ist in der Tat nicht quadratintegrierbar, denn
das Normierungsintegral

v, 0P = (0] (57)

wéchst proportional zum Integrationsvolumen |G|. Somit ist W, (r,t) zwar eine
stationére, aber physikalisch unzuléssige Losung der Schrodinger-Gleichung!

Eine quadratintegrierbare und damit physikalisch zuléssige Losung W (r,t) der
Schrodinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen, das zur Zeit t = 0 durch eine vorge-
gebene (auf Eins normierte) Wellenfunktion W (r,t = 0) beschrieben wurde, ldsst
sich fiir spétere Zeiten t > 0 als eine gewichtete Superposition von unendlich vielen
solcher stationédren Losungen U, (r,?) konstruieren:

U(r,t) = /(;T;;SAP exp Vi (p : r—;ntﬂ . (5.8)

Somit gilt insbesondere:

U(r,t=0)= /(27;;)3%11, exp {;p : r] : (5.9)

Damit ist zugleich die Amplitude A, festgelegt. Denn mit Hilfe einer Fourier-
Riicktransformation erhalten wir jetzt umgekehrt aus der Kenntnis von ¥ (r, ¢ = 0)
die unbekannten Amplituden A, zu

A, = /d?’r\Il (r,t =0)exp [—;p : r] . (5.10)

Das Problem, eine physikalisch zuldssige (d.h. auf Eins normierbare) Losung der
Schrodinger-Gleichung fiir ein freies propagierendes Teilchen zu finden, ist somit
vollstiandig gelost.
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Einsetzen der gefundenen Darstellung fiir A, liefert:
d’p i p’
d*p i i p>
/ @) /dgr’\lf (r';t =0)exp [—hp : r’] exp [h (p : r—%t
_ d3 / d3p Z / |8 / _
= r WGXP ﬁ p(r—r)—%t \I/(I',t—O)
=K(r—r',t)

— /d3r’K (r—1, ) U (r,t=0).

Die Funktion K (r —r/,¢) heifit Propagator des freien Teilchens:
K(r—1',t) (5.12)

d’p i N
= Wexp [ﬁ <p-(r—r) — 2mt>]

. / 2 / .
= ][ ex 3@7<Tj_rj) RS {_ }
AL P oo 2nh P\ homt
R
( 1 m)g im(r—r')°
=|——) exp|-=——1|.
orhit) U |h2 ¢
Fiir kleine Zeiten ¢ représentiert der Propagator K (r — 1/, t), betrachtet als Funk-

tion der Variablen r’, eine auflerst lokalisierte Funktion an der Stelle r' = r. Im
Grenzwert t — 0 entsteht hieraus eine sog. d-Distribution:

: 1 m\? im(r—1) ) ,
hm(Zﬂhit) exp lh2] =0 (r—r'). (5.13)

t—0 t

Dies entspricht in der Quantenmechanik einem Teilchen, das zur Zeit ¢ = 0 an der
Stelle r' = r als Massenpunkt lokalisiert war.
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5 Freies Teilchen als Wellenpaket

Ausgehend von einer quadratintegrierbaren Anfangsverteilung ¥ (r,¢ = 0), die
zur Zeit t = 0 vorgegeben ist, folgt nach dem Gesagten fiir die Losung der Schro-
dinger-Gleichung zu spéteren Zeiten ¢t > 0 der Ausdruck:

U(r,t) = / ErK (r— 1, 4) U (¢t = 0) (5.14)

[ /<>§ex im0 o)
onhit) CP 2 ¢ r=

Man tiberzeugt sich leicht durch direkte Rechnung, dass fiir alle Zeiten ¢ gilt:

/d%' (', 1)]? = /d%' ('t = 0)f = 1. (5.15)

Damit ist die gefundene Funktion ¥ (r,t) quadratintegrierbar.

Solche auf Eins normierbare, nicht stationdre Losungen der Schrodinger-Glei-
chung nennt man ein Wellenpaket. Physikalische Zustéinde eines Teilchens sind
demnach durch quadratintegrierbare (auf Eins normierte) Losungen der Schrodin-
ger-Gleichung zu beschreiben.

Wir veranschaulichen das Gesagte an einem Wellenpaket in D = 1 Dimensionen,

U (z,t) = /Oo thA exp [; <px—2p;t>] : (5.16)

und betrachten den Fall einer schmalen Verteilung A, von Impulsen mit einer
Breite 0 < |po| um einen Mittelwert py:

Ap:ﬁ[@H(p_pO‘l’o-)_@H(p_p()_a)]' (5.17)

Hier bezeichnet O die sog. Heaviside-Stufenfunktion:

1 falls p > 0,
O (p) = { b (5.18)
0 sonst.
Damit dieses Wellenpaket zur Zeit ¢ = 0 auf Eins normiert ist, gilt notwendig:
1 4 / dz | (z,0))? (5.19)
_ o dp oo dpf g ‘ / ]
- / / 2rh QWHAA/eXp[h(p p)e
© dp [oe dp t 7
[T el
/oozwh w 27h rexp | b -p)e
=2mhé(p—p’)
= —A, AT
/oo 21h
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Abbildung 5.1: Kastenférmige Impulsverteilung

d.h. die Amplitude A, des Wellenpakets erfiillt eine entsprechende Normierungs-

bedingung;:

A INE

Der Vorfaktor

(5.20)

@ in Gl (5.17) sorgt also dafiir, dass das Maximum der Verteilung

mit abnehmender Breite der Verteilung derart zunimmt, dass die Normierungsbe-

dingung Gl. (5.20) erfiillt ist.

Es ist instruktiv die Gestalt des Wellenpakets zur Zeit ¢ = 0 im Ortsraum zu

berechnen:
U(r,t=0) = /Oo dp —Apex <Z :17> (5.21)
T - N A ‘
_ T h/m*"dpex (7, x)
N po—0 21h P hp
e eXp pox \/ / Zp’w)
2mh h

i s
P (hp0x> o 27h

p'=c

il (o)

p'=—0c

(] >/7rﬁasm<%$)
*P hpox o wh %x
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5 Freies Teilchen als Wellenpaket

B \/78111(%1}) . (Z a:)
N th §x p hpo )

Die Einhiillende des Wellenpakets zur Zeit ¢ = 0, entsprechend einer Ampli-
tudenwahl A, in Gl (5.17) mit Varianz o, ist also durch die langsam verédn-

derliche Funktion lsmg%w) gegeben. In Abb. 5.2 ist fiir eine Parameterwahl

mh  fz
o = 0.125p, die Funktion Re ¥ (z,¢ = 0) zusammen mit ihrer Einhiillenden einge-
zeichnet. Wellenpakete dienen in der Quantenmechanik der Beschreibung von pro-

. o
Sin[ —*Xx

h

- *COoS(Ks#X)
()

1,

kxx

Abbildung 5.2: Wellenpaket

pagierenden Teilchen mit Energie E > 0. Die Bezeichnung Teilchen wird dabei fiir
Elektronen, Neutronen und Protonen verwendet, ohne dass damit klassische Teil-
cheneigenschaften zu implizieren waren! Das Gesagte tibertrégt sich entsprechend
auch fir aus solchen Elementarteilchen zusammengesetzte Gebilde, z.B. einzelne
Atome oder Molekiile, sofern die inneren Freiheitsgrade keine Rolle spielen.

Fir die Konstruktion normierbarer Losungen der Schrodinger-Gleichung fiir
freie Teilchen miissen wir nach dem Gesagten Wellenpakete bilden. Diese sind
keine stationdren Losungen der Schrodinger-Gleichung.

Beim Teilchen im Kasten wurde eine Wahrscheinlichkeitsamplitude V¥ (r,¢) zur
Beschreibung eines Teilchens als diskrete Summe (unendlich vieler) stationédrer
Wellenfunktionen superponiert:

U(r,t) = Y ¢, ¥, (r,t) (5.22)

U, (r,t) = 1, (r)exp (—i%t) :
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Die stationdren Losungen W, (r, t) waren dabei stehende Wellen, da an den Wéan-
den des Kastens die Eigenfunktionen ), (r) des Hamilton-Operators den Wert
Null annehmen miissen, um die Randbedingungen zu erfiillen.

Im Unterschied dazu sind die stationdren Loésungen des Hamilton-Operators
eines freien Teilchens mit fixer Energie E und Impuls p propagierende ebene Wellen
der Form

U, (r,t) = Apexp {; (p- r—Ept)] : (5.23)

wobei E, = %. Als Phase der ebenen Wellen wird die Funktion p'%E”t identi-
fiziert. Die Flachen konstanter Phase sind Ebenen. Daher die Bezeichnung ebene
Welle. Offensichtlich kann eine einzige ebene Welle nicht auf Eins normiert werden.

Da man Wellenpakete aus unendlich vielen stationdren Losungen superponieren
kann, spielen ebene Wellen mit fixem Impuls p dennoch eine wichtige Rolle. Man
verwendet sie z.B. zur Beschreibung der Streuung von frei einlaufenden Teilchen
mit positiver Energie £, > 0 an einem Potential.

Wir wollen jetzt herauszufinden, mit welcher Geschwindigkeit ein Wellenpa-
ket propagiert. Der Einfachheit halber betrachten wir wieder ein eindimensionales
Problem, D = 1. Da wir eine hohe Konfidenz fiir den Erwartungswert des Impuls
fordern, ist notwendig das Schwankungsquadrat (p?),, — (]3>?I, sehr klein, so dass die
Amplitude A, eine Funktion mit einem stark ausgepragten Maximum bei p = py
ist, die fiir grofle Abweichung vom Wert py rasch gegen Null geht. Wir fragen, mit
welcher Geschwindigkeit v sich das zugeordnete Wellenpaket ausbreitet:

> dp 7 p?
U (x,t) = /_oo %AP exp [h (px — thﬂ . (5.24)

Unter den gemachten Annahmen fir die Amplitudenfunktion A, ist es zuléssig,

die langsam variierende Phasenfunktion px — %t im Argument der ebenen Welle

exp[i(pz — %t)] vor einem Faktor A, um die Stelle p = py zu linearisieren. Wir

substituieren p = py + ¢ und entwickeln fiir kleine ¢:

2 2
p (po+q)

S - Ty 5.25
pr =5 (po+q)x 5 (5.25)
2

Do + 2poq
~ _ Qo T 2P0Hy
(po + Q) * 2m

Den Term zweiter Ordnung vernachléssigen wir. Denn ist |g| klein, so ist der Fehler
der Entwicklung klein. Ist |g| aber grof}, so ist das dennoch unerheblich fir das
Integral iiber alle ¢, denn die Funktion A, = A, , wird sehr klein fir groBe |g].
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5 Freies Teilchen als Wellenpaket

Dann gilt nach dem Gesagten:

U (x,t) = /OO —pAp exp [; (px—p2t>1 (5.26)

—00 27Th 2m

< dg i i (po+q)°
A=A ln (o a)atp =5

> dg i i P + 2poq
= [ g imeacx [n (o +a)e - 5=

. 2 7 .
1D > dg ( Po
= o |4pgnt] [ gopAmiae [ ot a) (2= )

: . 2 T 00 d .
- o [eh ] L e 20)

h2m | h
E[W(x’,t=0)]x/:x_pﬁ0t
i g
= exp _+ﬁ%t_ V(2 — vt 1 =0),
wobel 0
Po Ep

_w _[0E, 5.27
Vg m l 8]9 ‘| _ ( )

p=p0

die Gruppengeschwindigkeit des Wellenpakets ist. Im Unterschied zur Grup-
pengeschwindigkeit ist die Phasengeschwindigkeit

E
Vph = [p] - 2% (5.28)
p b=Ppo

des Wellenpakets nur halb so groS! Wir sehen, es gilt (anndhernd):
W (2,8)] = |W (z — vyt, t = 0)] (5.29)

Demnach stimmt die Gruppengeschwindigkeit mit der klassischen Geschwindigkeit
vg = P2 des Teilchens iiberein, nicht die Phasengeschwindigkeit!
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6 Elastische Streuung von Teilchen
am Stufenpotential (D = 1)

Wie beschreibt man einen Strom von Teilchen (oder Ladungen) in der Quantenme-
chanik? Ein Teilchenstrom ist zunéchst definiert als die zeitliche Anderung 4 N (¢)
der Teilchenzahl N in einem Volumen |G|. Diese Grofle ldsst sich direkt zur Teil-
chendichte p(r,t) im Inneren und zur Stromdichte j(r,t) auf der Oberflache
0G des Gebietes GG in Beziehung setzen. Nimmt etwa die Teilchenzahl im Inneren
des Gebietes GG im Lauf der Zeit ab, so entspricht das einem Fluss von Teilchen,
die durch die Oberflaiche G des Gebietes G austreten. Dabei treten pro Zeitein-
heit durch ein Flidchenelement df der Oberfliche OG (mit nach auflen orientierter
Flichennormalen n) eine Anzahl [fi-j(r,t)] ., Teilchen aus. Nehmen wir Teil-
chenzahlerhaltung an, d.h. es gehen keine Teilchen verloren noch werden welche
erzeugt, so gilt notwendig:

—NG / dffi-j(r, ) 522 Ga“ﬁ—/ Srdivi(r,t).  (6.1)
a
Nun ist die Teilchenzahl im Gebiet G gleich dem Volumenintegral der Teilchen-
dichte:
:/Gd3rp (r,t). (6.2)

Fiir ein Gebiet G, das im Lauf der Zeit seine Gestalt nicht andert, folgt nach dem
Gesagten sofort:

NG = [ dropirn) (6.3)
= —/Gdgrdivj(r,t).

Wir erhalten so die Kontinuitatsgleichung:

Py (r,t) +divj(r,t) =0. (6.4)

Unter einem Strahl von Teilchen verstehen wir ein Ensemble nicht wechsel-
wirkender Teilchen mit fixer Geschwindigkeit v und positiver Energie E > 0, die
sich entlang der Achse eines schmalen Zylinders bzw. eines Kegels mit sehr klei-
nem Offnungswinkel ausbreiten. Da die stationdre Wellenfunktion eines einzelnen
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6 Elastische Streuung von Teilchen am Stufenpotential (D = 1)

Teilchens im Strahl nicht quadratintegrierbar ist, ist es zweckmafig, das Betrags-
quadrat der Wellenfunktion eines Teilchens mit der Teilchendichte p (r,¢) im Strahl
zu identifizieren:

p(r,t) =0l (r,t) W (r,t). (6.5)

Die physikalisch sinnvolle Normierung fiir die Teilchen im Strahl ist dann:
Ne = [ ar|w (o), (6.6)
G

wobei das Gebiet G einen Abschnitt des Strahlkegels darstellt. Eine kurze Rech-
nung liefert

) [8

f
@p(r’t) = at\If(r,t)] U (r,t) + ¥l (r,2)

_ [11%1/ (r t)]T\If(r 0+ U (v, ) = FU (v, 1)
in ! AT

Es folgt nach Einsetzen des Hamilton-Operators

fur ein Teilchen in einem beliebigen reellen Potential V' (r) der Ausdruck

0 h

5Pt =~ (U1 (2, 8) V20 (r,8) = W (r,£) V2! (r,1)]
= —div ZZH (W (r,8) VW (x,1) = W (r, 1) VI (v, 1)]
= —divj(r,t). (6.8)

Somit ist die Stromdichte in einem Strahl nicht wechselwirkender Teilchen gegeben
zu

j(r,t) = i[qﬁ(r,t) VU (r,t) = ¥ (r,t) VI (xr,1)]

2im
h
= —Im V' (r,t) VU (r,1)|. 6.9
—Im [ W (r,6) VO (r,1)] (6.9)
Fiir einen stationdren Fluss von Teilchen der Energie £ > 0 gilt insbesondere:
U(r,t) = tp(r)e i (6.10)
p(rt) = pg(r) =Y ()]

J0) = e ) = " [uh ) Vg (1)
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Ein stationdrer Teilchenfluss jp (r) hat wegen £ p(r,t) = 2pp (r) = 0 somit die
Eigenschaft:
divj(r,t) =divjg (r) = 0. (6.11)

Fir den Spezialfall eines stationdren Fluss von freien Teilchen, die mit Geschwin-
digkeit v = 2 fliegen, folgt sofort:

Up(r,t) = AEeXp[;(p'r—Et)}
2
g = P~
2m
pp(r) = |Ag|?
i) = [As 2 = ppv.
m

Typischerweise betrachtet man bei einem stationaren Streuproblem eine Plu-
ralitdt von identisch praparierten Teilchen, die alle mit Geschwindigkeit v fliegen,
und die nach dem Aufprall auf ein (z.B. ruhendes) Target von ihrer urspriingli-
chen Flugrichtung ¥ mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit [W (¥, %')|° /R? in an-
dere Flugrichtungen v’ abgelenkt werden. Dabei ergibt sich eine charakteristische
Verteilung der gestreuten Teilchen auf einer das Target umgebenden Vollkugel
mit Radius R. Durch die Analyse der Abhéngigkeit gemessener Streuraten von
der Energie £ und vom Raumwinkel d€2 (0, ¢) (in grofer Entfernung R vom Tar-
get) lassen sich wichtige Riickschliisse tiber die mikroskopische Wechselwirkung
zwischen den Teilchen im Strahl mit den Atomen bzw. Atomkernen des Targets
ziehen. Viele grundlegende Informationen betreffend den Aufbau und die Struktur
der Materie basieren auf elastischen Streuexperimenten, bei denen sowohl der
Anfangs- als auch der Endzustand der gestreuten Teilchen im Energiekontinuum
bei ein und derselben Energie £/ > 0 liegen.

Bevor wir die Streuung von Teilchen in D = 3 rdumlichen Dimensionen disku-
tieren, betrachten wir Streuprozesse in D = 1 Dimensionen. Das wohl einfachste
Beispiel ist ein Stufenpotential wie in Abb. 6.1 skizziert, also

Vi) = 0 fallsz <0, (6.12)
U falls x > 0.

In dem Fall gibt es beim elastischen Streuprozess fiir von links einlaufende Teilchen

mit fixer Energie F = % > 0 nur zwei Moglichkeiten:

1. 0<E<U

2. U< F.
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6 Elastische Streuung von Teilchen am Stufenpotential (D = 1)

V(X)

12F

107

0.8}

06}

04f

0.2

i = = ;““1””2””3
Abbildung 6.1: Stufenpotential

Fir 0 < E < U sagt die klassische Mechanik voraus, dass alle Teilchen im Strahl
ihre Bewegungsrichtung umkehren, d.h. die Teilchen werden an der Potentialstufe
total reflektiert. Im Fall U < E dagegen werden gemafl der klassischen Mechanik
alle im Strahl befindlichen Teilchen iiber die Barriere hinweg fliegen.

Was sagt die Quantenmechanik? Zunéchst ordnen wir den Teilchen mit Energie
E > 0 in einem stationdren Strahl eine stationdre Wellenfunktion

Vg (2,) =g (v) e * ! (6.13)

zu. Fur E > U setzen wir an

A%n)eZkEfE + A(Er)e_ikEx falls = < Oa
2 — ‘ 6.14
¢E( ) {A%)equl’ falls > O, ( )
dagegen fir 0 < £ < U:
A%n)ezk‘EI + A(Er)e_ikEx faHS T < O
_ ) 6.15
VE(r) {Ag)e_”” falls x > 0. ( )

Der von links einlaufenden Welle A% eikz2=51 igt im Gebiet @ < 0 eine in ent-
i(—kpz—

gegengesetzter Richtung propagierende Welle Ag)e 7 iiberlagert. Damit
unser Ansatz fir Vg (x,t) eine Losung der Schrodinger-Gleichung ist,

mgt% (z,1) = HUg(z,1) (6.16)
. R 9P
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wobei V' (z) wie in Gl. (6.12) definiert ist, muss also gelten:

Hip (z) = Evg (z).
Fur E > U fuhrt das auf
W'kg _ Mg

E =
2m 2m v
V2mE
kp =
h
2m (E —U)
e = —
und fir 0 < E < U ergibt sich notwendig:
h2k? h% k2
E = E — E
2m 2m U
V2mE
kp =
h
2m (U — E)
R = f

(6.17)

(6.18)

(6.19)

Da Vg (z,t) als Losung der Schrodinger-Gleichung fir alle Werte = eine stetig
differenzierbare Funktion ist, sind insbesondere an der Stelle z = 0 an die Funktion

g () zwei Anschlussbedingungen zu stellen:

lim ¢ (2) = lim g ()

z—0~ xz—07t
0 0
My et = gt

(6.20)

Dies ergibt zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung der Amplituden Ag) und

Ag). Fir £ > U finden wir

A+ AY =AY
kg (A%n)_A(ET)> — qEA(EE),
und weiter:
2
A0 _ (in)
1—d
o _ 1 9B\ 1) _ * " km glin)
AP = (1) A0 = el
kg
w _ U
kg E

(6.21)

(6.22)
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6 Elastische Streuung von Teilchen am Stufenpotential (D = 1)

Fur 0 < F < U finden wir

und daraus:

AW A =AY (6.23)
ikp (AR — A) = —kpAY,
2 )
— Z.I%EAE (6.24)
E
1 1_W)A<t>: L= %2 4o
2 kp /P 14T

RE

kp

|U
— — 1
E

Die stationdren Losungen der Schrgjdinger—(}leichung fir Teilchen, die von links
kommend mit Energie £ = E, = - > 0 auf die Potentialstufe (6.12) auftreffen,
ergeben sich nach dem Gesagten zu

\I’E ($7t)

\I]E (Qf,t)

(6.25)

ikpr | 1VIZF ikpa | ot g

(e +1+ 1_%6 e alls x < 0,
. U iE
- 21 _ eV 1-gkez -4t falls z > 0,
~E

A 1—1 /Q_]_ . i

<€ZkE$ + 1+Z 5 1@_“‘37396) e hn t falls z < 07
14/ E

Dieser Losung der Schrodinger-Gleichung entspricht ein stationarer Teilchenfluss

. _hy
Je () p- m

h

b0 e (o) (6.26
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Es folgt fir 0 < £ < U:

v < 0 (6.27)
—ikpx ZkEl’
JE (l’) = E ’A(E )‘ Im +1+i\/ % 1 zk:Ex % + V E_l —zkEJ:
1—2‘\/%—1 %_1
—zk T zk: T
h > 2mE ” i

‘ E
. U . [
Hiv g1 gikpa + 1oV Bl —2ikpe _
in/Z—1
= 0.

Das Ergebnis jg () = 0 im Gebiet x < 0 bedeutet, der Strom der einlaufenden
Teilchen wird durch einen entgegengesetzt flieBenden Strom von reflektierten
Teilchen exakt kompensiert:

pp = AW (6.28)
JE = pPE m

o _  Dkp

JE- = PE m

ie = i -8 =o.

Diese Deutung ist in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis fiir den Teilchenfluss im
Gebiet x > 0:

z > 0 (6.29)
By ny 2
. - A(m)
je (@) = |4y

x Im

= 0.

Dass man fir 0 < £ < U im Gebiet z > 0 fur den stationaren Teilchenstrom den
Wert jg (z) = 0 erhélt, entspricht der klassischen Anschauung: alle mit Energie
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6 Elastische Streuung von Teilchen am Stufenpotential (D = 1)

0 < E < U von links auf die Stufe bei x = 0 auftreffenden Teilchen werden total
reflektiert.

Welches Ergebnis ergibt sich fiir die in das Gebiet > 0 transmittierten Teilchen
fir £ > U? Klassisch erwartet man, da die Energie E der einlaufenden Teilchen
grofler ist als die Stufenhohe U, dass der Teilchenfluss jg) der transmittierten

Teilchen gleich dem Teilchenfluss j,(_;'”) der einlaufenden Teilchen ist, also jg) =

jgn). Die quantenmechanische Rechnung liefert dagegen das Ergebnis:

i = g (o) = lim jg (2) (6.30)

T—00

= lim h ‘Agn)

T—00 M,
#e—i\/l—%k};m Q #ei 1-Ykpa
14+,/1-Y Or \14+,/1-Y

2
, 2m(E - U 2
[ A | R .
m h 1+

’ 2

x Im

7
— A(in)Qhk’E 4 - 1—%
‘E‘ m<1+ 1_%>2
_m AVITE
(g
< g

Die iiberraschende Eigenschaft, dass der transmittierte Teilchenstrom kleiner ist
als der einlaufende Teilchenstrom, also jg) < jg") fiir den Fall E > U im Gebiet
x > 0, ist in der Tat ein rein quantenmechanischer Effekt! Wéhrend die klassische
Mechanik jg) = jgn) fiir x > 0 vorhersagt, zeigt die Quantenmechanik, dass nicht
alle Teilchen mit Sicherheit in das Gebiet x > 0 gelangen kénnen, da offenbar
ein Bruchteil der Teilchen auch im Fall £ > U reflektiert wird (,over the barrier
reflection®).

Wir berechnen jetzt noch fir diesen Fall, also fiur £ > U, die Stromdichte jg ()
im Gebiet z < 0 fir x = —o0:

e (=o9) (6.31)
)
_ . t o
— it |} () g v o)
—ikpe ikpx
fy )2 ¢ ) ¢
= E‘AE ‘ Im +1_7 \ﬂ—%eikm or +1— 1_%6—1‘1@1
I+4/1-% 1+/1-2

48



i —ikgx 1kEx
in 2 th ©
= ‘A ) +1— 1_%6”‘3’3” 1-+/1-% \N—%e—ikEa:
1+4/1-Z 1+4/1-%
L E E
i 2
U U
_ ‘A in )2 th Re |1+ 1_\/2052“955 _ e*QikEx) _ 1- \/_7E
1+/1-% L+y1-%
i =2isin(2kgx)
2
(in) 1 - 1 - y
= jlm oy 2
14+,1-Y
= gy =iy
Hier ist Hi
2
‘Am e (6.32)

die Stromdichte der einlaufenden Teilchen, wahrend

die Stromdichte der reflektierten Teilchen beschreibt. Die fiir die Potentialstufe
Gl. (6.12) durchgefithrte Rechnung zeigt dabei:

g = g+ g (6.33)

Dies ist in der Tat eine allgemein giiltige Identitat, die von irgendwelchen Details
des streuenden Potentials V' () gar nicht abhéngig ist. Aufgrund der Eigenschaft

v jis () = 0 = = j (x) (6.34)

fir eine stationdre Stromdichte jg (x) folgt namlich immer:

0= [~ deje (@) = lip WEZ% = e (0) — Jr (—00). (63)
Nun ist

je () = j (6.36)
jp(—o0) = jum — i,

woraus sofort Gl. (6.33) folgt.
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6 Elastische Streuung von Teilchen am Stufenpotential (D = 1)

Die Quotienten der Teilchenstrome bezogen auf die Stromdichte jgn) der einlau-
fenden Teilchen nennt man Reflektionskoeffizient R und Transmissionsko-
effizient Tx:

(7)

Rp = ZE (6.37)
Gin)
JE
(1)
T, = %%.
JE

Aufgrund der Teilchenzahlerhaltung gilt demnach fiir beliebige Streupotentiale
V (z):
R+ 1T =1. (6.38)

Fiir das in Gl. (6.12) definierte Stufenpotential ergibt sich nach dem Gesagten
fir 0 < £ < U:

Rg
Ty = 0.
Dagegen gilt fir £ > U:
- J1-0\°
Ry = |——Z (6.39)
1+1-Y
4../1=-Y
Ty = =
(1+ 1=
In der Tat bestéatigt man leicht:
2
1—1-%) +4- /1Y
Rorr - z) 2
(1+1-%)
2
(1+1-5)
(1+Vi- )
= 1

In Abb. 6.2 ist der Verlauf des Transmissionskoeffizienten T vs. % graphisch
dargestellt. Eine erhebliche Abweichung vom klassischen Ergebnis Tx = 1 ist erst
in der Néhe der Schwelle F 2 U festzustellen.

Zur Beschreibung eines propagierenden Teilchens miissen wir nach den Aus-
fithrungen des vorigen Kapitels viele stationdre Wellenfunktionen g (z,t), wie in
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Abbildung 6.2: Transmissionskoeffizient T fiir Stufenpotential der Hohe U'.

Gl. (6.25) definiert, zu einem Wellenpaket superponieren. Wir wiahlen der Einfach-
heit halber eine auf Eins normierte Verteilung von Impulsen fiir die einlaufenden
Teilchen wie im vorherigen Kapitel, sieche GI.(5.18), mit kleiner Breite 20 um den
Mittelwert pc

: Vo falls —o <p—pe <
Alim _ [\ Rlls —o<p—=pc <o, (6.40)
v 0 sonst.
Wir nehmen ferner an, dass die Energie £, = % samtlicher das Wellenpaket

W (x,t) zusammensetzenden stationdren Losungen Vg (x,t) oberhalb des Schwel-
lenwertes U liegen soll:

B, > U (6.41)
1—, J1-2 i
; (eigz + \/7?’@12%) e~ falls x <0,
0 . 1+, /1=
U (z,1) PG V=
o 2mh 9 i 1*%%90 iEp
e P h et falls x > 0.
Ly [1-
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6 Elastische Streuung von Teilchen am Stufenpotential (D = 1)

Mit den Definitionen

p(@n) (z,t) = ; ﬁA(m)@lr ot falls 1 < 0
VO (2,8) = D agim me—zir T falls 7 < 0
o 2th " 14 /1-Z
EP
~ d , 2 i J1-f ke i
v (z,1) = DAl R S >0

orh” Fr _ U
0o 2w 14+ ./1 =

W (1) W) (g ) + (2, ¢) falls x < 0,
€T =
U (2, 1) falls > 0.

folgt sofort

In Abb. 6.3 ist die dem Wellenpaket U (x,t) zugeordnete Wahrscheinlichkeitsver-
teilung

‘\I/ m(z,t) + U0 (z, t)‘ falls x < 0,

| (2, 8)]* =
LRIE t)\ falls 2 > 0

fiir verschiedene Zeiten vor und nach dem Auftreffen des Teilchens auf die Potenti-
alstufe Gl. (6.12) graphisch dargestellt. Zur numerischen Berechnung von ¥ (x,t)
ist es zweckmafBig, die Einheiten fiir Linge xq, Zeit ty, Energie Ey und Impuls pg
eines Teilchens mit Masse m so zu wahlen, dass gilt

Eot
Poto _ 4 Fo%o, (6.42)

Mit py = mf—g folgt dann notwendig Ey = %. In der Tat

P Po
Eoto = *to = po*to = Pot*to = PoZo- (6.43)
0
Die Energieeinheit Ey im von uns gewahlten Einheitensystem ist somit gleich der
doppelten kinetischen Energie eines mit Geschwindigkeit £ glelchformlg bewegten

freien Teilchens der Masse m. Wir erhalten 2% hE” = LNpT pa: Lo BT = px — B,
wobei p = 2. T = 2.1 = i VB, = & = 2 Die Stufenhohe ist in Abb. 6.3

Eo 2
Al E— = 1 gewdhlt. Dle Brelte der Impulsverteilung A( ") st zu ]25—” = 0.5, der
mittlere Impuls der Verteilung zu g e =1.675 gewahlt. Fir die Energie des leinsten
Impulses p. — 0 im Paket ergibt sich dann ein Wert, der zwar in der Nahe von

o)

U liegt, aber immer noch grofler als die Hohe U der Potentialstufe ist: E@TO’ =
Pc—O )2

=1.01531 > 1 = E% Die Parameter sind so aufeinander abgestimmt, dass
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klassisch keine totale Reflektion erfolgen kann. Die Abb. 6.3 zeigt verschiedene
Momentaufnahmen der betreffenden Wahrscheinlichkeitsverteilung | (z,¢)|* fiir
fixe Zeitpunkte - € {—40,—-20,—5,0,5,20,50} als Funktion der Ortskoordinate

T to
.

Fir = < 0 stammt der Hauptbeitrag zu |¥ (z,t)|* von der Funktion W™ (z, t)
zu fritheren Zeiten ¢ < 0 her, also bevor das Teilchen die Potentialstufe bei z = 0
erreicht hat, wihrend zu spiteren Zeiten ¢ > 0 der Hauptbeitrag zu |¥ (z,t)|°
von den beiden Wellenfunktionen W) (z,¢) und ¥® (x,¢) herriihrt, also nachdem
das Teilchen bei x = 0 reflektiert bzw. transmittiert wurde. Fiir ¢ ~ 0 interfe-
riert die einlaufende Wellenfunktion W) (z,¢) mit der reflektierten Wellenfunkti-
on U (z,t), was im Gebiet x < 0 in der Umgebung der Barriere zu merklichen
Interferenzen fiihrt.

Es sei betont, dass bei einer Messung der Position eines Teilchens das betref-
fende Teilchen immer entweder links oder rechts von der Potentialstufe bei x = 0
angetroffen wird, es findet keine Zerlegung des urspriinglichen Teilchens in links
und rechts laufende Fragmente statt. Erst bei einer Wiederholung des Streuexpe-
riments mit vielen identisch préparierten einlaufenden Teilchen erhalt man eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung dafiir, das Teilchen links bzw. rechts von der Bar-
riere anzutreffen!

Eine andere Wahrscheinlichkeitsverteilung | (x,t)|? fiir ein einlaufendes Teil-
chen ist in Abb. 6.4 fiir die Zeitpunkte = € {—40,—20, 5,0, 5,20,50} als Funkti-
on der Ortskoordinate - dargestellt Dle Stufenhohe des Potentials ist dabei wie

schon in Abb. 6.3 zu E—O = 1 gewahlt. Auch die Breite der Impulsverteilung AE,,
stimmt mit derjenigen in Abb. 6.3 tiberein, also ?E—‘(’) = 0.5. Allerdings liegt der
Mittelwert der Impulsverteilung jetzt bei einem kleineren Wert 2¢ = 1.125, um
sicherzustellen, dass die Energie des grofiten im Wellenpaket vorkommenden Tm-
pulses p.+ ¢ immer noch knapp unterhalb der Stufenhéhe U liegt: (’}50*") = 0.945.
Demnach kann so ein Wellenpaket in der Region x > 0 nicht propagieren und es
erfolgt Totalreflektion bei x = 0.

Das betrachtete Wellenpaket W (x,t) ist eine quadratintegrierbare Losung der
Schrodinger-Gleichung, d.h. es gilt

Col? = /:” AUt (2, 8) U (2, 1) < oo,

wie wir nun zeigen. Dabei diirfen wir aufgrund von Gl. (3.2) zur Berechnung von
|C’\1,|2 insbesondere den Zeitpunkt ¢t = 0 wéahlen:

Cy|? = hm/ de Wt (2,6 = 0) W (2, ¢ = 0).
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6 Elastische Streuung von Teilchen am Stufenpotential (D = 1)
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Abbildung 6.3: , Over the barrier reflection*
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6 Elastische Streuung von Teilchen am Stufenpotential (D = 1)

Definiere fiir eine iibersichtlichere Rechnung die Funktion

w(p) == /1 ——. (6.44)
Es folgt

’C\PF - )}gnoo 0 27TEAEP 0 %ASEP’)

0 —iZz 1 - (p) iBx ip—h/x 1- UJ(
X{/ dx<e +1+w()€ )(6 +1+w(

, 2 NP
+ / efzw(p)%w 76110(1) )
(1 +w ) 1+ w(p)

/ (in) 4 (in)
X%oo 27Th 27rh Ep “ By

0 — — / .p—p/
y / dz 1 w(p) 1—w(P)) ey
1—|—w(p) 1+w(p’)
+/ dz / dxl_ (p) Z%plfc
1—|—w w(p)

+/ d 2 jw@p hw(p e =
xr e .
0 1+ w(p) 1+ w(p )

Da |Cy|* eine (positive) reelle Zahl ist, sollte der Imaginérteil des Integrals auf
der rechten Seite identisch verschwinden. In der Tat liefert Symmetrisieren des
Integranden nach Umbenennung der Integrationsvariablen (p,p’) — (p/, p):

2 p p mn in
= lim — 7AE AE 6.45
|C\1I| X1—>00 0 21h 0 27h P v ( )

0 1-— 1-— 1 p—p' ip=p'
X / dz {1+ w(p) : wl = (6_th +e'r ”3)
- IL+w(p) 14 w( 2
,) 1 - U)(p _,L*P"rp/x ip+p/$
h h
+/ (1+w )+1+w(p <€ e >

)

)

+/ du 2 . 2 1 <€ jw@)p hw(p e, T4 i je@p hw(p )p’ )}
o l+wlp) 1+w(p)2
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T A U

X Jo  27mh orh’ Er T By

R RE A NS
# [ (e o ( =
+/‘®q+i<>1+w<ym< z )ﬂﬁ}

- )}linoo/ onh 27rh E, , Al

X{O+1—w@x1— gvsmp{X)

l+w(p) 14w

L (Lmwl) | 1= w())sin ()
I+w() 1+w(p)
;[ w(p)p—w(p)p’
9 . 9 Sln( pph P pX)
o) Tru(y) oy

+

Sei

pe PP ptp wp)p —wEy
h ' h’ h '
Fiir X — oo oszillieren die Integranden proportional zu einem Faktor % derart

rasch, dass im Grenzwert X — oo fir £ # 0 der Beitrag des Integranden zum
Integral tiber dp dp’... gleich Null ist. Der Fall £ = 0 bedarf allerdings einer

gesonderten Betrachtung In Abb. 6.5 ist verdeutlicht, wie die Kurvenschar Sm(kX )
im Grenzwert X — oo gegen eine Deltafunktion strebt:
in (kX
tim S o (k). (6.46)
X—o0

Im Endergebnis wird das Doppelintegral iiber dp bzw. dp’ auf ein einfaches Integral,
z.B. nur tber die Variable p, reduziert. Somit folgt

2 in 1- IU(p) 1— w(p/) p— p/
Gl / 27rh 27rhA(EP)A(E g {(1 * L+w(p) 1 +w(p’)> ms( h )
1 —w(p) w(p) p+y
+@+w@»+1+w>>5< )
2 2 (w(p)p— w(l?’)}?’)}.

I14+w(p) 1+w(p) h

+
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6 Elastische Streuung von Teilchen am Stufenpotential (D = 1)

sin(X = p)

.

Abbildung 6.5: Kurvenschar konvergiert gegen eine Deltafunktion fir X — oo.

Der Term in der zweiten Zeile liefert keinen Beitrag, da die Funktion A%:)A%Z) fiir
p = p' = 0 identisch Null ist. Die Terme in der ersten Zeile und der dritten Zeile
liefern fiir p = p’ einen Beitrag. Die d-Funktion im Term in der dritten Zeile ist
aufgrund der Relation

S[F(p)] =2 1E (o) 0 (p— pm) (6.47)
mit
F(pm) = 0 (6.48)
F'(p) = (SDF (p)
F'(pm) # 0
aquivalent zu
s (M) s (251, (6.49)
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Also

Col? = ;OOO;%[A%:T{MF<m>2+<1+i(m>2ww)}

L[ D ll L (=)’ + 4w(p)1

2Jo 2rh LB

A T /de
o Jo 2rh UB L T 6 Jpees 27
= 1.

Das Wellenpaket W (z,¢) in Gl. (6.41) ist auf Eins normiert, da die Amplituden-
funktion ASE“:) bereits normiert war!
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7 Kastenformige Potentialbarriere
und Potentialtopf (D = 1)

Wir betrachten eine kastenformige Potentialbarriere (siehe Abb. 7.1):

V() = U falls |z] < a,
0 falls |z] < a.
Da es sich um ein abschnittsweise konstantes Potential handelt, sind die Losungen
V(X)

Al
=g

08
0.6
04F

02F

X

B
Abbildung 7.1: Kastenformige Potentialbarriere der Hohe U > 0.

der Schrodinger-Gleichung im Intervall |x| < @ und in den beiden angrenzenden
Intervallen x > a bzw. x < —a Linearkombinationen von Exponentialfunktionen.
Fir U > 0 besitzt die Schrodinger-Gleichung

m;% (z,t) = HU (x,1)

zum Hamilton-Operator

: : o , LGBy .
ein Kontinuum von stationaren Losungen Vg (z,t) = g (z) e *#" mit positiver

. 2.2 . . . .. .
Energie £ = % > 0, wihrend fiir U < 0, wie wir im Folgenden zeigen werden,
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7 Kastenformige Potentialbarriere und Potentialtopf (D = 1)

neben einem Kontinuum stationarer Losungen mit £ > 0 auch eine diskrete Anzahl
N von Losungen mit negativer Energie £/ = E,, < 0, n = 1,2,..., N existiert.
Dabei gilt in D = 1 raumlichen Dimensionen N > 1, d.h. es gibt mindestens einen
gebundenen Zustand.

Wir betrachten zuerst den Fall U > 0. In Kapitel 6 betrachteten wir ein aus dem
Gebiet x < 0 auf eine Potentialstufe der Hohe U > 0 zulaufendes Wellenpaket,
welches ausschliefllich aus stationaren Zustanden mit Energie 0 < £, < U zusam-
mengesetzt war. Dabei stellte sich heraus (siehe Abb. 6.4, dass fiir Zeiten ¢ ~ 0 eine
endlich grole Wahrscheinlichkeit dafiir existiert, das Teilchen auch in der klassisch
verbotenen Zone x > 0 anzutreffen. Allerdings wurde der Effekt mit zunehmender
Eindringtiefe z > 0 in die verbotene Zone exponentiell klein. Es ist daher nahelie-
gend zu fragen, ob bei einer Potentialbarriere der Hohe U > 0 mit endlich grofler
Breite 2a, ein Teilchen durch die Barriere hindurch auf die andere Seite gelangen
kann, auch wenn das betreffende Wellenpaket aus lauter stationdren Zustédnden
mit Energie 0 < £ < U zusammengesetzt ist.

Zur Konstruktion so eines Wellenpakets machen fiir die stationdren Wellenfunk-
tionen den Ansatz

Vg (z,t) = vp(z)e
A( etk +A(” kBT falls o < —a,
Vg (z) = A( De—ree 4 ATDeree falls —q < 2 < a,
A( 2tk falls a < .
Aus der Forderung
Hyp (v) = E¢p (z)
folgt dann sofort
h2k2 h2
0 E=""E "b Ly <u
2m 2m
V2mE
kg =
h
2m (U — E) U

Um eine fiir alle x stetig differenzierbare stationdre Wellenfunktion zu erhalten,
sind insbesondere an den Sprungstellen des Potentials bei x = +a die folgenden
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Anschlussbedingungen zu erfiillen:

x_}_igiOJr?ﬂE(ﬁ) = x—>1—ig}ro+¢E(x) (7.1)
Cim D) = )

i gp(e) = lim g (0) (7.2)
i, e =l ().

Das sind vier lineare Gleichungen zur Bestimmung der vier unbekannten Ampli-
tuden A", ALY AT ALY

r = —a
A%n)e_ikEa—l—Ag’l)eikEa _ Ag,l)enE-a_i_Ag,Z)e—nE.a (73)

ikg (A(Em)e_ikE“ - Ag’l)eikw) = kg (—A(Et’l)e”E'a + Ag’2)e_“E'“) (7.4)

r = a
A 4 qgmma _ 402 ik (5)
KE (—Ag’l)e_”E'a + Ag’Z)e”E'“) = ikEAg’z)eikE'“.

Zur Bestimmung des Transmissionskoeffizienten T ist der stationédre Teilchen-
strom im Intervall x > 0 zu berechnen. Dieser ist im vorliegenden Fall zu

t.2)2 hkg
¢ e

9 = |4 1)

gegeben. Aus (7.5) und (7.6) erhalten wir fiir die Unbekannten Ag’l) und Ag’2):

AGY = PELE (kg2 (7.8)
KE

A%:l) — I{EQ_ Zk:E e(HE+ikE).aA(Etv72)-
RE

Einsetzen in (7.3) und (7.4) ergibt zwei Gleichungen fiir die Unbekannten Ag’l)
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7 Kastenformige Potentialbarriere und Potentialtopf (D = 1)

und A%’Q):
A%")e’ik’f“ + Ag’l)eik’f“ (7.9)
L A g
_ BB ZRE (anprikpya 4(62) | BT INE (npibp)a y(t2)
QKE 2/'fE'
Kg — kg = kg +ikp B ikp-a 4(t:2)
— K a K a (2 CLA )
(2,@ e + 7%@ e e B
" ‘
= [cosh (26kg - a) — "F Ginh (2K - a)] eZkE'“Ag’Q)
KkE
APemihea _ AT giksa (7.10)
_ ﬁiE _ AY) kpea (r2) —kg-a
_ikE(AEeE +AE6E)
KE Kg — ikp (2kptikg)a ,t2) | RE +IkE (onp—ikp)a 4(62)
2 KR+ a g\ (HE’LE)(ZA7
ZkE ( QIQE ¢ E + QK/E ‘ E

RE — Zk’E‘ Q- KE + Z/{?E —2kp- ikg-a A (t,2)
_ _ KE-a KE-Q (2 aA )
( dike © 2ikm o

oo (2 )+ 5 i (2 - )] e
E

Addieren von (7.9) und (7.10) liefert

n) —j . k . .
k‘E RE
also
AE? o AgY (7.11)
= . 7.11
E i . E
cosh (2kg - a) + 5 (’g—g — IZE) sinh (2kg - a)
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Somit ist der Transmissionskoeffizient bestimmt zu

0 < E<U
(t (t2)|?
ro_ 38 AT 1
(in) — in 2 2 .
];_7; ) ‘ASE )’ cosh® (2kp - a) + 1 (’Z—g - %) sinh® (2kg - a)
B 1
= T
1+ [1—1—}1(22—,@;) :|Slnh2(21iE-a)
B 1
= )
1+ % (% + ,%) sinh? (26 - a)
1

2
1+i( Y1+ é 1) sinh? (2kp - a)

Es existiert offenbar fiir eine endlich dicke Barriere fir 0 < E < U ein end-
lich grofler Transmissionskoeffizient T > 0. Dieser rein quantenmechanische Ef-
fekt wird als Tunneleffekt bezeichnet. Auf die Barriere auftreffende Teilchen mit
Energie 0 < E' < U, die gemaf} der klassischen Mechanik total reflektiert werden,
konnen in der Quantenmechanik mit endlich grofler Wahrscheinlichkeit auf die an-
dere Seite der Barriere ,tunneln®. Allerdings wird der Effekt mit zunehmender
Dicke 2a der Barriere exponentiell klein.

Der Tunneleffekt erklart in der Kernphysik den Alpha-Zerfall und bildet in Ster-
nen die Basis fiir die Fusion von Wasserstoff zu Helium. Er ist grundlegend fiir
Anwendungen in der Halbleiterphysik und in der Supraleitungselektronik. Im sog.
Rastertunnelmikroskop wird der Tunnelstrom durch eine Metallspitze, die vorsich-
tig iiber einer leitenden Oberfliche bewegt wird, als Funktion des Ortes der Spitze
gemessen. In dem Fall ist die Tunnelbarriere das Vakuum zwischen Metallspitze
und Oberflache (z.B. Graphit, Si oder Cu). Je nach Abstand der Spitze von der
Oberfliche andert sich die effektive Breite der Barriere, wodurch es zu entspre-
chend empfindlichen Schwankungen des Tunnelstroms durch die Spitze kommt.
Eine Darstellung der Linien konstanten Tunnelstroms bildet die Basis fiir ein bild-
gebendes Verfahren zur Untersuchung von Oberflichen mit einer hohen Auflésung,
die es ermoglicht, einzelne Atome auf der Oberflache ,sichtbar* zu machen.

Fiir den Fall, dass die Energie der auf die Barriere zufliegenden Teilchen gréfser
ist als die Hohe der Barriere, F > U > 0, setzen wir jetzt an:

Up(z,t) = g (x)e (7.12)
A(én)eikE‘x + Ag’l)e*ikﬂx falls z < —a,
Vg (r) = Al eiasz 1 gD e—igpr  falls —q < 7 < a,
E E
Al gikp- falls a < z.
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7 Kastenformige Potentialbarriere und Potentialtopf (D = 1)

Dann liefert die Forderung

Hyp (z) = EYg (z)

unmittelbar
2 F
kp = Lo (7.13)
,/ (E-U)

qgp =

also 22 22
0<U<E=""E_"9%_q
2m 2m

Die Anschlussbedingungen Gl. (7.1) und Gl. (7.2) ergeben jetzt — in volliger Ana-
logie zur vorherigen Betrachtung — fiir die Amplitude der transmittierten Wellen-
funktion:

E > U>0 (7.14)
Agﬁ) _ e—zkEa A(Ezn)
cos (2qg - a) + 5 (,% + ’;—g) sin (2¢g - a)

Dieses Ergebnis fiir A%’Q) ist offensichtlich die analytische Fortsetzung des entspre-
chenden Ausdrucks in Gl. (7.11):

t,2 £,2
A(()<J%’<U = [AEE>)U>O}

Es folgt aus dem hergeleiteten Ausdruck Gl. (7.14) fiir die Amplitude A%’Z) der
entsprechende Transmissionskoeffizient Ty fiir Teilchen mit Energie oberhalb der
Barrierenhohe U:

qE—)i.‘{E

) .
o (7.15)
Al :
T = (in) - in 2 e ke ) gin?
E ‘A ’ cos? (2qp - a) + 7 (é T qf) sin® (2¢p - a)
B 1
— 2
L+ [411 (l%J + %) — 1} sin? (2¢g - a)
B 1
— 2
L g (2 — b2) sin’ (205 )
1

> .
141 (1/1 = _11%> sin? (2¢z - a)
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Bemerkenswert sind im Fall £ > U die Oszillationen des Transmissionskoef-
fizienten als Funktion der Schichtdicke 2a. Fir bestimmte Werte £ = E; > U
mit 2gp; -a = j -7 mit j = 1,2,3,... ist sin (Qqua) = 0 und es gibt perfekte
Transmission: Ty, = 1, also Rg; = 0. Die entsprechenden Werte E; sind zu

h2
j = 727 37

gegeben. Fir £/ # E; hat der Reflektionskoeffizient wieder einen endlichen Wert:
Rrp =1—"Tg >0 (,over the barrier reflection®).

Ein niitzlicher dimensionsloser Parameter zur Charakterisierung des Streuver-
mogens der kastenférmigen Potentialbarriere ist

2 _ 8ma’U

g e 0. (7.17)
Es folgt
E; o gem\?
F] - 2mU( 2a ) 1 (7.18)
h’ 2.2
- 8ma2U AR
_ w5
g9?
Dann folgt

2qpa = \/4-q%-a? (7.19)

hQ
~ [8ma2U \/E .
B h2 U
E
e . - 1
I\

2kp-a = \/4-K% - a?

= \/8m((£2—E)‘a2
B 8ma2U‘\/1_E
h? U
o [iE
U’
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7 Kastenformige Potentialbarriere und Potentialtopf (D = 1)

und weiter:

L, falls 0 < U < E,
1+}l(ﬂ— L ) sin2(g~ §—1)

Ty = (7.20)

falls 0 < £ < U.

2

141 (\/ﬁ* L ) sinh? (g- k%)
In Abb. 7.2 ist der Transmissionskoeffizient T einer kastenférmigen Barriere vs. g
. o . o . . o . . E __E; 7252
fiir g = 4 und fiir g = 1 graphisch dargestellt. Fir g = 4 sind fir §; = 3 = g—g +1
deutlich ausgepréigte Transmissionsresonanzen sichtbar. Die Eigenschaft T > 0
fiir Energiewerte E kleiner als die Hohe U der Barriere, 0 < g < 1, ist der bereits
diskutierte Tunneleffekt.

T

12p
10

0.8; —g=1

06
04}
02}

E

0 2 4 6 8 U

Abbildung 7.2: Transmissionskoeffizient der kastenférmigen Barriere.

Wir diskutieren nun den Fall U < 0. Man spricht dann von einem Potentialtopf
(sieche Abbildung 7.3). Wie schon vorher bei der Behandlung der Streuung von
Teilchen an einer Potentialbarriere der Hohe U > 0 betrachten wir jetzt ein aus
dem Gebiet x < —a auf einen Potentialtopf der Breite 2a und der Tiefe —|U| < 0
zulaufendes Wellenpaket, welches ausschliefSlich aus stationdaren Wellenfunktionen
Vg (2,t) = g (z) e"'%! mit positiver Energie E > 0 zusammengesetzt ist. Dabei
sind die dem Hamilton-Operator

zugeordneten Figenfunktionen g (x) zu positiver Energie E > 0, wie schon in
Gl. (7.12), als abschnittsweise definierte Linearkombination von Exponentialfunk-
tionen gegeben. Die entsprechenden Wellenzahlen fiir die Abschnitte = < —a,

68



V(X)
10

05
: X
-6 -4 P 4 6
~05}
Abbildung 7.3: Potentialtopf der Tiefe U < 0.
—a < x < aund a < z sind nun zu
2mE
R (7.21)
h
2m (E + |U)) U|
qe 3 E I +

gegeben, wie man durch Einsetzen von (7.12) in die definierende Eigenwertglei-
chung

Hyg (z) = EYg (z)

leicht bestatigt. Da jetzt gilt qg > kg ist das Teilchen im Anziehungsbereich des
Potentialtopfes —a < x < a schneller als im Gebiet aulerhalb des Topfes, also
fir + < —a bzw. a < x. In Analogie zur vorherigen Betrachtung fir 0 < U < F
folgt aus den Anschlussbedingungen bei © = =+a ein lineares Gleichungssystem,
aus dem die Amplitude der transmittierten Wellenfunktion A%’Z) als Vielfaches
der Amplitude A%") folgt. Wir bekommen so das Ergebnis:

—|U] < 0<E (7.22)
A%,Q) _ e—zkEa Agn) .
cos (2qg - a) + 5 (Zf + %) sin (2¢g - a)

Der zugeordnete Transmissionskoeffizient fiir Teilchenstreuung am Potentialtopf
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7 Kastenformige Potentialbarriere und Potentialtopf (D = 1)

(1) (,2) 2
berechnet sich aus dem stationaren Teilchenfluss zu Tr = ,j(’fn) = %, also:
JE E
—|U] < 0<E (7.23)
1
Ty =

2 |
L4 (~/1+Igl_ %) i (g /E 1)

In Abb. 7.4 ist fiir den Fall — |U| < 0 < E der Transmissionskoeffizient T fur

einen Potentialtopf vs. % fir ¢ = 4 und fir ¢ = 1 graphisch dargestellt. Fir
g = 4 sind fir ‘—E| = |E—| = ”232 — 1 deutlich ausgeprigte Transmissionsresonanzen
sichtbar.
T
12
- o= -lU|<O0<E
10f g=4 | |
08f ~g=1
06
04|
02
E
o 2 a4 & s U |

Abbildung 7.4: Transmissionskoeffizient des Potentialtopfes.

Der Experimentalphysiker Carl Ramsauer entdeckte 1920 den nach ihm benann-
ten Effekt iber die extreme Durchléssigkeit von Gasen wie Argon oder Neon bei
Experimenten mit niederenergetischen (langsamen) Elektronen. Der Effekt gilt
heute als der erste experimentelle Hinweis dafiir, dass Elektronen nicht mit klassi-
scher Mechanik beschreibar sind. Wenn Elektronen ein Gas durchqueren, treten sie
mit den Gasmolekiilen in Wechselwirkung. Als Maf fiir das Ablenkungsvermogen
eines am positiv geladenen Atomkern vorbeifliegenden Elektrons dient der Wir-
kungsquerschnitt o, der, analog zum Reflektionskoeffizienten R = 1 — Tg in
D = 1 raumlichen Dimensionen, den Teilchenfluss der gestreuten Teilchen in D = 3
raumlichen Dimensionen charakterisisiert. Nach den Vorstellungen der klassischen
Mechanik sollte o bei Streuung im %—Potential dabei um so grofler sein, je kleiner
die kinetische Energie des Elektrons ist. Hochenerergetische Elektronen sollten es
dem entsprechend leichter haben, das Gas zu durchdringen, als niederenergetische
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Elektronen. Ramsauer stellte jedoch fest, dass der Wirkungsquerschnitt mit der
kinetischen Energie der Elektronen in nicht monotoner Weise variiert. Mit wach-
sender Elektronenenergie steigt der Wirkungsquerschnitt ab 1 eV zunéchst auf
ein Maximum an, um bei Werten oberhalb von 20 eV dann wieder stark abzufal-
len, teilweise unter den Wert des minimalen Wirkungsquerschnitt bei geringeren
Energien. Die Erklarung des Effektes kann nur im Rahmen der Quantenmechanik
erfolgen und beruht auf dem physikalischen Bild, dass (negativ geladene) Elektro-
nen, d.h. Wellenpakete mit geniigend hoher kinetischer Energie £ > 0, aufgrund
der Coulomb-Anziehung des (positiv geladenen) Atomkerns durch eine Art Poten-
tialtopf der Tiefe — |U| fliegen! Dabei treten die bereits besprochenen Transmissi-
onsresonanzen auf.

Wir diskutieren schlieflich die stationdren Losungen der Schréodinger-Gleichung
fur Teilchen, die in einem Potentialtopf der Tiefe |U| gebunden sind:

—|U| < E<O.

Im Gebiet |z| > a ist das Potential V' () = 0, im Abschnitt |z| < a ist V (z) =
— |U|. Eine stationéire Lésung Uy (z,t) = 1 (z) e %' der Schrodinger-Gleichung
ist daher als abschnittsweise definierte Linearkombination von Exponentialfunk-
tionen gegeben:

Ae”E* falls x < —a,
Yp (x) = B_sin(¢gx) + By cos(qer) falls —a <z < a,
Ce 7B falls a < x.

GemafB der fiir eine stationdre Losung notwendingen Bedingung

Hyp (v) = EYg (2) (7.24)
folgt sofort
h2 2
SRR P
2m
h2 2
% _ 1yl = E<o,
2m
wobei aufgrund der Annahme — |U| < E < 0 gilt:
h? 2
L)
2m

Demnach sind die Wellenzahlen zu

2m (—F)

= >0 (7.25)
2m (|U| + E)

g = 7
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7 Kastenformige Potentialbarriere und Potentialtopf (D = 1)

gegeben. Wir zeigen jetzt, dass in der Quantenmechanik ein Teilchen, das sich mit
Energie £ < 0 im Potentialtopf aufhalt, nur fiir ganz bestimmte Energiewerte £ =
E,, < 0 eine stationire Wellenfunktion Wg, (z,t) = ¢g, () e~ besitzt, wobei es
eine endlich groBe Wahrscheinlichkeit |5, (z)|* dz dafiir gibt, das Teilchen auch
in der klassisch verbotenen Zone |z| > a links oder rechts des Potentialtopfes
im Intervall (z,z + dz) anzutreffen. Die betreffende Eigenfunktion ¢p, (z) zum
Eigenwert E,, besitzt die Eigenschaft, auflerhalb des Topfes fiir || > a exponentiell
schnell gegen Null zu streben,

lim ’lvin (.CE) = Oa

|z| =00

und sie ist auf Eins normierbar:

| dels, @) = 1.

Insbesondere miissen Eigenfunktionen ¢, (z) zum Eigenwert E, < 0 als Losung
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung die uns bekannten Anschlussbedin-
gungen, Gl (7.2) und Gl. (7.1), bei = a und bei x = —a erfiillen. Im Unterschied
zum Streuproblem fiir ein propagierendes Teilchen mit Energie £ > 0, das z.B. bei
x — —oo einer anderen Randbedingung als bei x — oo, ist das Figenwertproblem
fiir ein im Potentialtopf gebundenes Teilchen mit Energie £ = F,, < 0 invariant
bzgl. der Symmetrieoperation

#—1lozoll =—2,
da wegen V (—z) = V () gilt:

HoHoll = Ilo l_h—i—f/(l‘)] oIl

Es folgt, dass die Losungen ¢g, () des Eigenwertproblems (7.24) fiir einen Ha-
milton-Operator H, der mit dem Parititsoperator I vertauscht, entweder gera-
de Paritdt besitzen, d.h. es gilt ¢, (—x) = ¥g,, (z), oder aber ungerade Pa-
ritdt besitzen, d.h. es gilt ¥g, (—z) = —¢g, (x). Die allgemeine Losung der
Schrodinger-Gleichung fiir ein im Poptentialtopf gefangenes Wellenpaket, das nur
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aus stationdren Losungen mit Energie £ = E),

< 0 gebildet wird, ist demnach eine

Linearkombination von Losungen gerader und ungerader Paritat:

W (o, t) = Y [, vn,_ (@)e T

n

Hierbei gilt:

 En

_ +
+Cn+wEn+ (x)e ‘ h !

gerade Paritat (7.26)
Aye” e falls x < —a,
Ypg,, (x) = {Bicos(qgpr) falls —a <z <a,
A e 7E" falls a < x,
ungerade Paritat (7.27)
—A_e¥ BT falls x < —a,
Vg, (x) = { B_sin(qer) falls —a <z <a,
A_e7BY falls a < x.

Der Vorteil, die Paritétseigenschaft der Eigenfunktionen ¢g, , () zum Hamilton-
Operator H zu beriicksichtigen, besteht darin, dass die Anschlussbedingungen bei
x = #£a aufgrund der Symmetrie des Problems jetzt nur auf einer Seite, etwa bei
T = a, zu stellen sind:

gerade Paritét (7.28)
B, cos(qga) = Aype ¢
—Biqgsin (qgga) = —A xge *F¢
ungerade Paritét (7.29)
B_sin(qga) = A_e 7P¢
B_qgcos(qra) = —A_sxpe *F¢

Dies sind zwei gekoppelte homogene lineare Gleichungen fiir zwei unbekannte Am-
plituden A, , B, bzw. A_, B_:

gerade Paritit (7.30)
—e 7Be cos (qra) Ay
—Xxga : — 0
xpe ¥E*  —qpsin (¢pa) B.
ungerade Paritét (7.31)
—e ¥E%  gin (qpa) A | 0
xpe ¥ qpcos (qpa) B_ -
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7 Kastenformige Potentialbarriere und Potentialtopf (D = 1)

Notwendig fiir die Existenz nicht trivialer Amplituden A, , B, bzw. A_, B_ ist das
Verschwinden der Determinante der betreffenden homogenen linearen Gleichungen:

gerade Paritét
— e ¥EG

0L ot o
TEe

—qg sin (¢pa)

= [qesin(qpa) — g cos (qpa)] e

—xga

—xgpa

ungerade Paritat

__ p,—XEQ ]
) 2w o |
sxpe qE cos (qpa)

= [—qgcos(qpa) — xpsin(qpa)] e

—XEQ

Es folgen hieraus unter Beriicksichtigung der aus Gl. (7.25) folgenden Identitét
2m |U|
72

jetzt zwei simultan zu erfiillende transzendente Gleichungen zur Bestimmung der
Eigenwerte £ = E,, < 0:

2+ 4 =

gerade Paritat (7.32)
(>¢pa) = (gpa)tan(gpa)
2ma?® |U 2
(gsa)’ + (pa)” = h2| - gz
ungerade Paritét (7.33)
(>¢pa) = —(qpa)cot(gpa)
2ma® |U 2
(qpa)” + (sma)’ = hQ|| = gz
In Abb. 7.5 sind die Funktionen y = xtanx bzw. y = —x cotx mit zusammen

mit dem Kreissegment y = 4/ % — 2 fiir g € {2,4, 8} graphisch dargestellt. Es ist
hierbei = gga und y = »ga. Die Schnittpunkte (., ,yn, ) des Kreises 2 + y* =
g2

2= mit der Kurve ztanz (kleine rote Kreise), bzw. die Schnittpunkte (x,_,y,_)

des Kreises ? + y* = % mit der Kurve —z cotz (kleine orangefarbene Kreise),
bestimmen die gesuchten Eigenwerten £, fiir gerade bzw. ungerade Paritat zu:

2m (—Eni) a?
72

0 < yii = (%Enia>2 =
h2

_ 2
En, = T oma2 Ve
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Abbildung 7.5: Graphische Losung der transzendenten Gleichungen (7.32) und
(7.33).
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7 Kastenformige Potentialbarriere und Potentialtopf (D = 1)

Die numerische Berechnung der Schnittpunkte, z,+ = o und y,4+ = #p,, a fur
g € {2,4,8} ergibt die Werte:

gerade Paritét
xn+ yn+

0.739085 0.673612
1.02987  1.71446
1.25235  3.7989
3.5953 1.75322

ungerade Paritat
Tn_ Yn_

1.89549 0.638045
2.47458 3.14269

Q0 OO0 = NV |
oo = N |

Fir 0 < g < 7 existiert ein einziger gebundener Zustand mit Energie Ey, . Die

zugeordnete Eigenfunktion g,  (x) besitzt eine gerade Paritét. Fir g < 1 folgt
. . 2 2

niherungsweise y = xtarzlx ~ 2% dh y+y? ~ L, oder (y+ 1)* ~ B also

y=—3(1—+/1+ g% ~ % Eine Approximation fiir die Grundzustandsenergie fiir

ein Teilchen, das sich in einem flachen Potentialtopf g < 1 befindet, ist somit

h? 2ma? |U 2 2ma?

+ 2ma? h2 h?

Je tiefer oder breiter der Potentialtopf ist, desto mehr gebundene Zustande kénnen
in ihm existieren. So gibt es fir 7 < g < 27 zwei gebundene Zustande, eine
Eigenfunktion ¢g,, (z) mit gerader Paritat und eine Eigenfunktion g, (x) mit
ungerader Paritit, wobei —|U| < Epy < Ej— < 0. Fir 27 < g < 37 existieren
schon drei gebundene Zusténde: zwei Eigenfunktionen ¢, () und ¢g,, () mit
gerader Paritdt, und eine Eigenfunktion ¢, (z) mit ungerader Paritdt, wobei
—|U| < Eoy < Ey1- < FEy; < 0. In Abhéngigkeit von der Bindungsstéirke g des
Potentials existiert i.a. eine Anzahl

N:1+m

™

gebundener Zusténde, wobei der Grundzustand g, (r) immer gerade Paritét
besitzt. Bei der Sortierung der Eigenwerte der Grofie nach folgt auf einen Zustand
gerader Paritat immer ein Zustand ungerader Paritét:

— Ul < Eyy < B1_- < Eyy <+ < Eyy <.

Um die Eigenfunktionen fiir in Potentialtopf gebundene Teilchen explizit angeben
zu konnen, miissen die Koeffizienten A4 und By bestimmt werden. Die aus den
Anschlussbedingungen folgenden linearen Gleichungen Gl. (7.28) bzw. Gl. (7.29)

konnen, weil es homogene Gleichungen sind, aber nur das Verhéltnis g—: bzw.
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A—: festlegen. Die Normierung der Eigenfunktionen auf Eins liefert eine weitere
unabhéngige Gleichung fiir die Koeffizienten Ay und B.. Einmal fiir

gerade Paritét
! o 2
1= /_Oo dx WEM (x)’

= /_ dx |A e ? +/ dz | B, cos (qpx)|* + / dz ‘A+6_”E”C ’

e rEa sin (2qga)
= a l‘AHQ o + B[ (1 + T ogpa )|

und entsprechend fir

ungerade Paritat
! e 2
1= / dz ‘T/fEn_ (x)’
—00

= /_a dz |A_e”=®|” + /a dz |B_sin (qgz)|* + /OO dz ‘A_e_”E’” ’

—2xga : 2
a[’Aﬁe 4B <1_SIH(QEG)>]'
»EQ 2qpa

Aus den beiden homogenen Gleichungen Gl. (7.28) und Gl. (7.29) folgern wir
unschwer:

|Bi|*cos® (gpa) = |Ay[* e

|B_|*sin® (qpa) = |A_|" e 222,

Einsetzen dieser Ausdriicke in die Normierungsbedingung ergibt

1 1
2 — J—
|B+| - al+ cos?(gpa) + Sin2(2¢JEa)
“EaQ qdEQa
) 1 e*29cos? (qpa)
’A-i-’ = - cos?(gpa) sin(2¢ga) ’
al 4 AR y SESE
»Ea qEa
und
1 1
|B—|2 = a]_ sin?(gga) sin(2¢gpa)
+ ®Ea o 2ga
Ao L e )

al+ sin?(gga) _ sin(2gma) ’
»ga 2qga
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7 Kastenformige Potentialbarriere und Potentialtopf (D = 1)

Damit folgt als explizites Ergebnis fiir die Eigenfunktionen des Potentialtopfes

E=FE,, gerade Paritat

cos(gga) G%E(z+a) falls T < —a
coi2 a sin a b
e
Vg, (x) = 7 \/ +co<2(an)+sm(2an) cos (qpz) falls —a <z <a,
%Ea( ) 2an, ( )
7 coslaze —sw(a=0)  falls g <
. € alls a <,
f \/ cos%g;fa) n an(;;Eaa)
und fir
E=E,_ ungerade Paritat
_% sin2(ziE11§31Eas2n(2an) e%E(I+a) faHS X < —a/7
1+ xpa  2qga
7 L i falls —a <z <a
Vg, (2) = {Va | e snGege) OB (qpz) fa ’
- Jreelme) e
ﬁ siHQ(EIEntg)anS)in(Qan) e—%E($—CL) faHS a<zx.
1+ xpa - Qan

In Abb. 7.6 sind die Eigenfunktionen g, () eines Potentialtopfes mit Bindungs-

starke g = \/szijlw graphisch dargestellt. Es existieren gemafl der Tabelle fir
g = 8 dann zwei Eigenfunktionen mit gerader Paritdt und eine Eigenfunktion mit
ungerader Paritat.

Im vorliegenden Fall eines Potentialtopfes zeigt man unschwer durch direkte
Rechnung, dass die Eigenfunktionen ¢ g, () des Hamilton-Operators H 7zu ver-
schiedenen Eigenwerten E,, und F, s zueinander orthogonal sind:

/_ dwaEn (CL’, t) 77Z}En/ (ZL’, t) - 5n,n’

Ebenso liefert eine explizite Rechnung, dass eine Wellenfunktion fiir ein im Poten-
tialtopf gebundenes Teilchen, bestehend aus einer Superposition von Eigenfunk-
tionen mit Eigenwerten £, < 0, immer orthogonal zu einer stationdren Losung
der Schrodinger-Gleichung fiir ein frei propagierendes Teilchen mit E, > 0 ist, das
aus dem Unendlichen einlaufend am Potentialtopf gestreut wird:

/ eVl (2,t) U, (2,1) = 0

Desgleichen zeigt man durch explizes Rechnen, dass stationdre Losungen

. Ep

Up, (z,t) =g, (x)e ' 7!
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Abbildung 7.6: Eigenfunktionen des Potentialtopfes fiir n = 0, 1, 2.
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7 Kastenformige Potentialbarriere und Potentialtopf (D = 1)

der Schrodinger-Gleichung fiir %Wei ungebundene, a1820 frei propagierende Teilchen
mit positiver Energie E, = 2~ > 0 und E, = 2~ > 0, die am Potentialtopf
gestreut werden, fiir p # p’ zueinander orthogonal sind:

p # 1
/ dx\I/Tp/ (x,t) Vg, (z,t) = 0

Die angestellten expliziten Rechnungen zur Orthogonalitat der Wellenfunktionen
zweier Teilchen mit verschiedener Energie £, und £, fiir die Potentialbarriere oder
den Potentialtopf sind langlich und unnétig kompliziert.

Wir zeigen jetzt die Orthogonalititseigenschaft fiir stationdre Losungen der
Schrodinger-Gleichung mittels einer Uberlegung, die grofiere Allgemeinheit be-
anspruchen darf. Wir betrachten dazu (in D = 1 rdumlichen Dimensionen) ein
beliebiges Potentialprofil V' (z), das fiir grofien Abstand |z| zum Ursprung rasch
abféllt, z.B. lim;o0 || V (2) = 0, so dass alle Teilchen in grofler Entfernung au-
Berhalb des Wirkungsbereichs des Potentials fre: propagieren. Es gilt nach dem
Gesagten:

z‘thJE (z,t) = HUg(z,t)

ot
A h2 02 N
= -2
2m8x2+v(x)
. Ep
Vg, (,t) = g, (x)e”" 7"
2
P
B, =
> 2m>0

Hig, (v) = Epg, (z).
Eine Eigenfunktion g, (x) von H mit Energie F, = % > 0 besitzt auflerhalb des
Wirkungsbereiches des Potentials, fiir || > X, d.h. fir freie, von links einlaufende

Teilchen die folgende asymptotische Form:

e'h® + /Ry ere”i®  falls v < — X,

pr ( ) Ep {\/Eel%elhm falls x > X ( )
2
p
E = X )
' o >0

Die Erhaltung der Teilchenzahl impliziert (siehe Kapitel 6):

Tp, + R, = 1.
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Wir betrachten jetzt zwei von links einlaufende Teilchen, mit unterschiedlichem
Impuls p; > 0 und py > 0. Dann gilt nach dem Gesagten

2 2
88172 +p1 Q;ZV ($)1 prl (x) - 0 (735)
0? 2—2mV

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit wgﬂ (x), die zweite Gleichung mit
Yg,, (), und bilden sodann die Differenz:

T 0 0 T P —pi T
¢Ep2 <I> @prl (I) - prl (','C) @prz (I) - hz 1/}Ep2 (':U) prl (','C) ° (736)
Diese Identitat integrieren wir bzgl. der Variablen x von x = —X bis x = X und
erhalten:
X Lt
| ik, @) v, () (7.3
h2 X ; 82 82 ;
= [ e | @) D (0= 0 () i o)
h? X0 | 4 0 0 i
= [ | 0) St ()~ v (0) e, )
2o, ) J X
— o e ) ) = Uy () b )|

Fir | X| > 1 setzen wir die Asymptotik Gl. (7.34) ein und erhalten:

'l:pl—}";pQ A / TEp2 \/ TEp1 ei(’ypl _’sz ) eiplEpQ X
(in)]T 4 (n)
A | AR |

L S T —— R _;P1tp2 —PP2 x i(aplfap2) jP1—P2
T pitp2 | p2—p1 Uy € h REm REm € e "
h
JSS . -p1+pa ) _:P1+P2
Ny hp2 { /REPI elor1 =g X + /REF2 ey ot X}

h
Fiir p; # p1 und P52 X] > 1 konnen wir die Phasendifferenzen v, — 7, bzw.

. . — .. . ;P1EP2 11
Qp, — ayp, im Vergleich zu P2 X vernachlassigen. Die Terme e 7 X oszillieren

unendlich schnell fiir X — oo und liefern keinen Beitrag zu Integralen iiber p; bzw.
p» (Lemma von Riemann-Lebesgue). Es verbleiben fiir [2222 X | >> 1 die Terme

1 { T Tos, + /Ry Ry, = 1) cos (272X H |

% + (\/TEpz \/TEm + \/REP1 \/REPQ + 1) Sin (%X)

- ) 4

P2
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7 Kastenformige Potentialbarriere und Potentialtopf (D = 1)

Allerdings ist der Fall p; = py gesondert zu betrachten. Unter Verwendung der
Identitéat

TEP + REP =1
folgt sofort:

p}iggl;z \/TEP2 \/TEpl ™ \/REpl \/REPQ —1 (7.38)
- g TE“ N

011
= % (@) 5 (/Re)]
- ;aap T, + R, |
= 0.

Der Vorfaktor der rasch oszillierenden Funktion cos(®3% X) verschwindet somit

fiir p; — po identisch. Es bleibt fiir p; — ps nur noch der Term proportional zu

S p1—pP2

sin(~52X)

— s ubrig:
h

. ~ sin (%X)
Jim / dais), (@)t (2) = [AR[ (1 + T, +REp2) Jim —— b2

h
=1

Aufgrund der Identitat Gl. (6.46), die auf Dirichlet zuriickgeht, liefert der zweite
Term im Grenzwert ps — p1, z.B. bei Integration iiber p, ein endliches Resultat.
Also folgt

Jim / dail,, (@) ¥n, (2) = |AS[ 2005 (ps — 1)
Waéhlen wir A = 1 sind die Eigenfunktionen des kontinuierlichen Spektrums auf
eine Deltafunktion normiert!
/ deWly | (2) W, () = 27h6 (ps — p1)

Anmerkung: Die Eigenfunktionen ¢g, () des diskreten Spektrums von H mit
Eigenwert F, < 0 streben fir || — oo gegen Null. Folglich sind die Eigenfunk-
tionen ¢, (x) des kontinuierlichen Spektrums von H mit Eigenwert £, = % >0
(p > 0) immer orthogonal zu einer Eigenfunktion ¢z, (z) des diskreten Spektrums
mit F, < 0, wie man leicht aus der Identitat Gl. (7.36) abliest.
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Wir konnen jetzt eine beliebige Funktion der Variablen x, z.B. die Wellenfunk-
tion W (z,t = 0) eines Teilchens zur Anfangszeit ¢t = 0, in Analogie zu einer Fouri-
er-Reihe nach den normierten Eigenfunktionen des Hamilton-Operators

N h2 0?2 N
H=——+V(z
2m Ox? (z)
entwickeln:
Vt=0=  Yewn @) 4 [ b (o)
n
Gebundene Zustinde mit £, <0 Kontinuumszusténde mit E,>0

Dabei gilt

Hyp, (1) = Eng, (v)
fhﬂEp () = EYp, (2)

2

p
E, = —>0
P 2m
E, < 0.

Mittels der abgeleiteten Orthogonalitatsrelationen
| azvk, @), (0) = 2k (p—p)
| vtk (@) e, @) = S
| ek, @) s, @) = 0

berechnet man die Entwicklungskoeffizienten c,, und C, wie folgt:

o = _O:de' L (@)W (a,t = 0) (7.39)
c, = _O:de' L (&)W (2t = 0)
Somit
qf(x,t:())_ZwEm(:v)cm+/_ ;C%wq( ) C

= [ [T, ok, @)+ [ 5 ok, )| Wt =),

Die letzte Zeile liefert gerade die Vollsté'mdigkeitsrelation:

Y, ()0, () + [ g in, (0)0h, (@) = 5 (@ —2).
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8 Heisenberg-Bild und
Korrespondenzprinzip

Die klassische Hamiltonfunktion eines Teilchens im konservativen Kraftfeld F' =
—VV () ist zu
2
P
=—+4V 8.1
Hep) =1 +V (@) (1)
gegeben. Im Phasenraum der klassischen Mechanik bewegt sich das System auf
der Energieschale

Hlz(t),p(t)] = E = const.

Dabei sind die klassische Bahn z (¢) und der Impuls p (¢) des Teilchens Losun-
gen der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. Diese lauten ausgedriickt als
Poisson-Klammer:
d
PO = Ap.H(xp)} (8.2)
d
Allgemein ist die Poisson-Klammer zweier Funktionen A = A(z,p) und B =
B (z,p) auf dem Phasenraum definiert zu

0AO0B 0AOB
AB=—— — ——. 8.3
{4, B} Ox Op  Op Ox (8:3)
Besonders einfach ist die Poisson-Klammer von Ort x und Impuls p:
fe.p} = 1 (8.4)
{z,2} = 0
{p.p} =0

Da diese Relation, wie man mittels einer kanonischen Transformation in der Ana-
lytischen Mechanik beweist, fiir alle Zeiten ¢ gilt, spricht man auch von den fun-
damentalen Poisson-Klammern.

Mit Hilfe der Produktregel fiir die Differentiation leitet man unschwer eine niitz-
liche Regel fiir Poisson-Klammern ab. Fir Funktionen A = A (x,p), B = B (z,p)
und C' = C'(x,p) auf dem Phasenraum gilt:

{A,BC} = {A,BYC + B{A,C}. (8.5)
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8 Heisenberg-Bild und Korrespondenzprinzip

Ferner gilt die Jacobi Identitit:
{AAB,C}} +{B.{C, A} +{C,{A,B}} = 0. (8.6)

Wir betrachten zur lllustration des Formalismus’ den harmonischen Oszillator,
ein exakt losbares Modellsystem. Ein Teilchen der Masse m erfahrt geméfi dem
Hooke’schen Gesetz eine riicktreibende Kraft proportional zur instantanen Auslen-
kung z (t) aus der Ruhelage:

F(t)=-C-x(t).
Die Hamiltonfunktion des harmonischen Oszillators ist die Summe aus kinetischer

Energie % und potentieller Energie %:L‘Q:

H(2,p) = &

2
2m

Es folgt mittels der Regeln Gl. (8.4) und GI. (8.5) sofort die Poisson Klammer:

¢

{I7 H (17,]?)} =
{p,H(x,p)} =

Die entsprechende Hamiltonsche Bewegungsgleichung (8.2) zur Bestimmung der
Bahnkurve x (t) des Teilchens ist demnach

b
m
—C-x.

((jtp(t) = —C-z(t).
Also )
(s P

Die Losung dieser gewohnlichen Differentialgleichung mit den Anfangswerten
[z (O] = o
d
s -
dt -0 m
fithrt auf die wohlbekannte harmonische Schwingung;:

x(t) = mocos(wt)+ % sin (wt) (8.7)
x(t+T) = x(t).
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Hier ist T die Periode der Schwingung und

C 2r
W=y = (8.8)
ist die zugeordnete Kreisfrequenz.

Dass wir die Losung dieses elementaren Problems mit dem Formalismus der
Poisson Klammern herleiten hat damit zu tun, dass wir auf eine strukturelle
Ahnlichkeit von klassischer Mechanik und Quantenmechanik hinweisen mochten.
In der Quantenmechanik werden nach der in Kapitel 2 beschriebenen Vorschrift
den klassischen kanonisch konjugierten Variablen, Ort x und Impuls p, entspre-
chende hermitesche lineare Operatoren  und p zugeordnet. Die Wirkung dieser
Operatoren auf eine quadratintegrierbare Wellenfunktion W (z/,¢) ist definiert zu:

2 (2 1) = 20 (2)¢t)
v (2, t) = ——U(2 ).

(2,9 ¥('t) = (Zop—pod)W( 1)

h , 0 h 0
— - /7\11 / o = /\II /
Zx ax/ ( 7t) Zax/ [ (x 7t)]
= —E\I/(x’,t)
)
= hV(2',t),
d.h. es gilt:
[2,p] = ihd. (8.9)

Es sieht so aus, als konne man von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik
iibergehen, in dem man die Poisson Klammern von Ort und Impuls durch den
Kommutator der entsprechenden Operatoren der Quantenmechanik ersetzt:

1

Der Ubergang von der Poisson Klammer fiir Observable der klassischen Mecha-
nik hin zum Kommutator fiir die entsprechenden hermiteschen Operatoren der
Quantenmechanik heiffit Korrespondenzprinzip. In der Quantenmechanik ist
allerdings im Unterschied zur klassischen Physik bei der Multiplikation auf die
Reihenfolge von konjugierten Observablen, wie etwa & und p, zu achten!

An die Stelle der klassischen Hamiltonfunktion H(z,p), wie sie in Gl. (8.1) fur
ein Teilchen im konservativen Kraftfeld ' = —VV angegeben wurde, tritt in der
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8 Heisenberg-Bild und Korrespondenzprinzip

Quantenmechanik der entsprechende zeitunabhéngige Hamilton-Operator
A2
2 p A
H=—+V(2).
5 T V(@)
An die Stelle der Newtonschen Bewegungsgleichung, die eine gewdéhnliche Differen-
tialgleichung zur Bestimmung der Trajektorie z(¢) eines Massenpunktes (Teilchens)

ist, tritt in der Quantenmechanik die Schrédinger-Gleichung

0 A
zh&\lf(:c,t) = HVY(z,t).

Diese ist eine partielle Differentialgleichung in Raum und Zeit. Sie benotigt als An-
fangswert zur Zeit t = 0 eine Wahrscheinlichkeitsamplitude 14 (), die als Funktion
des Orts iiberall, wo sich das Teilchen mit endlicher Wahrscheinlichkeit authalten
kann, bekannt sein muss:

[ foata)P =1

Um z.B. den Erwartungswert der Position eines Teilchens zu einer spéteren Zeit
t > 0 zu berechnen,

@)y = /OO de' Wt (!, )20 (2 1)
— /OO da' Ut (2, )2’ (2, 1),

ist ausgehend von der vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsamplitude 14 (x) zur Zeit
t = 0 die Losung V(z,t) der Schrodinger Gleichung fiir spatere Zeiten ¢ > 0 zu
berechnen. Fiir einen zeitunabhdngigen Hamilton-Operator H kann die Losung der
Schrodinger-Gleichung (formal) angegeben werden zu:

U (x,t) = exp (—;ﬁ]t) a(x).
Da H ein hermitescher Operator ist, ist mit ¥ (x,t) zugleich die adjungierte Wel-

lenfunktion W'(x,t) (unter dem Integralzeichen!) wie folgt darstellbar:

A t L
W () = [exp (—’ft) m(f)] — Ul exp (f ) |

Diese formale Relation hat nur eine Bedeutung unter dem Integralzeichen, z.B.
bei der Berechnung von Erwartungswerten. Sei ® (2/,t) eine quadratintegrierbare
Funktion. Betrachte das Skalarprodukt von ® mit der quadratintegrierbaren
Funktion ¥ (z,1):

(W, ®)

/_ T A (0 B (1) (8.10)

= /_O:O da’ [exp (—;I:It) Pa(z)) T

P (2)t).
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Der Hamilton-Operator H enthalt Ortsableitungen %, die nach partieller Integra-
tion nicht auf die Funktion W' (2/,t), sondern auf die Funktion ® (z/,¢) wirken.
Der Operator

(-5 Cay

lisst sukzessiv partielle Integration zu, fiir jede Potenz n, Term fiir Term:
/_O:o da’ (_ZH)n ¢A($')}T ® (2, t)

- /_O:o da’ (_Zﬁ) © (_iﬁ)n_l Ya(a’)

[ |(-i8) )]

T
O (2',1)

=

(~ifl) @ (', 1)

— / dz'vl () [(—ZH)T} @ (2, 1)
TR [T awl @) (i) @ @),
dabei steht wie zuvor ,,p.I.“ fiir partielle Integration. Also gilt

/oo da’

Diese Relation impliziert

T

(2 t) = /_O:O da/yl (2') exp (ZI:It> O (2')t).

exp <—;ﬁt) Pa(z') 5

I
oL
a\
3; —
&\
3
T
=
~—
<
b
H\

Der Operator
Ty (t) = exp (;ﬁt) o7 oexp (—;ﬁt)

bezeichnet das sog. Heisenberg-Bild des Ortsoperators 2.
Es folgt in Verallgemeinerung unserer fiir den Ortsoperator & angestellten Uber-
legung nun fir den Erwartungswert eines beliebigen zeitunabhdngigen linearen
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8 Heisenberg-Bild und Korrespondenzprinzip

hermiteschen Operators C' = C(Z, p):

<é>\p — [T 4t (', t)C

Hier bezeichnet

Cu(t) = exp <7Ziﬁt) o oexp (_;iﬁt) (8.12)

das Heisenberg-Bild des Operators C'. Die zeitliche Evolution des Systems voll-
zieht sich im Heisenbergbild als zeitabhingige Transformation der Operatoren,
wahrend die Wellenfunktion zeitlich unveranderlich ist. Wahrend sich im Schro-
dinger-Bild die Wellenfunktion zeitlich verdndert, und die Operatoren zeitunab-
hangig sind, ist es im Heisenberg-Bild umgekehrt. Beide Methoden liefern fiir den
Erwartungswert einer Observablen den gleichen Wert!

Der Schrodinger-Gleichung zur Bestimmung der zeitlichen Evolution der Wellen-
funktion W (z,t) entspricht im Heisenberg-Bild eine dquivalente Heisenbergsche
Bewegungsgleichung fiir Operatoren:

(iC'H(t) = exp (;ﬁt) Oz'lh {CA', ]ﬂ o exp <—;ﬁt> (8.13)
= [Cutr), ]
R ILA)

Die enge Analogie zwischen dem Kommutator in der Heisenbergschen Bewegungs-
gleichung Gl. (8.2) und der Poisson-Klammer im Hamilton-Formalismus der Ana-
lytischen Mechanik Gl. (8.2) ist offensichtlich!

Fir den Kommutator eines linearen Operators A mit einem Produkt B o
zweier linearer Operatoren B und C gilt in volliger Analogie zu Gl. (8.5)

[A,BoC|=[A,B]oC+BolAC]. (8.14)

Der Beweis wird durch explizite Rechnung gefiihrt und beruht auf dem fiir lineare
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Operatoren giiltigen Distributiv- und Assoziativgesetz:

[A.B]0C+BoAc]
= (AoB-BoA)oC+Bo(AoC~CoA)
= (AoB)oC—(BoA)oC+Bo(AoC)~Bo(CoA)
= Ao(BoC)—(BoA)oC+(BoA)oC—(BoC)oA
= Ao(BoC)~(BoC)oA
= |4 Bo(]
Fiir drei lineare O ’

peratoren fl, é, gilt die sog. Jacobi Identitat:

()

Vertauscht ein (zeitunabhéngiger) hermitescher Operator L mit dem Hamilton-
Operator H, so gilt offensichtlich Ly (t) = L, also %ZA}H(t) = 0, d.h. der Erwar-
tungswert (L)y = (Ly(t))y, = (L)y, ist ebenfalls zeitunabhéngig. Eine Obser-
vable L fiir die gilt [i, H | = 0 wird als ErhaltungsgréBe bezeichnet. Sie kann
gleichzeitig mit der Energie gemessen werden.

Die Berechnung des Heisenberg-Bilds Gl. (8.12) wird iibersichtlicher, wenn man
den Superoperator ad(-) einfiihrt. Dieser ist als ein linearer Operator definiert,
der nicht auf Funktionen, sondern auf lineare Operatoren B wirkt. Der Superope-
rator ad(A) wirkt per definitionem derart, dass er einem linearen Operator B den
Kommutator mit dem linearen Operator A als Resultat zuordnet:

ad (A)o B = [A B (8.15)
[ad (4)] 0B = ad(A)oad(d)oB

Definiere den Operator
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8 Heisenberg-Bild und Korrespondenzprinzip

Fir 7 = %t und A = H liefert der Ausdruck wieder das Heisenberg-Bild. Das

Exponential eines linearen Operators A ist iiber die Potenzreihe der Exponential-
funktion definiert:

exp (TA) = Z—fl”

A" — AocAo.. oA

Dann folgt sofort

3
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Im allgemeinen ist der Kommutator von zwei linearen Operatoren A und B ver-
schieden von Null:

(A, B]=AoB—-BoA#0.
Dann ist Vorsicht geboten. Der Operator B (1) gentigt aber, wenn wir sorgféltig

auf die Reihenfolge von A und B achten, einer linearen Differentialgleichung erster
Ordnung:

0 ~ . A oA N
EB(T) = (7‘A> (A oB — BoA)oeXp( A)
= exp TA)O [fl, A] oexp( TA)

= {A,E(T)}
_ ad(A)oB( )

Die (formale) Losung dieser linearen Differentialgleichung erster Ordnung zum
Anfangswert
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lautet dann:
B(7) = exp {7’ -ad (flﬂ o B.

Mit der bekannten Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion folgt unmit-
telbar

B(r) = exp {T-ad(ﬁ)]oé

Insbesondere gilt fir 7 =1 :

exp (A) 0 Boexp (—4) = f; ~(ad (4))"0 B (5.16)
[e’e] 1 R R A
- T;)m[A,[A,...[A,B]...”.

n-mal A

Diese Formel ist als BCH-Identitét bekannt. Sie heifit nach den Mathematikern
Baker, Campbell und Hausdorff, die die Identitat unabhéngig voneinander (schon
vor der Entdeckung der Quantenmechanik) in ihren Arbeiten tiber Lie-Algebren
zu Beginn des vorigen Jahrhunderts verwendeten.

Nach dem Gesagten ist

Cul(t) = exp <;ﬁt) o oexp <—;ﬁt)

()
_ h
== - A, a2, [H.C]. ]
n=0
n-mal H
Es gelingt in der Regel nicht, das Heisenberg-Bild Gl. (8.12) fiir einen linearen
Operators C' in geschlossener Form zu finden. Eine Ausnahme stellt der harmoni-

sche Oszillator dar, mit dem wir in den beiden nachsten Kapiteln 9 und 10 explizite
Berechnungen anstellen werden.
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9 Differentiation linearer
Operatoren nach einem Parameter

Fiir lineare Operatoren A und B mit [A, E} # 0 ist die Berechnung der Ableitung
einer Linearkombination

CA\)=A+\B
nach einem Parameter A € R ganz einfach:

0 A .

Aber fiir das Quadrat [C'(\)]? = (A 4+ AB)? sieht es schon anders aus:
0

o e = e o)

2[C(\)] o C(A)] = 2[A+)B|oB

= 2AB*+2408B
2| 5CW] 0[] = 2o [+ 28]

IAB? + 2B o A.

Offensichtlich ist die tbliche Kettenregel beim Differenzieren dann und nur dann
anwendbar, wenn C'(\) und 3 C()) vertauschen:
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9 Differentiation linearer Operatoren nach einem Parameter

In der Regel sind C'(\) und a%é()‘) aber nicht vertauschbar. Wie rechnet man

A

dann z.B. die Ableitung der Exponentialfunktion exp[C'(A\)] nach dem Parameter
A aus?

Um die Antwort zu finden, betrachten wir einen von zwei Parametern 7, A € R
abhangigen Operator

F(T, A) = Zy, &XP [TC(A)] .
Offensichtlich gilt
lim F(7,A) = 0. (9.1)
Es folgt
o d 0 A
EF(T’ A\ = 575X exp [TC()\)}
- Zf)\(‘i' exp [TO(A)]
— ;}\ {C’(A) o exp [TCA’()\)”
— [;\C’()\)] o exp Té()\)] +C(\)o 68/\ exp {TCA'()‘)}
= [;}\CA’()\)] o exp {TCA’()\)} +C(\) o F(r,N),
also 9 P
- E(r, ) = C(\) o F(1,\) + lwé@)l oexp [rC(N)]. (9:2)

Dies ist fiir die Funktion (1, A) bzgl. der Variablen 7 eine inhomogene Differen-
tialgleichung erster Ordnung. Die allgemeine Losung der homogenen Differential-
gleichung

0 ~ N ~
EY(T) =C(\)oY(7)

zum (allgemeinen!) Anfangswert A = lim,_,o Y (7) ist
Y(r) =exp [7C(V)] o A.

Um eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu konstruieren,
wenden wir das Verfahren der Variation der Konstanten an:

F(r,\) = exp {Té()\)] o A(r)

687]3(7', A) = (887 exp [Té()\)D o A(7) + exp [TCA'()\)} o aaTA (1)
= exp {Té()\)] o C(\) o A(T) + exp [TC(A)] o 687'121 (7).
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Andererseits soll £ (7, A) der inhomogenen Differentialgleichung (9.2) gentigen:

;_ﬁ(T, A = CN)oF(r,\) + [;AC()\)] 0 exp {Té()\)]
= C(\) oexp [Té()\)] o A(r) + ;;\CA'()\) o exp [TCA'()\)}
=F(r,\)
= exp [TO(A)] oC(\)oA(r)+ aa/\é(/\) o exp {TCA’()\)} :

Der Vergleich beider Ausdriicke liefert

exp {TCA’(A)} o 887_/21 (1) + exp [Té()\)} oC(\) o A(r)

hebt sich weg !

2CA'(/\) o exp [TCA((/\)} :

= exp [TCA((/\)} oC(N) o A(r) + B

hebt sich weg !

und weiter
exp [T@()\)} o fi'A (1) = aa/\é()\) o exp [Té()\)}
;_fl (1) = exp {—Té(/\)} o aa)\é’()\) o exp {TC’()\)}
A —A@) = OT dsexp [~sC(N)] o 5))\(5(}\) o exp [sC(N)]

Damit ist die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (9.2) zum
Anfangswert Gl. (9.1) gegeben zu:

A A

F(T,)\):exp[C o A(r
= ex { +/ dsexp [ CA’()\)} ;))\CA’()\) o exp {SCA'()\)}}
= / dsexp [(T —3) CA’()\)} a/\C()\) o exp [Sé(/\)} .

Wir erhalten fir 7 — 1 somit die niitzliche Formel:

;; exp [é()\)} = /01 dsexp {(1 —3) CA’(/\)} o —C'(\) oexp [Sé()\)} :
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9 Differentiation linearer Operatoren nach einem Parameter

Substitution s’ = 1 — s ergibt die 4quivalente Formel:

aa)\exp e = /Olds'exp [s'éu)}o;é(x)oexp (a-sHew] 03
0
D)

- /01 ds’exp {S,é(/\)] o —C(\) oexp {—S'CA'(/\)} o exp [é(/\)]
Eexp[s’ adé()\)]o 9.¢C
= /01 ds’ exp {s’ ad CA’()\)} o EC A) o exp [CA'(A)} :

Wir suchen nun das Produkt von zwei Exponentialfunktionen wieder als Exponen-
tialfunktion darzustellen:

exp ()\fl) o exp (AE) = exp [CA'()\)} (9.4)
lim e = 0.

Die Losung dieses ProblemsAim allgemeinen Fall fithrt auf die sog. Magnus-Reihe,
eine unendliche Reihe fiir C'(\) mit allen moglichen Kombinationen von Kommu-
tatoren gebildet aus A und B. Ableiten nach dem Parameter A ergibt zunéchst

A

eine lineare Differentialgleichung fiir exp[C/(\)]:

—~exp [C(V)] (9.5)

(i (40 oo 1) s 14) o { o 05

= {exp[AadA]o (A+B)}oexp[C(V)].
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Andererseits gilt formal nach Gl. (9.3):

9 exp [CA’()\)} = {/01 ds’ exp [s' ad CA‘()\)} o aé()\)} o exp [CA'(/\)}

B O\
exp [ad é()\)} -1 9 . R
- { 1000 (aaAch)}oemp[chﬂ

Vergleich mit Gl (9.3) fithrt jetzt auf

expladCN)| -1 g . N P
[ad CA’(/\)} o 50()\) = exp {/\ ad A} o (A + B) :

Das ist eine nicht lineare Differentialgleichung fiir die Operatorfunktion C'/(\):

d ad C'(\) e
—C(\) = ~ —~oqexp|AadAjo (A+B);. 9.6
oA ) exp[adC()\)}—l { { } ( )} (5:6)
Sie lasst sich rekursiv losen. Es gilt
oz oy b1 1 6
op(@) -1 2"t Tt +0(a*)
Also
1-ladC())
. A 2 X N oA
Jemy=1  +5[adcw)] o} exp[radA]o (A +B)
o\ ) N 4
—r 2O + | e 2 [ A

Mit dem Potenzreihenansatz

A A PRI PRI
O = ACr+ 5Ca+ 50+ (9.7)
folgt jetzt
9 G0 = Gy + Ao+ 26
N (A)=Ci+ 2+§ 3+ ...
1
- —;ad(AclJr;Cﬁg,Cng...)Q A+ B+ 2[4 B
- +45 [ad (ACy + 3 Ca+ 31Cs + )] 2[4, [A,B]] +...

—i[ad (Vo R+ G+ )]
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9 Differentiation linearer Operatoren nach einem Parameter

Koeffizientenvergleich der Potenzen A%, X\, A2, usw. fiihrt auf eine Rekursion, gemafl
der die Operatoren C', C5, C5 usw. bestimmt werden konnen:

él = A—l—é
ég = [A,B}
Lo Lie 1A B - Lien A+ Bl + 1A AL
50 = —5[Cu[AB]] - [Co A+ B + 5 |4 A B]]
1ra A TA oA 1 A A ~ . 1ra 4 &
= -3 A+B,[A,BH—ZH ,B],A+B]+§[A,[A,BH
lra 14 & lir~ & A N
- B[ LA A+ 5
lra s & lra 14 -
= ;A [AB]] - [B.|AB]

C(\) = AA+B)+
exp (/\/Al) o exp ()\f)’) = ex [C’(A)] :

Man kann zeigen, dass die Reihe fiir geniigend kleine Werte von || konvergiert.
Einfacher liegen die Verhaltnisse fiir den Spezialfall

4, [A.B]] =0=[5[45]]. 0.9

Alle Koeffizienten in der Magnus-Reihe von Potenzen héherer Ordnung A" mit
n > 3 sind dann identisch Null und es folgt exakt:

Wie man leicht einsieht, verschwindet unter der Voraussetzung von Gl (9.8) der
Kommutator von C'(A) und Z-C(\):

Damit ist gezeigt, dass fiir lineare Operatoren A und B mit der Eigenschaft

A |AB|| = 0=[5[A5]
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gilt:

exp ()\fl) 0 exp (/\3)

exp (/\/Al + )\B)

exp ()\fl) 0 exp (/\B)

2

exp{ (A+B)+ 2 4, B}} (9.9)

2
eXp )\A+)\B oexp (2 )

exp (AA) o exp (/\B) o exp <—A [A B])

exp (AE) o exp (/\fl) o exp <+>; {A, B})

exp (AE) o exp ()\A) 0 exp ()\2 Vl, ED .

Die hergeleitete Regel ist niitzlich um z.B. Linearkombinationen von Orts-und
Impulsoperatoren im Argument der Exponentialfunktion zu vereinfachen!

101






10 Harmonischer Oszillator und
Leiteroperatoren

Harmonische Oszillationen treten tiberall in den Anwendungen der Quantenme-
chanik auf. So wird z.B. die Schwingungsenergie der Atome in Festkorpern oder
Molekiilen bei kleiner Auslenkung aus der Gleichgewichtslage in guter Néherung
durch eine quadratische Form beschrieben, welche durch eine kanonische Trans-
formation in eine entsprechende Zahl von unabhdngigen eindimensionalen harmo-
nischen Oszillatoren zerlegt werden kann. Auch elektromagnetische Strahlung ist
(dynamisch gesehen) dquivalent zu einem System harmonischer Oszillatoren.

Der Hamilton-Operator des eindimensionalen (D = 1) harmonischen Oszillators
lautet:

]32 mw?

H="
2m+ 2

Im Schrodinger-Bild spielen die stationdren Wellenfunktionen

2.

U (2,1) = ¢ (z) e 7!

als spezielle Losungen der Schréodinger-Gleichung eine wichtige Rolle:

Zhgtqu (ZL’,t) = FI\I/E (ZL’,t) .

Dabei ist ¢ (2) notwendig eine Eigenfunktion des Hamilton-Operators H zum
Figenwert £:

Hip (z) = Evg (z).

Gibt es im Heisenberg-Bild eine analoge Konstruktion fiir Operatoren? Wir suchen
jetzt stationidre Operatoren im Heisenberg-Bild:

Ap (t) = exp (;ﬁﬁ) 0 4 0 exp <—;_Lf1t> = &Ee‘i%t
[AE (t)r = €exp (;ﬁt) o &E o exp (—;ﬁt) = &Eei%t

~ T A~ R .
[Ap®)] 0o Ap(t) = dloap
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10 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

Damit der Operator Ag (t) Losung der Heisenbergschen Bewegungsgleichung ist,

miissen die Operatoren G notwendig eine (verallgemeinerte) Eigenwertgleichung
erfiillen:

(adH)ap = —FEag (10.1)
[H,45] = —Eagp.
Also
thE () = ;(adf[>of1E )
= %(adﬁ)o&]ge_lht
= —%EaEe*i%t
= — BAp()

Eine zusatzliche Bedingung, ndmlich die Kommutator-Relation
g, dly | = 0ppd, (10.2)

tritt jetzt an die Stelle der Orthonormalitétsrelation
| devk (@) vm (2) = om0

fir die Eigenfunktionen ¢ g (z) im Schrodinger-Bild!

Um einen expliziten Ausdruck fiir den stationdren Operator ¢ im Fall des har-
monischen Oszillators zu finden, machen wir mit zwei noch zu bestimmenden re-
ellen Parametern u = ug und v = vg den folgenden Ansatz:

ap = uT +1ivp
al, = ud —ivp.
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Wir erhalten

—(adH)oap = —|H, g

~ et

_ PP omw?

= [ux—i—wp,Qm—i— 5 ]

- 2
- ] e
~ 2

@11 %2271]3 wme (—2iht)
hu

= 1—p+ hvmwz
m

FEap = E(uZ+ivp).
Die Forderung
— [H,a5] L Eap
fithrt jetzt auf die dquivalente Bedingung

h .
i (u — Ev) D+ (mewQ — Eu) =0
m

Da p und Z linear unabhéangig sind, folgt ein homogenes Gleichungssystem fiir die
Parameter v = up und v = vg:

hvmw? — Bu = 0 (10.3)
I
“_EBv =0
m

Also folgt ein homogenes lineares Gleichungssystem:

() (1)

Fiir die Existenz nicht trivialer Losungen u = ugp und v = vg des homogenen
Gleichungssystems ist eine Losbarkeitsbedingung zu erfiillen:

N 2
(M) Lo

m

Also
E = tho.
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10 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

Aus der Orthogonalitétsbedingung

1= |ag,al)
= [u@ +ivp,ut — ivp]

=  h(vu+ou)l

folgt

Einsetzen in (10.3) liefert
0

— — F.
2mu v

Da wir die Parameter v und v als reelle Zahlen angenommen haben, kommt nur
der positive Eigenwert £ = hw > 0 in Frage. Wir erhalten als Losung fiir die
Parameter v und v:

—_

1
v 2mE vV 2mhw

2mE [mw
u =

Da das obige Eigenwertproblem des Superoperators — ad H fiir den harmonischen
Ostzillators in D = 1 nur den einen Eigenwert FF = hw besitzt, konnen wir den
Index E fortlassen. Wir schreiben dann abkiirzend:

[\

3
E

ap = a= ,/ 10.4
g 2mﬁw ( )
N . /mw i
CLTE = CL =
2mhw
Es gilt per constructionem:
a,af| =aocal —atoa =1 (10.5)

Es ist zweckmafig, die Operatoren & und p durch die stationdren Operatoren a
und a' auszudriicken. Addition bzw. Subtraktion der Gleichungen (13.21) liefert:

a+al B mw .
2 - 2h
a—at 1
2%  omhe
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Also

Bo= g (a+at) (10.6)
N

Damit folgt durch Einsetzen

H = 2
2m+2
1 mhw

2 2mw

_ (a—&*>2+mw2 h (d+€ﬁ)2

2
aoa —|—a oa—aﬂ—l—a +aoaT+a oa+aT2>

°d)
i).

w\?%\?w

(-
(19
<

l\D\H g>

Ausgedriickt durch a' und @ erhélt der Hamilton-Operator des harmonischen Os-
zillators eine besonders einfache Gestalt!

Das Heisenberg-Bild des Ortsoperator  und des Impulsoperators p kénnen wir
nun explizit angeben. Mit

Ht ) odo0exp (—th) et = Ag (1) (10.7)

e ) "o exp (_;m) — atet — Al (1)

ag (t) = exp<

iy (1) = exp

St = St
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10 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

folgt unmittelbar durch Einsetzen der in Gl. (10.6) hergeleiteten Darstellung:
T (t) = exp (;ﬁt) 0 Z oexp (—;_Lﬁt) (10.8)
= h ex (Zf[t) o (&+€LT> oex <—iﬁt)
~ Vomw PR P\Th

2mw

— 277};) (de‘i‘”t + &Tewt)
h

= (g (d + dT) cos (wt) + 4/ =— (—1) (d - &T) sin (wt)

1
= t —psi t
T cos (wt) + ——psin (wt)
7 A

P (t) = exp (;ﬁ]t) o poexp (—th> (10.9)

= m;iw (—i) exp <;I:[t) o (& - &T) o exp <—Z[:It)

= ™ iy [ (1)~ ay ()
mh’w . A —iwt At _dwt
=\ (—1) (ae —a'e )

— \/@ (—1) (& — dT) cos (wt) — m;iw (& -+ dT) sin (wt)

= pcos (wt) — mwi sin (wt) .

Beim harmonischen Osrzillator erhdlt man das Heisenberg-Bild des Orts-und Im-
pulsoperators offenbar aus den klassischen Bahnen z (t) und p(t) = mx (1),
so wie in Gl. (8.7) angegeben, indem man anstelle der klassischen Anfangswerte
x (t =0) und p (¢t = 0) einfach die entsprechenden Operatoren fiir Ort und Impuls
einsetzt. Dieses einfache Rezept ist (leider) nur fur den harmonischen Oszillator
richtig! Fiir ein anharmonisches Potential, z.B. V (z) = 22% + Yz?, ist diese
Eigenschaft nicht lénger gegeben!

Wir zeigen jetzt:

a,atoa] = [a,af]oa+afoa,a
—— —
= &
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und

[a*,af o a} = [a*,aq oca+alo [af,a]
— T
= —al
Eine weitere niitzliche Regel ist
exp (z) o af o exp (—xa) = a' + x[a, a'| + ”;Q[a [, af]] +
_i =0

2

exp (xd*) 0@ 0 exp (—xdT) =a+ x[dT,d} + %{&T, [&T,&H +.

——
=-1

—_—
=0

o=at+ 21
(10.10)
=a—2l.

Es gilt, wie man fir n € N leicht mit Hilfe vollstdndiger Induktion beweist:

n

exp (za) o (dT> o exp (—xa)

{eXp (za) o a o exp (—xd)}

exp (:vdT) o0a" oexp (—w&T)
Fiir eine Potenzreihe der Gestalt
P(afa) = i Do (a*)” am
n,m=0

folgt dann sofort

exp (xza) o P (dT, d) oexp(—za) = P (&T + ol

- (&T + :z:i)n

{exp (x&T) 0 d o exp (—m&T) }n = (& — xi)n .

a)

exp (x&T) oP (&T, &) o exp (—x&T) = P (&T, a— xi) :

Taylor-Entwicklung bzgl. der Variablen x liefert in der ersten Ordnung die niitzliche

Regel:
[a,P(aT,&)} = (%P(&T’d)
at.p(ata)] = —2p(aha).
Insbesondere
o @] = 0 @)
af,a"] = —n-an!

(10.11)
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10 Harmonischer Oszillator und

Leiteroperatoren

Wir berechnen jetzt das Spektrum des hermiteschen Operators a' o a. Sei 1, ()
eine auf Eins normierte Eigenfunktion des Operators af o & zum Eigenwert v:

at

o ay, (m) = v, (:E)

[ awi@e @ = 1

Aufgrund der Selbstadjungiertheit

von a' o & ist der Eigenwert v eine reelle Zahl.

Wir zeigen jetzt, dass v > 0 gelten muss. Dazu betrachten wir die Norm der

Wellenfunktion i, (z):

O S <dwl/7 d¢u>

T
—

= [ awlav, @) av, (@
' /_O:odxv,bl(a:)&To&@DV(x)

= v[ devl (@), (@)

—_= y’

wie zuvor steht ,,p.I“ fiir partielle

=1

Integration. Entweder es ist a, () = 0, oder

aber @, (z) ist eine weitere Eigenfunktion des Operators a'a:

a' o aa, (z)

Entsprechend folgt fir j = 2,3, ..
zum Eigenwert v — j ist:

il o iy, (z) =

(v —j) ', ().

Das beschriebene Verfahren léasst sich fortsetzen, aber nicht beliebig oft! Denn es

110



gilt
0 < (&', a"",)
— /_Oo de [a/4] (2)] at o a [0, (o)
= =) [ defa] @) [, )]

= (=) (@, ¢V> :

d.h. es ist notwendig
ALy Al
O, )
<a/]17b1/7 a/]wlj> o
Betrachte die Funktion g (z) = a7+, (z), wobei J die grifte natiirliche Zahl mit
der Eigenschaft J < v ist. Dann gilt notwendig

avy (z) = 0. (10.12)

Anderenfalls wéire v — J < 0, was ein Widerspruch zur gezeigten Ungleichung
darstellt. Damit ist 1o (x) als Eigenfunktion des Operators a' o @ zum Eigenwert
Null etabliert. Einsetzen des oben hergeleiteten Ausdrucks fiir den Operator @ als
Linearkombination von # und p fithrt unmittelbar auf eine Differentialgleichung
erster Ordnung zur Bestimmung von g (z):

R =

( =y \/2;—}%13)%(%)
_ JW( W%?i})wa()

mw h 0
= Von (”C mwax> Yo(2)
Die Losung lautet
(e (LT
o (x) = <h7r> exp( o7 & > : (10.13)

Sie ist bereits auf Eins normiert:

/_O:de|¢0(x)|2 = ( > / dxexp(—ha:2>
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10 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

Wir steigen jetzt auf der Leiter eine Sprosse nach oben. Wir zeigen unschwer, dass
die Funktion a', (z) eine Eigenfunktion von af o @ zum Eigenwert 1 ist:

atoadtyy (r) = alo(1+afod)dy ()
= a (1+0)y, (v)
= 15”%(33)

Und entsprechend auf der zweiten Sprosse:

itod(al) v, () = (aloaoal)aly, (v)

Die fortgesetzte Anwendung von a' auf die Funktion 1 (x) generiert eine nicht
endende Folge von neuen Funktionen (a')", (), die sdmtlich fiir n = 0,1,2,...
Eigenfunktionen des Operators a' o @ zum ganzzahligen Eigenwert n sind.

Wir behaupten jetzt: die Funktionen (C\‘/% Yo () mit n € N sind orthogonal und
auf FEins normiert. Sei m > n. Dann zeigen wir:

{&, (dT)”_l] + (&T>"_1 oa ) }wo (x)>
E(n—l)(dT)n_Z kein Beitrag: ayo(z)=0

—n-{(@)" e @), (@) o @) ).

Diese Rekursion liefert nach n Schritten:
((a')" o (@), ()" wo ()
—n(n=1)(n—2)---2-1 <(a*)m"¢0 (@) o (x)>
=l ((a)" " o () 0 (2) ).

112



Fir m = n folgt

at)" at)”
<(\/% Yo (2), (\/% Yo (;1:)> = (o (z) , 400 (z)) = 1.

Fir m > n ergibt partielle Integration dann:

(@) "o @) o @) = (ato (@) @) v (@)

Der Fall m < n lasst sich durch komplexe Konjugation auf den Fall m > n zu-
riickfiihren. Nach dem Gesagten bilden die Funktionen

(@)’
Un (z) = Nl (z)

ein Orthonormalsystem:
| dath, (@) 6 () = .

Es gilt

() = — o () (10.14)

d¢o (IL‘)

<
=)
~~
8
S~—
+
—~
Q>
piel
~—
3

113



10 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

Ebenso gilt
At (at)"
at, () = a(a)wo(x) (10.15)

at)""
= \/n—+1( ) Yo ()
(n+1)!

= Vn+1'¢n+1(x)'
Jetzt ist klar, weshalb man die Operatoren af und @ auch Leiteroperatoren

nennt. Die Funktionen 1, (z) sind die Eigenfunktionen des Operators a' o @ zum
ganzzahligen Figenwert n > 0:

il ot (1) = alvi- e (@)
Vi al,_ (2)

= n-, ()
Es folgt nach dem Gesagten:

) 2

~ D mw? 5

H = — 10.16
om T2 " (10.16)

1 .
= hw(&TOd—l—2~1>

Hiy (1) = Enthn (v)
E, = hw(n—ki)

Somit sind fur n = 0,1,2,... die Funktionen 1, (z) zugleich die Eigenfunktionen
des Hamilton-Operators H des harmonischen Oszillators zum Eigenwert E,.

Die Energieniveaus F,, des eindimensionalen harmonischen Oszillators sind aqui-
distant. Der Oszillator kann nur Energie in ganzzahligen Vielfachen des Wertes
hw beim Ubergang zwischen verschiedenen Niveaus aufnehmen oder abgeben. Eine
oft verwendete Deutung der Eigenfunktion ), (z) eines Teilchens beim harmoni-
schen Ostzillator ist, dass diese einer Anregung von n Schwingungsquanten gleicher
Energie hw entspricht. Dann ist af o @ der Operator, dessen Eigenwert im Zustand
¥, (1) gleich der Anzahl der angeregten Quanten ist. Man nennt a' o @ einen Teil-
chenzahloperator, weil er die angeregten Quanten zihlt. Der Operator a! heifit
Erzeugungsoperator, weil er gemafl Gl. (10.15) ein Quant erzeugt, der Operator
a heifit Vernichtungsoperator, weil er gemafl Gl. (10.14) ein Quant vernichtet.
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Hervorzuheben ist, dass die sog. Nullpunktsenergie, das Energieniveau des

Grundzustands, positiv ist:

hw

Dies ist ein grofler Unterschied zur klassischen Physik! Auch am absoluten Tem-
peratur-Nullpunkt fithren die Atome in einem Kristall eine Bewegung um ihre
Gleichgewichtslage aus!

Die explizite Berechnung der hoheren Eigenfunktionen ,, (x) kann im Prinzip
ausgehend vom Grundzustand 1y (x) rekursiv erfolgen. Fiir den ersten angeregten
Zustand folgt

Y1 (z) = &T?/)O(x)

mw

20" W>¢

(
( ﬂ;;: \/—8x> ”;;de2>
=

B (mw) 2mw (_ 2)
N P T )

fiir den zweiten angeregten Zustand erhalten wir:

af ? at
Yo () = ( ) Yo (7) = —=11 (2)

>

0= sl (mw\i [2mw mw
= ) e )
mw\1 [2mw 1 mw h 0 mw
:<h7r) h2< oh _\/%ax> ep<_2hx)
mw\1 [2mw 1 mw o h o mw , mw o
- (ﬁw) h V2 <\/;x - V2mhw " V2mhw h : )exp (_251: )
mw\i [2m mw
_<Fm) \/> ( on " \/—>ep<_2hx)
mw\i [2mw 1 h V2mhw [mw 9
:<h7r) h ﬁ%( \/7“:_1)6@(_2}135)
) o)
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10 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

In Abb. 10.1 sind die ersten fiinf Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators
zusammen mit der Parabel V (z) = mTwaQ graphisch dargestellt. Die Fortsetzung

VEYn(%

10

Abbildung 10.1: Die ersten fiinf Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators.

des Rekursionsverfahrens zur Berechnung der hoheren Eigenfunktionen fir n =
3,4,5, ... ist umstandlich. Daher stellen wir eine andere, einfachere Methode vor,
die auf einem Trick beruht. Wir schreiben unter Verwendung der BCH-Identitét
Gl. (8.16):

@ = (Vi )

_ W (p+ imwi)
2 n
gt SRS
=204 =
(8.16) i {exp (chg) o poexp <_mwj2) }n
( 2m7?w)n 2h 2
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Es folgt

R N GO ) ho ”{ (-2 uy (o)
= \/ﬁ( 2mh/,u)n exp(zh:c 9 exp on ~ Yo ()
1 h %e <mwx2>
= _— X —_—
Vonrn! \ mw P 2h
" o\" . ( mwx2> (mw)iex ( mwx2>
_ < [ — = iheed I
Oz P\ 2n ne) O\ on
() () o () (-2) oo (22
-\ hrm onpl \ mw =P 2hx ox P h
_<mw)i 1 h %ex (_meQ>
-\ hr Vorn! \mw P 2h
cexp (M07) (= 2 ) Jexp (-4
P\ oz PATh
(52)! e () o) () o)
h onp! 2h o g:\/@x'
Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators sind somit gegeben zu:

Yy (z) = <Z§:)i \/% exp (—T;L;;:B?) H, (@x) .

Hy(©) = e (€) (~ 5 ) e (-€)

ein sog. Hermite-Polynom. Fir n = 0, 1, 2, 3 ergibt sich

Hier ist

Hy(§) =1

Hi(§) =2¢

H, (f) = 452 -2
Hs(§) =8¢ —12¢.

Wir leiten jetzt noch eine niitzliche Integraldarstellung fiir die Hermite-Poly-
nome her. Dazu schreiben wir unter Verwendung des Cauchy’schen Integralsatzes
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10 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

(C.L)

1 = \/1%/0:0 dnexp (—772>
= ;% /O:o dnexp |- (n +i€)*|

= \/1% exp (§2> /O:O dn exp {— (772 + 22'775)} ,

und erhalten nach Multiplikation mit exp (—£?) auf beiden Seiten der Gleichung
die sog. Stratonovic-Identitat:

—

exp (—{2) = \/1% /O:O dn exp [— (772 + 2@‘775)} : (10.17)

Es folgt durch Einsetzen die gesuchte Integraldarstellung der Hermite-Polyno-
me:

H, (§) = exp (¢ <—§§> exp (=€) (10.18)

3
= = [ dunyesp [~ (57 + 2ing — )]
= ) e [ (n+ i)
2m oo . R 9
= [ asliGs i) e (<)

2 ds (£ +is)" exp (—32) :

V7

Q)

Offensichtlich gilt:

Homyi1 (0) = /OO ds (is)*" ' exp (—32>

— 22\7;1 (/0 ds (is)*" ' exp <—32> + /OOO ds (is)”™ " exp (—82) )

:fooo ds(—is)?™H exp(—s2)

e}

Hopmyr (0) =
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Hop, (0) = NG 7ood332mexp
_4)m
= (2
m (2m —1)!
= (—2) T

@m—1)-(2m—3)---3-1

A

Eigenfunktionen 1, () des harmonischen Oszillators H = % + ’”T“ﬂ:l:2 mit un-
gerader Quantenzahl n = 2m + 1 haben alle bei x = 0 eine Nullstelle! Dies ist

Ausdruck der Symmetrie der Hermite-Polynome:
H, (=€) = (=)" Ha (€)-
Aus der Integraldarstellung Gl. (10.18) folgt sofort:
d d 2m yoo n 9
dié_Hn (5) = E&ﬁ e dS (é- + ZS) exp <—S )
n—1 00
= 2n- N /_oo ds (& +is)" "exp (—
= 2n- Hn—l (5) .

Desweiteren gilt:

( 2§d—€ + 2n> H, (€)

)

(10.19)

=26 -n—— / d5§+zs)*exp< )+2n—/ ds (€ +is)" exp( )

=2n - —

\/_
—271—/ ds (is) - (€ +1is)"

= —in——

N

:(¢)2n(n—1) ds(§+zs

\/_
4z 2n o

= ds (€ +is)" exp (—

Tde -

ds [—& + (€ +is)] - (€ +is)

)
Ll [ ds[ (€ + is)" ]exp( )
(-

"Lexp (—32>

e (=)

ds(§+is) N [exp( s 1

a exp

<)

)
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10 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

d2
— S H,(9),
i (©
wie bereits zuvor steht ,p.1“ fiir partielle Integration. Damit ist gezeigt:
& 2€7d +2n | H, (&) =0 (10.20)
n = U. .
g2 dg

Einsetzen von Gl. (10.19) in die Differentialgleichung der Hermite-Polynome Gl.
(10.20) liefert die ntitzliche Rekursionsformel:

Hn+2 (f) - 2§'Hn+1 (5) _2(n+1) H, (f)
Hy (f) = 1
H,y (5) = 2.

Auch die sog. erzeugende Funktion

o0 Zn

der Hermite-Polynome ist mit Hilfe der Integraldarstellung leicht zu berechnen.
Sie heifit erzeugende Funktion, weil offensichtlich gilt:
1, (€)= |+ B (e, )
n = |5 - ) %
ozm 0
Wir erhalten durch Einsetzen der Integraldarstellung Gl. (10.18) und unter Ver-
wendung des Cauchy-Integralsatzes

[e.9]

E(&2) = ZHn (5)’:; (10.21)
[o.¢] 21’),

= no\/_/ ds (& +is)" exp( )

) e E+is 2"
= ﬁ/_oodsexp<—s>n§::on!)]
- \}%/_O;dsexp(—sQ)eXp[z(gﬂs)z]

1 00
= exp(2¢2) —/ dsexp (—52 + 2iz - 3)

ZTL

n!

= exp(2£2) / dsexp s—zz) —22}

= exp <2£z — / ds exp (s —iz) }
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Q

exp (2§z — 22> \/1% /_Oo ds’ exp (—3'2)

=1

= exp (252 — ZZ) .

Es gibt einen hiibschen Trick, ein Hermite-Polynom fiir beliebigen ganzahligen
Index n numerisch zu berechnen. Dazu betrachten wir die Fourier-Transformation
der Funktion e~¢* H, (&) und verwenden wieder den Cauchy-Integralsatz:

/_O:O d¢ exp (—ing) exp (-52) H, (§)
— /_oo d€ exp (—in€) exp (—52) [aa — exp (252 -z )] )

- Gz”/ dg exp (—ing) exp (- 52+2§2—Z>]

z=0

(£ bt

z=0

s=t-2 e / ds exp [—in (s + 2)] exp (—s )]
= _dsexp (~ins) exp (~5”)
= (i) [ dsexp [— (s+45) - T]
s () [~ ason - (++12)]
o (Zin)exp <—T> | O:O dtexp (%)

—V7

2=0

= Vm(=in)"exp (JZE) :

Fourier-Riicktransformation liefert die gesuchte Formel
exp (=€) H, (€)= V7 | Dexp (in€) (=in)"exp (L)
—o0 2T 4
Die Erwartungswerte fiir Ort und Impuls eines Teilchens in einem stationéren

Zustand Vg, (x,t) = 1, () ¢~ des harmonischen Oszillators sind aufgrund der
bereits diskutierten Orthonormalitat der Eigenfunktionen v, (x) gleich Null. Dies
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10 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

folgt unmittelbar aus der Darstellung Gl. (10.6) von Orts- und Impulsoperator
durch Leiteroperatoren:

h
@BEH =V o <€L + CALT>%
—QQNEfMMWWMWHWH%zM%mwmm
=0 0
=0.
Entsprechend:
hw
(Ba,, ﬁ%—(—@(a—awwn
- m;w (i) (Vi [ 'l @) us (@) = Var 1 da'yl (@) b (@)
-0 .
=0.

Fiir die Schwankungsquadrate von Ort und Impuls erhalten wir dagegen:
A\ 2 . )2
Bty = (), — @)y,

h A
- 2mw<(a+aT>2>wn

h 2
o A A At At A ~A12
= <a + aoa' +a'oca+a >

2mw -
=1+atoa Un
= 7i<ﬁ+awoa+i+ﬁ§
2mw "

S <€z2>%+<2&To&+i>W+<d*2>

2mw P

=0 =2n+1 =0

g
nmw 2
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und entsprechend:

hw .
= (e
= —mQ<a2— M —aToa—i—aT2>
=i+atoa Vn
- _m§w<A2—2dTod—i+&T2>w
_ _”fw (@), —(2toa+1) +(a®?)
NRAL) NIAL)
=0 =2n-+1 =0
- (o)

Damit ergibt sich das Produkt von Impuls- und Ortsunschérfe fiir die stationdren
Zustande des harmonischen Oszillators zu:

(Mdha,, - (Ad)y, =h(n+ 1) | (10.22)

Das Produkt von Impuls- und Ortsunschérfe fiir die stationdren Zustande ¥, (z,t) =

U (x) e~ """t des harmonischen Oszillators ist am kleinsten im Grundzustand n = 0
und wéchst linear mit der Quantenzahl n an!

Fir den klassischen harmonischen Oszillator ist die Wahrscheinlichkeit py; dafir,
ein Teilchen mit Energie E bei seiner Bewegung im Volumenelement dxdp des
Phasenraumes (D = 1) am Phasenraumpunkt (z,p) anzutreffen, gegeben zu

1 P’ 2,2
pkl(x,p)—fdxdpé E—%—Ew:p :
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10 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

In der Tat ist py (x,p) auf Eins normiert:

/_O:de/_o:odppkl(x,p) = T/ dx/ dpé(E— wx)
= \/;/ dx\/_/ dp(SE P )

_ / e
—Tw/dx/dpéEp )

12
= Tw/ dgo/o drr(S E—r)

12
pr— 7“-:1.
T w

Die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens mit Energie F in ei-
nem kleinen Bereich dx der Bahnkurve am Ort x ist nach dem Gesagten:

pri (z)dx = - dppw (z, p) dx
1 > P’ m 5,
= — -2 _
Td:z: n dp5< om0 wx
2 > P’ m 5,
- = E- 2
de/o dp(5< 5 ST
2 1 00
= pdrp, /O dpd (p — po)

Mit pg als Nullstelle folgt

Do = \/Zm (E — le%Q).

) \/Qm Hw 932)

Am klassischen Umkehrpunkt x, ist der Impuls gleich Null und es folgt:

Also

EF = mw2x2
2
2F
Ty = .
mw?
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Somit

2 1
pr (x)de = ?mdx
\/Qm (%wzx% ’;oﬂx?)
2 1
= dx
T w 22 — 2
1 dz
T fa2 g2

Die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte fiir ein Teilchen mit Energie
ist demnach:

pri (T) =

Die quantenmechanische Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte fiir ein Teilchen mit
Energie F = E,, ist dagegen:

Pam () = [vn (x)|2

1
mw\z 1 mw o mw
= |\ 5= - H —
(i) e (7502) 1 (5 2)

) e 2o 2)

Hier ist der entsprechende Umkehrpunkt z, definiert zu:

2F,
%xi = St =on+1

) 1
(mw)z B <2n+1>2 B \/2n+1i

iz 2 T, T
Also erhalten wir

(z) 1 v2n+1
m (1) = —=———
Pa N L)

In Abb. 10.2 und 10.3 sind beide Verteilungsfunktionen zum Vergleich dargestellt.
Im Unterschied zum klassischen Verhalten kann sich in der Quantenmechanik das
Teilchen auch in der klassisch verbotenen Region x > x, bzw. r < —x, authalten.
Fiir n > 1 approximiert pg, () jedoch im Mittel die klassische Verteilungsfunktion
prt (z). Dies ist in Ubereinstimmung mit dem Bohrschen Korrespondenzprinzip,
das besagt, dass ein quantenmechanisches System sich fiir grole Quantenzahlen
dem klassischen System annéhert.

| exP [— (2n+1) (;)21 [Hn (\/m ;J)r
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10 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

Wn(X)|?
20

f < Pk (X)
15}

X
Xu
f < pii (X)
15}
X
Xu
f < Pk (X)
15+
X

-15 -10 -05 00 05 1.0 15 Xu

Abbildung 10.2: Quantenmechanische Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
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< Pk (X)

i

Abbildung 10.3: Vergleich mit klassischer Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte

Il

-15

15 Xy

Wir konstruieren abschlieBend den Propagator

E
K, (z,2',t) Zl/)n ") exp (—i;t),

der dem Hamilton-Operator

1.
:22:hw<&Tod+1)
om 2 2

des harmonischen Oszillators zugeordnet ist. Es gilt demnach

Hipy (2) = Epthn ()
E, = hw (n + ;)

o = (2)} e () ()

Also

K, (z,2',t)

mw mw 22y w1 mw MW N
_ (e — e (p2 422 9t jihted P —iwt
_(Fm> ©r ‘ 27;27171!}]”( h‘”)H“(\/ h$><€ )

Mittels der Integraldarstellung GIl. (10.18) kann die Summe tiber n explizit be-

=
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10 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

rechnet werden. Dazu kirzen wir ab

w o= e ™t (10.23)
mw
u = —
N x
v o= 2y
- =,
und erhalten somit:
S 3
Z H, (u) H, (v) (n? (10.24)
n=0 '

-z /_OO dée ¢ (u+i€)" \Q/n_ /_OO dne™ (v + in)" <1i‘>

00[ (u+i€) - (v%—in)-%r

:—/ dg/ dne* e”Z -
:7/ dg/ dne(€+7) Z[ (u+1i§) (v +in) w]"

n!

=e2(uti) (v+in)w

_ 1/00 ag /oo dne (€477 | 2uti&)w+inw

™

= i/oo d¢ /jo dnexp {— (52 +n2> — 2&nw + 2iw (§v + nu) + 2uvw]
Lo e (01)(5)
+2iw(v, u) < g ) +2uvw] _

Die Summe iiber n ist eine Exponentialreihe und besitzt einen unbeschrankt grofien
Konvergenzradius. Nun schreiben wir

(10 . (01
“lo1) %27 {10

<1 w>zi+w@. (10.25)

w 1

und erhalten:
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Es ergibt sich hieraus fiir die Quadratwurzel der Matrix:

1
2
(i} lf) = 14+ wo,

v

ViFw+v1—w  VIFw—/1—w

( Nie=ritVs =i ey e )
2 2

Hierbei wurde verwendet

6.) 1 falls1=0,2.4,...,
Oy) =
o, fallsl=1,3,5,....

Wir halten fest:

w 1

< 1 w>:i+w6m:\/i+wﬁx0\/i+w&x.

Entsprechend zeigen wir:

(W) -

ol
VR
=
_|_
S
Q>
8
N—
I

(10.26)

(10.27)

(10.28)

(10.29)
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10 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

y

Die Inverse existiert in der komplexen w-Ebene mit Ausnahme der beiden Punkte
w = £1. Die hergeleiteten Identitaten ermoéglichen die Darstellung:

exp :—(g, ") ( i} ‘f ) (f; >—|—2iw<v, u) ( 5 ) +2uuw] (10.30)
: _(&n)\/ﬂwax\/ﬂw&x(g)

-1
+2iw(v, u) (\/i+w6$> \/i + wo, ( g ) + 2uvw
Wir definieren jetzt neue Integrationsvariablen:

!
( g, ) = 1+ ws, ( f; ) (10.31)
ViFo+/I-w  ViFw—/1—w 5
= (mzm mim)(n)
2 2

N |—= N

1

2

1 _ 1 1
V14w 1—w 2

1 + 1 1 . 1
évl—&—w \/1—w§ E\/l-‘rw \/1—w§ ) .

141
V14w V1-w

= exp

Waren £ und n noch reelle Variablen, so sind £ und 7’ jetzt allerdings komplexe
Variablen, da w eine komplexe Zahl ist. Umgekehrt gilt

($)=(Viewn) " (§).

Dann folgt

i)Hn (u) H, (v) () (10.32)

_ i/Rngdnexp[— &n)(i T)(i)miw(v,u)(?é;)muvw]

_ ! [ de'd det [8(5’") ] exp [—(f’, ) ( & )
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Weitere elementare Rechnungen ergeben:

und weiter:

dmlaﬁmw

a(&,n)

det (\/1 + w6x> B

(10.33)

1 I 1 11
det ? \/ll—i-iw \/11—7 ? ll—i-w ll—w
2\ Vi~ vime) 2 \vime T Vise
1

Vitw-/1-w’

U+ v

!

\/1+w_

) (10.34)

N= D=

1 _ 1 ’
V14w V1w f
1 41 n/
V1+w V1-w

U+ v

, 1 U—0 ,
£+§ \/1+w+\/1—w T

Kombinieren wir die hergeleiteten Formeln folgt:

IADEAD 5)

1

Vitw-/1—-wn

1

1
— [ dé€'dn’exp
R2

dg'dn exp

V1i+tw- /1 —wr Jr2

(10.35)
_ (5/2 _|_ 77/2
Fiw (555 ﬁg ¢
. u+v U—v
+iw V14w + V1i—w 77/
+2uvw
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10 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

Wir definieren neue Integrationsvariablen,

,, u—+v uU—v

= — i 10.36
¢ ¢ <\/1+w \/1—w> ( )
v ig u—+v " U—v
TE T\ Tre  Vicw)’

und erhalten die sog. Mehlersche Formel fiir Hermite-Polynome:

(10.37)

ZHn(u)H
n=0

1 1

- d " A" "2 12

“ e Vo énexp(ﬁ 77)

=1
y w? [ u+ov U—0 w? [ u+twv n U — v 2+2
exp —— — - — uow

PY" T \VTre Vi-w 1 \VTrtw VIi-w
1 w? [(u+v)?  (u—v)

_ _w 2
\/1+w-¢1—weXp{ [1+w LT B

B 1 2uow — (u? + v*) w?

VI w-VI—w 1 — w? '

Damit erhalten wir fiir den Propagator des harmonischen Oszillators die Darstel-
lung

K, (z,2t) Zl/)n _iw(”+%)t
3 —i%¢
_ (w2 MW e e 2
B ( hm > P { 2h (x e ) V1F e wit. /T — gt

2n;wxx/e—zwt f (.T + 33 ) — 2wt
X ex ! ! .
P —2iwt
1—e

Nach weiteren elementaren Umformungen lautet das Ergebnis fiir den Propagator
des harmonischen Oszillators (D = 1):

K, (x,2t) (10.38)
(mw)§ e 2t mw  cos (wt) (2% + 2'?) — 2za’
= exp |i—— - .
hw ) /14 e wt. /1 — et P1"%on sin (wt)

Die Potenzreihe bzgl. der Variablen w = e~™? stellt eine analytische Funktion

in der komplexen t-Ebene mit Ausnahme der Punkte w = +1 dar, die (an den
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klassischen Umkehrpunkten des Oszillators) zu den Zeiten t = ty = % mit

N = £1,42, 43, ... erreicht werden. In der Literatur wird der Prafaktor fiir den

mw 1

1
. . 2
Propagator des harmonischen Oszillators oft zu (ﬁ) NI
stimmt aber nur fir Zeiten ¢ mit 0 < ¢ < t; = =, d.h. bevor der Umkehrpunkt

w
erreicht wurde! Man muss aufpassen, denn fir ¢ > t; ist

angegeben. Das

5t 1+ et . /T — e—iwt%\/eiwt (14 emiwt) (1 — emivt),

Nach Passieren des jeweiligen Umkehrpunktes gibt es einen zusétzlichen Phasen-

faktor e 5 L 71] (Souriau 1974). Unser Ergebnis Gl. (10.38) fiir den Propagator des
harmonischen Oszillators ist exakt fiir alle Zeiten ¢, wie man sich durch Betrach-
ten des Verzweigungsschnitts der komplexen Quadratwurzeln /1 + e~** unschwer
klar macht:

@
—22t

€ T Y 10.39
V1T e wt. /T — gt € 2 [sin (wt)|’ (10.39)

Fir w — 0 liefert die Formel das schon in Kapitel 5 hergeleitete Ergebnis (5.12)
fiir den Propagator eines freien Teilchens:

. , B m\ 2 1 .om 1 9 9 ,
}g%[(w(z,x,t) = (h7r) Mexp{z~h2[<x +x )—233:5}}

t
m 1\:2 m (z — ')’
- () el 7S}

Fiir t — 01 erhalten wir wieder eine Darstellung der Deltafunktion:
S, ()¢l () = lim K, (z,2,1)
n=0

t—0+
~ (ml)é . m(z—a')’
= S \arna) TPV R o
= 0(z—2a).

o0

Zugleich ist hiermit ein Beweis fiir die Vollstandigkeit der Eigenfunktionen {4, (z)},_,
des harmonischen Oszillators erbracht! Nach dem Gesagten ist fiir einen beliebigen
quadratintegrierbaren Anfangszustand 14 (z) die Funktion

qu%w:/fdfmgngWMmq

eine Losung der Schrodinger-Gleichung zum Hamilton-Operator des harmonischen
Oszillator mit Anfangswertverteilung lim; ,o+ U (x,t) = ¢4 (2).
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11 Unscharferelation und Koharente
Zustande des harmonischen
Oszillators

Das Ergebnis fur die Erwartungsvverte von Ort und Impuls in einem stationdren
Zustand ¥g, (z,1) = 1, (r) e * 7t des Hamilton-Operators des harmonischen Os-
zillators, namlich
(T)g,, =0= Py,

stimmt nicht mit der klassischen Anschauung iiberein, gemaf der wir fiir die Posi-
tion eines Teilchens in Abhéngigkeit von der Zeit t eine harmonische Schwingung
um die Ruhelage bei x = 0 erwarten. In der Tat sind wieder Wellenpakete zu
bilden, um Ubereinstimmung mit der klassischen Anschauung zu erzielen!

Wir konstruieren jetzt eine spezielle Losung W, (x,t) der Schrodinger-Gleichung
zum Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators. Zur Zeit t = 0 sei eine
Anfangswellenfunktion zu

Uy (x,t=0)=1y(x— L)

vorgegeben. Es handelt sich also um Grundzustandswellenfunktion v, (x) des har-
monischen Oszillators, die um eine Distanz L nach rechts ,ausgelenkt® wurde.
Somit ist die Funktion ¥, (x,t = 0) ein bei z = L lokalisiertes Wellenpaket, eine

GauBkurve mit Varianz \/% . Die Losung ¥y, (z,t) der Schrodingergleichung zu
diesem Anfangszustand ist

Uy (z,t) = exp (— tﬁ) o (x — L) (11.1)
= exp (—htﬁ>§cn,L¢n($)

= nio:ocmm/}n (x) exp (—iEi;Jnt) .

ST, NN

Zu berechnen sind demnach die Entwicklungskoeffizienten

CnL = /_o:o dz' ! (') o (2" — L) .
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11 Unscharferelation und Koharente Zustande des harmonischen Oszillators

Dazu stellen wir fest:

¢0 (ZL‘ . L) Taylor:—Reihe exp (—Li) 77[)0 (l’)
= exp (—;Lﬁ) o ()
= o |~ 10y/™0 () (a - a!) [ 4o (o)
L =p
— oxp |- ( ”;;%) (a- aT)] o ().

[T vl @) S VI @)

B /_O:O da'v)_, (x) { [jﬁ e %L(d_ﬂ)} +e” %L(‘A‘_&T)jﬁ}% (7)
(10;1)< %ﬁ)e—\/%L(aﬂﬂ)

(VEL) [ @i, @) e VI,

=Cn—1,L

+ 2 darpd ) (@) e VE ) gy ()

nw_/
1
- L ([E) e

=0

N4 2h
2
_ 1 ( mw L) .
n(n—1) 2h
(Rekursion)

1 ( /me>"
= —— —_— C
\/m 2% 0,L>
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dabei steht ,,p.I” fir partielle Integration. Zu berechnen bleibt

Co, = _o:o Az} () vo (2 — L)
- () [Loron (-5 o[ 0 -]
= exp (—77212;1‘/2) (72:) _O:O dz’ exp —% (233/2 — 2Lx’)]
= exp <—T)21;;L2) <Tg:) ’ O:o dz’ exp —% (;p’2 — L:p’)]
- o) (2 L] oy ]
- () () foaven] 2 -]
= exp (—T;;LQ) 17r _O:O dsexp (—32)

Die gesuchten Entwicklungskoeffizienten sind

1 mw \" mw o
o= 7 (Vi k) e (<55 ).

Einsetzen liefert die gesuchte zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion:

Wy (2,1) = i ot () exp (—i21)

< 1 Mo \" _mwr2 (Mw\T e He mw , 1
- — L - L (> 7Hn < s ) 7zwt(n+§)
;m( 2h > ¢ ht ) aml nt) S——o

:exp(fiETnt)

=Cn,L =1Z}n(90)

1
_(mw\1 mw ;o 9 wtl < 1 [ /mwl _, 0" W
—(J P {_M(L +2f>‘22},§m[vme } Hn(vnx)
W mw L _;
-FE s o zwt}
{V VTR 2°

erzeugende Funktion Hermite Polynome
! mw mw L —iwt
(et T 22 ] f 2P
exp —Zﬂ exp B o L it 9
n 2¢

2
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11 Unscharferelation und Koharente Zustande des harmonischen Oszillators

IN|
D
o]
i

3

&

t : L? .
(L2 + 21,2) _ Z(";:| exp {WLezwt L — WeQZwt}

- Ah n n 4
. ) t
_ (I —% [L2 + 202 — dwLe™™! 4 L2t — f‘;}

IS
|

@
»
o

——
3
&

o B (x — Le’i”t)2 + Ij (1 — eQM)] — zu;t}

[ —i4 — im0 x [ sin (wt) ]

IS

7| FIE FIE FE
N
]
s
o

N—
W
D
o]
i

h

I
7/ N 7 N 7N N

+122 L2 sin (2wt)
o exp d _TW L? + 22 — 4z L cos (wt)
Pl an + L2 cos (2wt)
B (m(ﬂ)iex —i — i Ly sin (wt)
-\ hr P +i2 L? sin (2wt)
X exp {—T;;; [I2 — 2Lz cos (wt) + L* cos? (wt)} }
1 - wt <MW :
_(mw\i —i% — 1" L sin (wt) {_mw B 2}
( — ) exp [ Limo 18 sin (2ut) e T [ — Lcos (wt)]" ¢ .

Daraus folgt, dass die zugeordnete Wahrscheinlichkeitsdichte eine zeitabhangige
GauB3-Verteilung ist:

Uy, (z, ) = (?;f)é exp {—W;iw [z — Lcos (wt)]2} :

Das Maximum von |[¥, (z,t)|* als Funktion der Zeit folgt exakt der klassischen
Bahn z (t) = Lcos (wt), in Ubereinstimmung mit der anschaulichen Vorstellung
von der Bewegung eines Teilchens im Parabelpotential eines harmonischen Oszil-
lators!

Wir berechnen jetzt fiir den Hamilton-Operator H des harmonischen Oszillator
Gl (10.16) die Schwankungsquadrate von Ort und Impuls fur einen allgemeinen
auf Eins normierten Anfangszustand 14 (z) zur Zeit ¢ = 0:

U (x,t) = exp (—;tlf[) ha(x).

Zur Vereinfachung der Rechnung ist es zweckméfig, vom Schrodinger-Bild zum
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Heisenberg-Bild zu wechseln:

(B)g = (B (1)), = <:ﬁ cos (wt) + niwﬁ sin (Wt)>dm

A

= (%), cos (wt) + (D), , ij sin (wt)

(P)y = (D (t»m = (P cos (wt) — mwi sin (wt)}w
= (P)y, cos (wt) — (&), mwsin (wi).

Es folgt:
()2 = <<@>¢A cos (wt) + (B, mlw sin (m)) (11.2)
= (a1, o ) 420y, (1), DI o, T
@ = ((B)y, cos (@t) = (@), mwsin (w1))"
= <]3>pr cos? (wt) — 2 D)y, (), mwsin (wt) cos (wt)
+(2),, (mw) sin? (wt) .
Ferner

(#), = (%% (t)>¢A (11.3)

sin (wt) cos (wt)

(11.4)

mw

cos (wt) — mwZ sin (wt))2>w

= <ﬁ2>w cos® (wt) — (Fop+po &), mwsin (wt) cos (wt)
+ <:i”2>m (mw)? sin? (wt) .

Die hergeleiteten Ausdriicke gelten wie gesagt allgemein, fiir einen beliebigen auf
Eins normierten Anfangszustand 14 ().
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11 Unscharferelation und Koharente Zustande des harmonischen Oszillators

Wir fiithren jetzt die Berechnung der betreffenden Erwartungswerte von Ort und
Impuls fiir den speziell gewahlten Anfangszustand

V(o) = 01 () = v (o = 1) = exp (1 15 v o)

durch und erhalten:
@), = [_dul@)iv@)
- Lol o)
. / Azt (/) exp ( Lp) o % o exp (—;Lp) o ()
exp ( ) o4 0 exp (—;Lﬁ) >¢O
+ =L p ]+ >w
sl
= > +L <1>w0

H>

<
(8.16) <
(8+

und:

Desweiteren:

n =0 =1
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und

Schliellich

(Top+poi),

Po

(Top+poi), .

Einsetzen der Leiteroperator-Darstellung Gl. (10.6) von Orts- und Impulsoperator

ergibt weiter

@0134‘250@%

B h mhw

a 2mw 2
h

= — (26" -2
2¢< ¢

= 0.

Einsetzen der erhaltenen Ergebnisse fur die in Gl. (11.1) definierte Wellenfunktion

Uy (z,t) ergibt:

= Lcos (wt)

d .
=me <x>% )

= —mwLsin (wt)
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11 Unscharferelation und Koharente Zustande des harmonischen Oszillators

Fiir das Schwankungsquadrat des Ortes im Zustand Wy, (z,t) erhalten wir:
Au, @) = (), ~ (@3,

I t t
_ <§32> cos? (wt) + (B o p+poi), sin (wt) cos (wt)
Pr L

mw
Hf,_/ ~;
:2WLLW +L2
o\ sin? (wt) 2
+ <p2>wL ) @’\II_L/
_mhw =L? cos?(wt)
-2
h mhw sin? (wt)
- <2mw + L2> cos? (wt) + TW — L*cos® (wt)
h 2 .2 ]
= t t
5 {cos (wt) 4 sin” (wt)
=1
_h
C 2mw

Fir das Schwankungsquadrat des Impulses im Zustand Uy, (z,¢) erhalten wir ent-
sprechend:
. . . mhw
Ao, @ = (7°), — Py, = —

Beide Schwankungsquadrate, (Aﬁ)?h und (Ai}?h, sind im speziellen Zustand
Uy (z,t) von GL (11.1) zeitunabhéngig! Fiir das Produkt aus Orts- und Impul-
sunschérfe ergibt sich fir diesen Zustand

R R mhw h h
Au, (5) D, (7) = ¢2~ i

2mw

Das ist das gleiche Ergebnis wie wir es bereits in Gl. (10.22) fir den Grundzustand
(n = 0) des harmonischen Oszillators gefunden haben!

Lésst sich das fiir den harmonischen Oszillator erhaltene Resultat fiir das Pro-
dukt von Impuls- und Ortsunschérfe verbessern? Wir verallgemeinern die Frage-
stellung und suchen jetzt nach der optimalen unteren Schranke fiir die Unschéarfe
zweier beliebiger hermitescher Operatoren A = A (#,p) und B = B (&,p) iiber
einem beliebigen auf Eins normierten Zustand ¥ (z, ).

Sei W (z,t) eine (auf Eins normierte) Losung der Schrodinger Gleichung zum
(allgemeinen) Hamilton-Operator H. Betrachte fiir einen reellen Parameter A > 0
die reelle Funktion

f = [ e @,
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wobei die Funktion ®, (z,t) folgendermaflen definiert ist:
1 N
By (v,6) — <Aa _ z‘)\b) (2, 1)

a = A—<A>W.i
B_<B>\p'i’

N
I

und (Afl>\1, bzw. (B)y sind die Erwartungswerte der hermiteschen Operatoren A
und B im vorgegebenen Zustand ¥ (z/,1):

<A>\P = /_OO da' Ot (2, t) A (2 t)
(B), = /_ T A (o 4) BY (o 1)

Da f (\) als Integral iiber die nicht negative Funktion |®, (z/,t)[* ebenfalls nicht
negativ ist, gilt offensichtlich die Ungleichung:

0 < FW=[ eyl

/ T Aol (1) By (o, 1)

[-a{(a-on) vl (5o oce

DL /°° Aot (z, 1) ( a+ z)\b> (ia - Mb) 1)

/ dz ' (z, t){)\za —i[&l; bo }—I—/\zbz} (z,t)

R e A 2 /72

= e {at), =G ab]), + ¥ (F),.
dabei steht ,p.I“ fiir partielle Integration. Die Funktion f(\) hat ein Minimum
bei A = A\g > 0. Somit gilt

0<f(X)<f(A).
Die Stelle \y wird aus der Forderung
d !
—f(A =0
),
bestimmt. Also
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11 Unscharferelation und Koharente Zustande des harmonischen Oszillators

Einsetzen liefert

0= 00 = 55 (), ~ (i [a ), -4 (),

Vertauschen wir die Rolle von @ und B, dndert sich nur das Vorzeichen des Kom-
mutators. Folglich gilt immer die Ungleichung:

_mg<; [a,l}D@g (@), - (B2,

Dies ist aquivalent zu

Aber

(@] o
IAN A
/\ /\
S j=)3

S N}
S~ ~——
S|

Il I
>
[N}

@) = [A-(4), LB—(B), 1] =[45].
Wie auch immer die Losung W (z,t) der Schrodinger Gleichung zu einem beliebig
gewihlten (auf Eins normierten) Anfangszustand W (z,t = 0) aussehen mag, stets

gilt fir die Produkte der Schwankungsquadrate zweier hermitescher Operatoren A
und B iiber diesem Zustand die sog. Unschérferelation:

Ay (A) Ay (B) 2 ’<; 4, B}>m .

Fiir Impuls und Ort folgt insbesondere die Heisenbergsche Unschérferelation:

(11.5)

A () e @ 2 [(510.3]) [= 5. (11.6)

Die Unbestimmheit Ay (p) des Impulses nimmt in dem Mafle ab wie die Unbe-
stimmheit Ay (2) der Ortskoordinate zunimmt, oder umgekehrt.

Oft wird gesagt, in der Quantenmechanik kénne nicht gleichzeitig der Ort und
der Impuls eines Teilchens, in welchem Zustand ¥ auch immer, beliebig genau ge-
messen werden! Doch Vorsicht ist geboten! Gl. (11.6) ist mitnichten eine Aussage
iiber die Genauigkeit einer Messaparatur, die in unseren Gedankenexperimenten
beliebig exakt sein darf. Es wird nur ausgesagt, dass wenn an einem Ensemble
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identisch praparierter Teilchen, alle im Zustand ¥, abwechselnd Ortsmessun-
gen oder Impulsmessungen wiederholt durchgefiihrt werden, die Messergebnisse fiir
die Position = des Teilchens eine Standardabweichung Ay (Z), sowie die Messer-
gebnisse fir den Impuls p des Teilchens eine Standardabweichung Ay (p) haben,
deren Produkt Ay (p) Ay (£) nicht kleiner sein kann als 2! Es ist nichts dariiber
ausgesagt, ob und wie die Messung von x die Messung von p am selben Teilchen
»storen wiirde! Die Heisenbergsche Unschérferelation ist vielmehr eine Aussage
iiber intrinsische statistische Fluktuationen des Ensemble von identisch praparier-
ten Teilchen in der Quantenmechanik. Uber den Ausgang einer Einzelmessung wird
gar nichts gesagt!

Abb. 11.1 bringt die charakteristische Unsicherheit in der Quantenmechanik auf
den Punkt!

THE ONE FOR ME ;‘ GLEANTLH WORLD

]

{
o
=1
#
]
o

Abbildung 11.1:

Da jetzt bewiesen ist, dass die optimale Schranke fiir das Produkt von Impuls-
und Ortsunschérfe gleich g ist, ist es instruktiv, fiir einen allgemeinen auf Eins
normierten Anfangszustand 14 (z) die Ergebnisse Gl. (11.2) und Gl. (11.3) durch
Leiteroperatoren Gl. (10.6) auszudriicken:

Ay @) = (#7), — (®)3

(#%),,, cos® (wt) + (T op+poi),,

sin? (wt)

) + <]§2>1/’A (mw)?

A A A in(wt wt

— (@)3, cos? (wi) = 2(8),,, (D), Lttt
i <ﬁ>2 sin®(wt)

Ya  (mw)?

sin(wt) cos(wt)
mw
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11 Unscharferelation und Koharente Zustande des harmonischen Oszillators

PN A\ 2
((37),, — (@)}, ) cos” (wt)
2

po )
A A\ 2 sin? (w
+ (0%, — (0),) )

_ 2:;0 <<(a +al)’ e (a+ &T>;>

- Q:M <<&2 +aal +a'a + (dT)2>w - <&>pr - <AT>1A = 2(a)y, <&T>¢A>
(@, - (@?,)

= [ (@), - @)
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Somit dirfen wir schreiben:

(@%),,, — (@),
_h 2 T2 cos® (wt) — sin® (w
" ( +<<@T) >1/1A B <aT>wA ) ( ( t308(2wf) ( t))

+5 (<€L€LT + &T&>¢A —2(a),, <&T>W> (cos2 (wt) + sin® (wt))

=1

mw

@ =) Y ot cos ot
A5

= ﬁ sin(2wt)
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11 Unscharferelation und Koharente Zustande des harmonischen Oszillators

@,
(@), —G@),

( (@), - @03 )”

und ebenso:

Ay (p)]
(6%, — (B)3,) cos? (wt)
={ — ((3: op+pod),, —2(P)y, <£)W) mw sin (wt) cos (wt)
+((32),, — (@7, ) (mw) sin? (wt)

- (@), - @3,)
mhw - <<<€LT)2>¢A — <&T>ZA> cos? (wt)

+ <aa* + afa>w —2(a),, <aT>W

=4 (@, = @) = (@), = ()], ) ) mssin anycos

A

- <<(&T)2>W B <dT>1A> (C082 (wt) — sin? (wt))

=cos(2wt)

— e <<&€LT + d*&>w —2(a),, <€LT>¢A) <0082 (wt) + sin® (wt))

=1

(@) (), @) o

:% sin(2wt)
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()
5 + <<aaT +ala), —2(a),, <&T>¢A)

(= @) = ((@)7), = (a)?, ) ) snen)

Wir beobachten

3 (), = @, (@), @, etoen
+o (@), - @i, = (@), + (@) )sm
~ Re <<a2>w _ (@) >cos (2wt) + Im <<

= J[Re (@), — @?2,)]" + [m (@2, - <a>;A)} sin (2wt + 0)

) sin (2wt)

— <a2>wA — <a)wA sin (2wt + )
tand = fte (<&2>¢A - <&>1}A)
Im ((a2),,,, — (a)7,,)
Dann folgt:
. (a2, — (@), |sin (2wt + )
[A\I/ (93)]2 =

X (; <&€ﬁ + &T&>¢ —(a)y, <dT>¢A>

= (@, = (@)%, sin (20t +9)
Ay (D))" = mhw
+ (; <&€J + &T&>¢A —(a)y, <aT>¢A> '

Wir erhalten dann fiir das Produkt der Schwankungsquadrate von Impuls- und
Ortsoperator den handlichen Ausdruck:

<§ <daT + d*@>¢A — @)y, <€‘T>¢A)2

[Ay (p)) [Aw (2)]° = 1 .
~ (@), — (@73, sin® (2wt + 0)

(11.7)

149



11 Unscharferelation und Koharente Zustande des harmonischen Oszillators

Da die Wellenfunktion 14 () auf Eins normiert ist, gilt (1),,, = 1 und wir formen
um:

;<aaT+aTa>w - ;<[a a*} +2afa>m
1. R
= 3 <1 + 2aTa>¢A
1. it a
- 5 <1>wA + <aTa>wA
_ 1 (afa) .
2 YA

Schliefflich folgt das Resultat:

AP o | B, @ @) g
(a2),,, — (@), [ sin® (2wt + 0)

Wir suchen einen Zustand V (z,t) = exp(—i%t)@/) 4 (), so dass die optimale untere
Schranke fiir das Produkt der Schwankungsquadrate von Impuls- und Ortsoperator
fiir alle Zeiten t angenommen wird:

NG
L

Das ist in der Tat eine implizite Bestimmungsgleichung fiir die gesuchte Wellen-
funktion 14 (z). Die Forderung besagt, dass erstens der Koeffizient der zeitlich
verénderlichen Funktion sin? (2wt + §) gleich Null sein muss,

<a2>m — (@)} =0, (11.9)

[Ay (9)) [Aw (£)]

und zweitens muss gelten:
AT A A At 1
<a a>¢A (@), <a >¢A = 0. (11.10)

Da die Leiteroperatoren &' und @ nicht hermitesche Operatoren sind, ist Vorsicht
geboten! Sei 14 (x) der gesuchte Zustand. Dann existieren nach dem Orthogonali-
sierungsverfahren von E. Schmidt auf Eins normierte Zustande ¢; (z), die alle fiir
Jj=1,2,3,... zum Ausgangszustand 14 (z) orthogonal sind:

| g} @) va@) = 0.

Desgleichen sind je zwei Zustande ¢; () und ¢; () mit j # j" zueinander ortho-
gonal:

/_O:o dxqﬁj (x) pjr (x) = ;.
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Es gilt die Vollstindigkeitsrelation:
Va (@) 0l () + 30y (1) 61 () = 5 — ).

Damit erhalten wir .

(da), = [ dzvh @) alapa (o)

2 [ dwlaga @) aa (2)
= [ o [” a4 lava @)]' 6 (@ = 2" [aroa ()]
= [ e [~ ar! v ()] (m +Z¢] )[am (@)
{ (/2 dw [avoa (2)] Ya () (f_oo dx'wA («') [ara <m'>])

+ 352, (S da [ava (2)]7 65 (x)) (S5 da'sh (27) [aoa (27)])

{ (/22 de < )atya (@) (/22 do'ph () v (@)
52 |25 da’e) (a7) avpa (a)

2

g,

= (@), @

wobei ,p.1“ fiir partielle Integration steht. Bestehen auf der Forderung Gl. (11.10)
impliziert die notwendige Bedingung

/ dxng "Nawa (') =0 fir alle j =1,2,3, ...

Naa(2)

)

Der Zustand a4 (2') ist orthogonal zu allen linear unabhéngigen Funktionen
¢; (z). Das geht nur wenn ai, (x) ein (i.a. komplexes) Vielfaches der Funktion
Yy (z) ist:

Vs (r) = atha (x). (11.11)
Demnach ist ¢4 (z) eine Eigenfunktion des Absteigeoperators @ zum komplexen
Eigenwert a. Die Forderungen Gl. (11.9) und GI. (11.10) sind nach dem Gesagten
fir den Zustand ¢4 (x) identisch erfiillt:

(@),, = | _deth(@aoa,(x)=a’
@ = ([ ek @) =
(da), = [ delava @) [ @) = ala = ol
(@), (a'),, = (@), @), =aa’ =la
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11 Unscharferelation und Koharente Zustande des harmonischen Oszillators

Wir suchen nun die Funktion ¢4 (z) durch die Eigenfunktionen v, (z) des harmo-
nischen Oszillators auszudriicken:

(8

Dann gilt notwendig fiir die Entwicklungskoeffizienten

Folglich ist

Cn,A =

el
—

Ya ()

() = i Cn, A (T) (11.12)
/_O:O da (2) va () (11.13)
oo a T
[ L@ vaw
= [ sl @] v o)
=atha(z)
\(/)%cnl,A
n(n— 1)%72’14
(11.14)
ﬁCO’A'
= io Cn, AUn (T)
0o a™ &T)n
= ngo ch,A \/m ¢0 (ZL“)

) adT "
= Coa ), ( ) Yo ()
n=0

n!

= Cp.A€xXp (adT) o ()

Die Konstante ¢ 4 bestimmen wir aus der Forderung, dass ¢4 (z) auf Eins normiert
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sein soll:

1= [ davl (@) va (@)
= |eo.al? /_o:o dz {exp (Oé&T) Yo (x)r exp (Oé&T> o (x)
"o a? [ drsh () exp (a1a) o exp (0a) o (2

= ’CO,A‘z /jo dx@/zg (x) |exp (oﬁd) o exp (a&*) o exp (—oﬁ&) o exp (M&) o ()
=1

= ]co’A\Q /_O:o dxwg (x) :exp (oﬁ&) o exp (a&*) o exp (—oﬂdﬂ exp ((ﬂ&) o ().

Nun ist
< (af)”
exp (ola) o (1) = 3 ( n,) Wy (r) = (a)
=0 fir n=1,2,3,...
und

exp (a'a) o exp (aa') o exp (—afa)
= e (o) o (5 (#)") oexo (~a'a)
_ jz‘fa' b (afd) o (a')" o exp (~ala)

n
_ o F2) o At -
= nz::om eXp(O{CL)OG oexp(—oza)
Gl (LOAIO)&T—i-aTi
- ff O (@ + al)"
= i l (adT + aaﬁ)n
n=0 nl

= exp (adT + ocaTi)

= exp (ozozT) exp (osz) .

153



11 Unscharferelation und Koharente Zustande des harmonischen Oszillators

Also ist

| el (@) va @)

= ]cQA\Q exp (aoﬁ) /_O:O d:mpg (x) exp (adt) o ()
T
’CO,A|2 exXp (OéOéT) /_O:O dz |exp (OZT&) Yo ()| o ()
=tpo(x)

= ’CO,A|2 exp (onzT) /OO dz 4o ($)|2

kel
—

=1

= ]00’A|2 exp (aoﬁ)
aal
CO,A = eXp | — 7 .

Die gesuchten auf Eins normierten Zustande minimaler Unscharfe fiir das Schwan-
kungsquadrat von Impuls und Ort beim harmonischen Oszillators sind somit be-
stimmt zu:

Yale) = exp( o] )z @)
’

= ¢ (z;a) =exp <—|O;> exp (CY&T) Yo (2).

Hier ist o € C eine beliebige komplexe Zahl. Die Zustdnde v (z; ) heilen wegen
der Eigenschaft, das Produkt der Schwankungsquadrate von Impuls und Ort beim
harmonischen Oszillator zu minimieren, kohdrente Zustande.

In der Tat ist der koharente Zustand 1 (x; «) eine bzgl. des Ursprungs verschobe-
ne Gaukurve mit einem ortsabhéngigen Phasenfaktor. Um das einzusehen, setzen
wir

s
I
>

>
~.

A = .

und verwenden die in Kapitel 9 hergeleitete Formel Gl. (9.9) fiir lineare Operatoren
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A und 3, die beide mit ihrem Kommutator Vl

ex (a&*) =exp |« mwi — ! D
P p on 2m7"lwp
mw -1 a?
= exp |/ ——1T| oexp |« oe -
Xp on Xp thwp Xp 5
{ mw A} - OzQi
=e — %] oe e ——1].
Xp oy o Xp | thpr Xp 1
Somit
O T
V(z;a) = exp 5 ) exp (aa ) Yo ()
jaf? ’

, E} vertauschen:

2mhw

Taylor-Reihe
= Yo | z—a

h

2mw

)

| a? { mw -?/1 h
= exp|—— |exp|—— | exp |/ =2z r—a\—
PAUT 2 )P T )P [Py g )P 2mw
| a? { mw |
= exp|—— |exp|—— | exp |/ ==z
PAT 2 )P )P [ ™
1 \ 2
><<mw)4ex M g R
s P 2h 2mw
=¢o(a¢—a ﬁ)
1 2 2 2
(mw>4 la]”  « o [04 mw 1 mw o, 1Y«
= _— ex _— — — _— _— _— _ —
he) CP\ T2 T )P Rt | T Von "t
(mw)i la)® 4 a? { MW 2 L o [T ]
= (— ) exp|———— |exp|——7 ay)——x
) P 2 Pl 2n 2h
B (mcu)}lex _aj +afr +aj —af; + 2z
B hm P 2
X exp {—ng? + 2 (ay +iayy) T;L;;x}
(mw)ie (—iaragr)e [22'04 T e [ T 22 + 205,/ g 042}
= (—) exp(— X —ux|exp |——— —r—
o p 107 ) €XP ml 5z p oh N on T
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11 Unscharferelation und Koharente Zustande des harmonischen Oszillators

2
(mw)i (=i ) [2, mw mw 2h
= |[— ) exp(—iajay)ex tary ——zx|exp |——— |z — apy/ —
hr P 1o1) Xp T\ "on P 2h N mw

Die Amplitude L der Auslenkung um den Ursprung ist demnach

2h

Der eingangs betrachtete Zustand v (x — L) entspricht der Wahl a;; = 0, oy > 0.
Die zeitliche Evolution eines kohédrenten Zustands folgt nach dem Gesagten zu

U (z,t; ) = exp (—;_Ltf[) W (5 )

= exp (—) exp <_h H) o exp (a&T) o exp <htH) o exp (—;tﬁ) o ()

=1

| 2

= exp <—|O;> {exp (—;tﬁ) o exp (a&T> o exp (;tﬁ[) } exp (—;tﬁ) o ().

und
exp (—;tﬁ) 0 exp (Oz&T) o exp (;tﬁ)
= exp [a exp (—;tﬁ) odal o exp (;tﬁ[)]
Gl 40.7) exp [ad}{ (—t)] = exp (a?ﬂe_m) )

Damit lautet die gesuchte stationére Losung der Schrédinger-Gleichung fiir den
harmonischen Oszillator

U(x,t;a) = exp <—i

= exp <—i

Die konstruierten Losungen W (x,t) zerflieBen demnach nicht mit der Zeit wie
sonst fiir Losungen der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung iiblich, sondern sie
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kehren in den alten Zustand zuriick. Das Label ,,a“ des kohédrenten Zustands rotiert
auf einem Kreis mit Radius |o| um den Ursprungspunkt (0,0) der komplexen
Zahlenebene mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w im Uhrzeigersinn. Um in den
Ausgangszustand zuriickzukehren, ist aber die doppelte Periode 21" abzuwarten:

U(z,t+T;0) = =V (x,t;0)
U(r,t+2T;0) = V(x,t;a).

Fiir die zugeordnete Wahrscheinlichkeitsdichte gilt aber
U (2t + T50) = | (a, ),

was in Ubereinstimmung mit der klassischen Anschauung ist.
Die Erwartungswerte der Besetzungszahl N = af o @ und des Quadrates der
Besetzungszahl N2 = (af o @)? im kohérenten Zustand v (z; ) mit o € R sind

N = o
(&), = lo
B2 = laf+ Jaf*.
(8%, = laf+]al

Die Unschérfe der Besetzungszahl ist demnach gegeben zu

A - A 2 . A 2 % o

Boa(N) = (&%), —(®); | =1ol
1
= (N)* .
(%),

Fiir das Produkt der Besetzungszahlunscharfe mit der Ortsunschéarfe im kohéren-

ten Zustand ¢ (z; ) mit der Wahl eines reellen Parameters «, also ay; = 0, folgt
mit

das Ergebnis

o . h L
Dy (W) - Ay, (@) = a5 — = 7.
wobei
2h
L = |Oé]| . —_—.
mw

Je grofler die Besetzungszahl <N ), desto genauer lasst sich die Position des Teil-

chens bestimmen: A
A¢A ($) o 1 _

Lo2a, (8) o)

—_

< Nl

A
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11 Unscharferelation und Koharente Zustande des harmonischen Oszillators

A

Ein Teilchen sei durch die zeitabhingige Wellenfunktion W (z, ¢; o) = exp(—+tH)y (x; )
beschrieben. Dann gilt nach dem Gesagten:

R oo ) 1
<H>\1/ = / dz Ut (2, t;0) HY (z,t;0) = hw <|a|2 n 2>

— /O:O dzy’ (z; @) exp (;tﬁ> o Hoexp (—;tﬁ) ¥ (z;a)
_ /OO day’ (z; ) Hep (23 )
(1112) /OO da <§: Wi, () CL/7A> q (i Cn, AVn, (@)
0o n/=0 n=0

= [ (S v @) (3 contion )
o0 n’=0 n=0

= Z |Cn,A‘2 En
n=0
Hier wurde verwendet

[ awdl @) va (@) = G

1

Die Wahrscheinlichkeit |c,, 4%, bei einer Messung der Energie des Teilchens im
koharenten Zustand W (x, t; a) bei seiner Bewegung im Potential des harmonischen
Oszillators den Wert E,, zu messen, ist gemafl Gl. (11.13):

onal = () (2 ool
c?LA - \/m \/m CO,A

|a|2n 2
= T exp (— || )

_ (<5ﬁ o &'>¢A>n exp (_ (ato a>w ) ‘

Das ist eine Poisson-Verteilung.

Kohéarente Zustdnde sind auf Eins normiert. Jedoch sind kohérente Zustande
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Y (z;a) und ¥ (z; ) fiir « # S nicht orthogonal:

(B0) = [ dedl (:5) 0 (w30)
-/ Z dz [exp (—'@2) exp (8" vy (x)] T exp <—|O‘2|2> exp (@il o (x)

Dl ( B + Jaf*
=exp|——7—

2 ) [ eyl @) exp (81) 0 exp (i) v (2).

Nun gilt aufgrund der Operator-Identitat Gl. (9.9)

exp (6*&) 0 exp (a&T)

— exp (adT> o exp (BTQ) 0 exp (ﬁTa[&, &T]>
=1

= exp (ﬁTa) exp (a&T) 0 exp (5%) .

Somit folgt

(B0) = [~ dev! (@ 8) ¥ (i)

2 2 -
= exp (—W + BM) /_Oo dxwg (x) exp (C(CAIT) o exp (BT&) Yo ()

2 2
S (_w tlol’ | m)

.i_

X /O:O dx |exp (oﬂ&) o (z)| oexp (ﬁT&) Yo ()

=vo(z) =vo(z)

2 2
. <_|6| tlal m)

[(B,)* = exp (= |a = B*).

Fiir o — 8] > 1 wird der Uberlapp der Wellenfunktionen v (z; ) und ¥ (z; 3)
exponentiell klein!

Die Gesamtheit aller kohédrenten Zustinde ¥4 (; ) mit o € C bildet ein sog.
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11 Unscharferelation und Koharente Zustande des harmonischen Oszillators

tbervollstindiges System. Betrachte dazu

= Qg + iOéH

o
/RQd%cf(a) = /_ qu/_ darrf (ar + iagy)
. 00 21 .
polrtozztner [ qjalfal [ def (jal ).
0 0

Sei
K (x,2') = /R2 d*ayp (z; ) T (25 a) .

Dann erhalten wir:
/OO do'K (x,2") U (2)
— /2 o) (73 @) /oo dz'T (2'; a) U (2)
R —00

_ /Omd\ay |a|/027rdg0 [eXp <—|O‘2|2> 3 |a|;—w¢n( )]

n=0
00 m —imp
X /_OO da’ [exp < |2> mZ::O |0z|\/_ (s (m')] U (2)
0o 00 n+m o
= / d |a |a] exp (— |04|2) Z Z %( ; dye (n m)('”)@/)n (x)
n=0m=0 VM.
=270n.m

= o [ (X v @) vl @) v @)

= lim Ky(z,z't)
t—0t

= ﬂ/o:odw’é(x—x’)\ﬂ(x’).

Damit lautet die Vollstdndigkeitsrelation fiir koharente Zustande:
d2
L, S0 @)l @ha) = o (e —a')
R2 T

Jede beliebige quadratintegrierbare Funktion W (x) kann nach dem tbervollstan-
digen System der kohédrenten Zustidnde des harmonischen Oszillators entwickelt
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werden:
V(z) = / da'8 (x — 2') W (a)

d’a

= [ _de [ SRei@a) vl (@ha) v (@)

d’a

_ /R2WV_";dxupuxeaw(ﬂw(:c;a)
=c(a)
e ayp wra)

O:de'w (s 0) W ().

Il
—

cla) =

Betrachte den Operator
D (o) = exp (oz&T - aTd) :
Es gilt aufgrund der Operator-Identitét Gl. (9.9)

D (o) = exp <—’Oé2‘2> exp (adf) o exp (—oﬁd) :

Somit folgt sofort:

D (o) (z) = exp <_|a2|> exp (a&T) o exp (—oﬁd) Yy ()
ayo(x)=0
= exp <_|a2|> exp (a&T) o ()
= V¥ (x;0)

Der Operator D (a) ist unitér, d.h. es gilt:

A A A A

D(a)o[D(a)]' = 1=[D()] oD(a)
(D] = D(-a).
Wir beobachten:
D(a+p)=exp|(a+p)a’ - (a+p) d
= exp {a&T —aofa+ pal — BTd}

(11.15)

= exp [adT — oﬁ&} o exp [5&T — ﬁTd} exp <—; [adT —afapal — BT&D

(0% ]L—Oé]L A A
= exp (—525) D(a)oD(B),
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11 Unscharferelation und Koharente Zustande des harmonischen Oszillators

vertausche nun « und

= exp (W) D(B)oD(a).

Es folgt die sog. Weyl-Identitat:
D(a)oD(B) = exp (aﬁT —oﬂﬁ) D(B)oD(a). (11.16)
Diese Relation iibertragt die urspriingliche kanonische Vertauschungsregel
[a,af] =1

fir die nicht beschrinkten linearen Operatoren a und a' auf die beschrinkten uni-
taren Operatoren D (o).
Mit der Regel Gl. (10.11) aus Kapitel 10 berechnen wir jetzt den Kommutator:

4, D ()] = arD (@) = aD ()
U d - A
[aT, D (a)} = —%D () = a'D(a).

Es folgt hieraus nach Multiplikation von links mit {f) (oz)r unter Verwendung von
GL (11.15):

[D(@)] 0o D(a)=a+al.
Entsprechend zeigt man

A

[D(@)]' 0dloD(a)=af +all.

Dieser Eigenschaft verdankt der unitére Operator D (o) den Namen Shiftopera-
tor.
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12 Bemerkungen zur
mathematischen Struktur der
Quantenmechanik

Um das Wirken von linearen Operatoren A auf Wellenfunktionen W abstrakt besser
zu verstehen, machen wir an dieser Stelle einige Bemerkungen zur mathemati-
schen Struktur der Quantenmechanik.

Die Gesamtheit der Wellenfunktionen ¥ eines Teilchens bildet einen linearen
Raum H iiber dem Korper C der komplexen Zahlen. Dies bedeutet, dass zu je
zwei Wellenfunktionen ¥; und ¥;; aus H, und zu zwei Zahlen ¢; und ¢;; aus C,
dann auch die Linearkombination ¢;¥; + ¢;;W;r Element von H ist. Das ist das
Superpositionsprinzip. Natiirlich ist die Reihenfolge bei der Addition mehrerer
Elemente von H beliebig, d.h. H ist bzgl. der Addition eine Abelsche Gruppe.
Es gilt also U; + Uy = WUy + Uy, und (Y + V) + Uy = Uy + (U + Yypy)
fiur Uy, Wi, Wy € H. Es gibt ein Nullelement © € H mit © + ¥ = ¥ fir alle
U € H. Zu jedem ¥ € H existiert ein inverses Element (—V), mit ¥ + (—¥) = ©.
Beziiglich der Multiplikation von Elementen ¥ von H mit Zahlen ¢, ¢; und ¢y aus
C gilt das Assoziativgesetz, c; (c;;V) = (¢;cr7) ¥, und das Distributivgesetz,
C(\I/[ + \I/[]) = C\I/] + C\P[[ und (C[ +C[[) U = C[‘;[f + C][\I/. Fur Crf = —Cg fOlgt
hieraus sofort 0- ¥ = © fiir alle ¥ € H, und fir ¥; = —;; folgt ¢- © = O fiir alle
Zahlen ¢ € C.

Die n Elemente Uy, Uy, ... U, € H heiflen linear abhingig, wenn es Zahlen
€1,Co, ..., Cn € C gibt, die nicht alle zugleich Null sind, mit

> ¢l =0. (12.1)
j=1

Die Elemente Wy, Uy, ..., ¥, € H heiflen linear unabhangig, wenn die Relation
GL (12.1) nur fiir Zahlen ¢; € C mit ¢; = 0 gilt. Existieren in einem linearen Raum
‘H eine Anzahl D von linear unabhédngigen Elementen, wahrend D + 1 Elemente
immer linear abhéngig sind, so heifit D die Dimension von H. Gibt es abzéhlbar
(oder sogar iiberabzéhlbar) viele von einander linear unabhéngige Elemente in H
so ist D = oo.

Um Erwartungswerte physikalischer Observablen definieren zu kénnen fehlt noch
ein wichtiges Strukturmerkmal, das innere Produkt. Je zwei Elementen ¥; und
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12 Bemerkungen zur mathematischen Struktur der QM

U, aus H wird eine komplexe Zahl (¥;, U;;), genannt inneres Produkt oder Ska-
larprodukt, mit folgenden Eigenschaften zugeordnet:

(U7, Wpp) = (Wpr, Op)' (12.2)
(Vrrr,erVr+errVir) = e (Vi V) +err (Wi, Yir)
(U, ¥) >0 fir ¥ # 0.

Ein linearer Raum H mit Skalarprodukt heifit auch unitidrer Raum. Jedem Ele-
ment ¥ € H werde die reelle Zahl |¥| = /(¥, V) > 0 als Norm zugeordnet. Es
ist ||| = 0 genau fir ¥ = ©.

Fir je zwei Elemente W;und W;; aus H gilt die Schwarzsche Ungleichung:

(W, W) | < (1Wr| - ([ rs]] (12.3)

Das ist leicht einzusehen. Fur ¥;; = © verschwinden beide Seiten identisch. Fir
U, # O gilt fiir ¢ € C immer

0<|U;+ C‘I’H||2 = (U4 Uy, Uy 4 cVyp)
= (U, V) + (U, W) + (U, Up) + (W, c¥yp)
= (U, U+ (¥, V) + cf (U, Up) + ccl (W, Wrr)
= (U, V) +c (U, V) + CT{ (Ui, Ur) + (Vg ,\I’H>}-
—— ——

>0

Fiir den speziellen Wert
(Wrr, ¥p)
(Wrr, Yrr)

verschwindet die Schweifklammer vor der Zahl ¢' und es folgt:

Das ist gleichbedeutend mit
(O, ) |* < (T, Tr) - (T, Tpp)

Das Gleichheitszeichen steht nur im Fall ¥; + ¢¥;; = O, d.h. wenn V; und V¥,
linear abhéngig sind.
Fiir je zwei Elemente U; und ¥;; aus H gilt die Dreiecksungleichung;:

W7+ W] < @] + (W] (12.4)
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Das Gleichheitszeichen wird angenommen, wenn W; oder ¥;; gleich © sind, oder
wenn V;; = ¢ W; mit einer reellen Zahl ¢ > 0 ist. Das ist leicht einzusehen. Fir
U; 4+ W;; = O ist die Aussage offensichtlich richtig. Fur U; + U;; £ © gilt
0 < O+ = (U + W, Uy 4+ Upp)
= (VU + V) + (W, U+ Yyp)
(12.3)

< Nl s+l 4 1] 17+ Y]
Division durch [|U; + V|| fithrt zur Aussage Gl.(12.4). Fir U oder W, gleich
O wird natiirlich das Gleichheitszeichen angenommen. Fiir U; £ © und V;; # ©
kann das Gleichheitszeichen nur gelten fir ¥; + VU;; = ¢;V; = ¢V mit ¢y,
crr € C. Die Wahl ¢; = 1 geht nicht, denn dann wéare V;; = ©. Also ist ¥; =
L. Das fiihrt auf [1+ %L < 1+[<E|. Offensichtlich wird das Gleichheitszeichen
angenommen, wenn die Zahl ¢ = %’reell und positiv ist, ¢ > 0.

Zwei Elemente Wy, U;; € ‘H heiflen orthogonal zueinander, wenn gilt

<\I’[, \I’][> =0.
Eine Menge {¥;}2 von abzihlbar vielen Elementen ¥; € H mit der Eigenschaft
(W, Ujr) = 05

heit Orthonormalsystem (ONS). Je endlich viele der Elemente ¥; eines ONS
sind linear unabhéngig, denn aus }7_;cy W) = © folgt sofort durch Bildung
des Skalarprodukts mit einem festen Element ¥; die Relation 0 = (¥;,0) =
(W, 0 cpp W) = S cjr (¥, W) = ¢;. Eine endliche oder abzihlbar unendli-
che Menge von linear unabhingigen Elementen ®; € H kann orthonormiert wer-
den, d.h. man kann durch Bilden geeigneter Linearkombinationen der ®; € H eine
abzéhlbare Menge von neuen Elementen VU, herstellen, die wieder ein ONS bilden:
P
N ]
_ (I)m - Sn:—()1 <\Ijj7 q>m> \Ijj

T || = (W, @)
Dies ist das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren. Von der Richtig-
keit der Aussage liberzeugt man sich leicht durch vollstandige Induktion. Offenbar
ist (Wo, V1) = 0. Es sei {¥g,¥y,...,¥r_1} bereits orthonormalisiert. Dann gilt
fir | < k und j < k wegen der Annahme (¥, V;) = ¢§;; auch

<\m,<1>k N, ) \Ifj> ) — 3 (08 (W)

J=0 J=0

v

firm=1,2,...

(W, Pg) — (W1, Py)
0.
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12 Bemerkungen zur mathematischen Struktur der QM

Mit

By — 2520 (W, Pr) ¥y
H(I)k — 25 (U5, @) ‘I’JH

k:

ist dann auch das Skalarprodukt mit W; gleich Null, d.h. (¥;, W) = 0 fir | < k.
Damit ist der Schluss von & — 1 auf k& vollzogen.
Wir geben einige Beispiele fiir Orthonormalsysteme.

1.

Die trigonometrischen Funktionen

tn(9) = exp (ing)
n=0,+1,%2,...

bilden im unitédren Raum L?([0, 2x]) der im Intervall [0, 27r] quadratintegrier-
baren Funktionen ein ONS:
27 d¢

_ _ ) I = /.
(o) = [ 92 exp i (m' — m) 6] = B

. Die Familie der auf dem Intervall [0, 1] definierten Funktionen

27 falls2 "<z <2-27",
wy () =
0  sonst,
n=1,23,...

bilden im unitiren Raum L?([0,1]) der im Intervall [0, 1] quadratintegrierba-
ren Funktionen ein ONS:

1
(Wi, Wiy ) = /0 dzws, ()W () = O -

. Die mit einer positiven fest gewéhlten Gewichtsfunktion p(z) gebildeten

Funktionen y/p (x)z" fiir n = 0,1,2,... werden nach dem Schmidtschen Or-

thonormalisierungsverfahren in ein ONS von Funktionen s,(z) = /p(x) -
pn(z) tberfithrt. Die p,(z) sind dann Polynome. Man findet fiir das Inter-
vall Z = [—1,1] und die Wahl p(x) = 1 die Legendre-Polynome, fiir das
Intervall Z = [—1,1] und die Wahl p (z) = \/117 die Tschebyscheffschen
Polynome erster Art, fiir das Intervall Z = [0,00) und p(x) = exp (—x)
die Laguerrschen Polynome, fiir das Intervall Z = (—o00,00) und p(x) =

exp (—z?) die Hermiteschen Polynome:

(Smem) = [ dwp () pin(@)puw (2) = Songr
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Wir bilden jetzt Folgen von Elementen ®; aus einem unitaren Raum H. Eine
Folge {<I>j};.’i0 heiffit Cauchy-konvergent, wenn es zu beliebig klein vorgegebe-
nem ¢ > 0 eine natiirliche Zahl n. gibt, so dass ||®; — ®;| < e fir j, 7/ > ne.
Der unitare Raum H heifit im Sinne der durch das Skalarprodukt induzierten Me-
trik ||¥; — U] vollstdndig, wenn zu jeder Cauchy-konvergenten Folge ¥,, von
Elementen aus H ein Grenzelement ¥ € H mit ||V, — V|| — 0 existiert. Ein
vollstandiger unitarer Raum H heifit Hilbert-Raum.

Nach dem Gesagten bildet die Gesamtheit der (im Lebesgueschen Sinne) qua-
dratintegrierbaren Wellenfunktionen eines Teilchens bzgl. der durch das Skalar-
produkt

(W) = [ el 0,

induzierten Norm einen Hilbert-Raum. Dieser wird im folgenden als L?*(R?) be-
zeichnet.

Wir betrachten jetzt Operatoren fl, die Elemente ¥ € H in Elemente AU e
H iiberfihren. Sei D4 der Definitionsbereich des Operators A. Sei A (D) =
{ AU | ¥ € Dy} die Gesamtheit aller Bilder des Operators A. Wir sagen A ist
ein Operator auf dem Hilbert-Raum wenn gilt A (D4) C H. Der Operator A heiBt
linearer Operator, wenn gilt

A (C[\I/[ + C[[\I/[[) = C[A\I/[ + C[[A\I/[[
fur alle W;, U, € Dy

fiar alle ¢;, ¢;r € C.

Dazu ist zu sagen, dass jede physikalische Observable A, z.B. der Ort, der Impuls,
die Energie oder Drehimpuls eines Teilchens, in der Quantenmechanik ein linearer
Operator auf dem Hilbert-Raum entspricht, der einer Wellenfunktion ¥ € H eine
neue Wellenfunktion AU €  als Resultat der Anwendung von A auf ¥ zuordnet.
Der Erwartungswert (A)y einer Observablen A fiir ein Teilchen im Zustand W lisst
sich dann als das Skalarprodukt der Elemente ¥ und AU in H auffassen:

(4), = (v, Av) = /Rg St ) Av (', 1).

Da die Messung physikalischer Grofien nur reelle Zahlen als Messwert liefern kann,
muss der Erwartungswert einer Observablen in jedem Zustand ¥ € H unbedingt

eine reelle Zahl sein: St A
<A>\Il = <A>‘If

Das bedeutet es ist zu fordern

!

(v, Av) L (v, Av).

167



12 Bemerkungen zur mathematischen Struktur der QM

Andererseits gilt gemafl der Eigenschaften des Skalarprodukts im Hilbert-Raum
H
(v, Av) = (Av,v).

Die Betrachtung fithrt auf die Forderung, dass Observable A lineare Operatoren
A :H — H sind, die der Nebenbedingung

(A, w) = (v, Av) (12.5)
fur alle ¥ € H

geniigen. Solche Operatoren heilen hermitesche Operatoren. Die den physika-
lischen Messgrofien entsprechenden Observablen der Quantenmechanik sind nach
dem Gesagten notwendigerweise hermitesche Operatoren auf dem Hilbert-Raum
H.

Jedem linearen Operator B auf dem Hilbert-Raum A ist iiber die folgende Re-
lation ein adjungierter Operator BT zugeordnet:

<<1>,B\11> = <BT<1>, xp> fiir alle U, ® € H.

Offensichtlich ist mit B auch der adjungierte Operator Bt ein linearer Operator
auf dem Hilbert-Raum H :

(B (@1 + cr®rr) , W) = (@ + c1 Py, BY)

c} (@1, BY) + ¢}, (@11, BY)
c} (B, W) + ¢}, (B'®y, )
= (e1B'®; + ey B0, W)

Da die Forderung Gl. (12.5) alle Elemente von #H betrifft gilt insbesondere auch
fir ¥, ® € H und 2z € C, dass eine Observable A die Bedingung

(AT +20), 0+ 20) = (T + 20, A(V +20))

erfilllt. Unter Beachtung der Regeln fiir lineare Operatoren und das Skalarprodukt
folgt sofort

A

(AU, W) + 2 (A, @) 4 2F (A0, W) + 212 (A0, @)
= (U, AV) + 21 (&, AV) + 2 (¥, AD) + 212 (@, AD).

Die Forderung Gl. (12.5) impliziert jetzt

A

2 (AU, @) + 21 (A0, W) = 21 (0, AV) + 2 (¥, Ad),
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d.h. es gilt fiir alle Paare U, ® € ‘H
(0, AV) = (A2, W).
Das bedeutet es ist
A= AT

Damit ist gezeigt: ein hermitescher Operator A (Observable) ist ein selbstad-
jungierter Operator, und umgekehrt. Sehr wichtig: ob ein Operator A selbst-
adjungiert ist, hangt insbesondere auch davon ab, ob der Definitionsbereich D 44
des adjungierten Operators A" mit dem Definitionsbereich D 4 des Operators A

iibereinstimmt!
Das folgende Beispiel definiert den Operator A zu

hd

A=
1 dx

auf einem Unterraum D ; C L?([0, 27]), wobei

D;= { u € L*([0,27]) ’ u(z) ist differenzierbar } .

Das Skalarprodukt ist definiert zu

2

(v,u) = dzo' (z)u(x).
0
Dann erhalten wir fiir den zu A formal adjungierten Operator A = ?% die Be-
ziehung
. . ho2r du(z)  dof(z)
_ [ At - T
(v, Au) — (Ato,u) = - / do [v ()= + S () (12.6)

= 7;/0% d:c(fx [UT(Z’)U(SU)}
h

= 2 [of(@)ulx)] "

1

= Mt @mu(er) — o 0)u(0)].

(4

=0

Erfiillen die Funktionen v(x) noch die zusétzliche Bedingung

v(2m) = 0

so ist zwar

169



12 Bemerkungen zur mathematischen Struktur der QM

aber in diesem Fall ist jedoch der Definitionsbereich von AT, namlich
D = { v € L*([0,27]) ‘ v(z) ist differenzierbar und v(27) = 0 = v(0) } ,

cine echte Teilmenge von D ;:

Der Operator A ist auf D 4 somit nicht selbstadjungiert.
Wahlen wir stattdessen fiir den Operator A = %% als Definitionsbereich peri-

odische Randbedingungen
D; = { u € L*([0, 27]) ‘ u(x) ist differenzierbar und u(27) = u(0) } :

dann folgt fiir den zu A formal adjungierten Operator Af = ?%, falls der Defini-
tionsbereich des adjungierten Operators zu

Dy = { v € L*([0, 27]) ‘ v(x) ist differenzierbar und v(27) = v(0) }
gewdhlt wird, dass die Randterme geméf Gl. (12.6) verschwinden, so dass wieder-

um gilt

(v, Au) = (Atv,u) .
In Fall periodischer Randbedingungen ist offensichtlich der Definitionsbereich bei-
der Operatoren identisch, D ;; = D; und der Operator A= %% = Al ist auf D i
selbstadjungiert.

Fazit: eine formale Selbstadjungiertheit A = Afiir sich alleine genommen reicht
nicht aus, damit A entsprechend der gegebenen Definition selbstadjungiert ist. Erst
wenn zusétzlich gilt D ;1 = D ist der Operator A auf D 4 selbstadjungiert. Man
muss also achtsam sein!

Hermitesche Operatoren besitzen drei fiir die Quantenmechanik bedeutende Ei-
genschaften.

(A) Die Figenwerte v, eines hermiteschen Operators A sind reelle Zahlen.

(B) Eigenzustinde V,, und V,, eines hermiteschen Operators A zu verschiedenen
Figenwerten «,, # «,, sind orthogonal.

(C) Zwei kommutierende hermitesche Operatoren Ay, A;p € R[H], die je einen
vollstindigen Satz von orthonormierten Eigenzustinden WV, ;1 € H bzw. U, 1 €
‘H besitzen, konnen simultan diagonalisiert werden.

Zum Beweis von (A) sei ¥,, auf Eins normierter Eigenzustand von A zum Eigenwert
Qp:

AU, =, 0,,. (12.7)
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Dann gilt fiir das Skalarprodukt von ¥, mit dem Zustand Aw,, aufgrund des
Umstands, dass A hermitescher Operator ist:

<A11/n, \Ifn> - <\1/n,21\11n> .
Nach Gl. (12.7) folgt dann

(U, U, = (U, a,0,)
Die Rechenregeln fiir das Skalrprodukt liefern jetzt

<O‘n\I’n7 \I]n> = a;rz<\1]m \Ijn> = aT
—_———

<an7 an\lln> - O‘n<\Ijn7 \I;n> = Qp.

Also gilt immer
ol = ay,

was zZU zeigen war. A
Zum Beweis von (B) bilden wir das Skalarprodukt von ¥,, mit AW,:

(W, AW ) = (W, 0 W) = (W, ).

Andererseits ist A hermitescher Operator, d.h.
== <am\pm7 an>
=l (0, 0,) Y a, (U, 0,)

Es folgt
(a — ) (Y, ¥,,) = 0.

Aufgrund der Annahme «,, # «,, sind demnach ¥,, und ¥,, orthogonal:
(U, U,) = 0 fiir n # m.

Fiir den Beweis von (C) miissen wir etwas Vorarbeit leisten. Das Produkt zweier
linearer Operatoren auf dem Hilbert-Raum ist definiert zu

(Buro )W = By (B0).

Es wird also erst El auf ¥ € H angewendet, und daranAanschlieBend EH auf
das Element (BI\I/) € H angewendet, d.h. der Operator B;; wirkt auf das Bild

171



12 Bemerkungen zur mathematischen Struktur der QM

(B’]\P) von ¥ unter der Abbildung EI. Fur den zu EH o EI adjungierten Operator
(EU o EI)T gilt nach dem Gesagten

(BisoBr)' = Bj o Bj,.

Die Gesamtheit aller linearen Operatoren auf H bildet einen Ring R [H]. Seien
By, Byr € R. Die Addition ,,+“ in R [H] und die Multiplikation ,,-“ mit Zahlen ¢y,
cyr € C ist definiert als

(CI : BI +crr - EH) v = Cléqu + CIJEII\I’

CHEH‘I’ + CIEI‘I’
= (C[ -Br+c¢pr- BH) U,

Bzgl. der Adc}ition .+ gibt es ein Nullelement 0 € R [H], so dass fir alle ¢ € C
und fir alle B € R [H] gilt:

0+B=28
c-0=0
0-5=0.

Offensichtlich ist R [H] bzgl. der definierten Relationen ,+“ und ,-“ ein linearer
Raum.

Fir den zum linearen Operator ¢ - BI + crr - BU adjungierten Operator (c; -
Br +cir - Byy)f gilt

(CI -Br+eqp - éﬂ)T =c}- Bl + ;- Bl
denn
<(C[ . B[ +crr - EII)T (I)’ \I/> = <q), Cr- B[ “+crr - B[[) \I/>
= Cr <(I), é]\If> “+crr <(I), EII\IJ>
(Blo

Bzgl. der Multiplikation ,,0¢ von Operatoren gilt (wie schon bei der Ac}dition o+
in R [H] und der Multiplikation ,-“ mit Skalaren ¢ € C), dass mit By , B;; € R [H]
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immer Bjo By € R [H] und BobBeR [H]. Allerdings ist die Multiplikation
,0“ nicht abelsch, d.h. es ist moglich, dass

é] o é[] 75 B[} e} B[.

Es kommt demnach bei der Multiplikation ,,0 von Operatoren auf die Reihenfolge
an!

Bzgl. der Multiplikation ,,0% von Operatoren gibt es ein Einselement 1€ R[H],
so dass fir alle ¥ € H und fir alle B € R [H] gilt:

i

—>

O

Bo

> UU>*E‘
I
& W

Man nennt 1 auch die identische Abbildung. Es gilt fiir zwei Operatoren By,
By € R[H] und zwei Zahlen ¢j, ¢;; € C das Assoziativgesetz

(CI : BI) o (Cu : Eu) = (CICH) : (BI © BII) .

Es gilt fiir drei Operatoren By, By, Bir € R [H] und drei Zahlen ¢;, ¢iy, ¢rp € C
das Distributivgesetz:

(CI : BI +crr- EH) o 3111 =cr- BI o EHI +crr- BH o EIII
Crir - (CI : 31 +crr - EII) = (CUICI) : BI + (CIHCH) : BH

Nach dem Gesagten gilt insbesondere:

0oB=0
Bol=0

Der Kommutator
{Bb BH} = BroBiy — Biro By

von zwei Operatoren B I, BireRr [H] ist fur die Quantenmechanik eine bedeutsame
Konstruktion. Offensichtlich gilt

[élaéll} = - {BII:BI}

und
[Cl : B[ +crr - BU, gnl] =Cr- [Bb BIU] +crr - [BH, EUI] .
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12 Bemerkungen zur mathematischen Struktur der QM

Ferner gilt
([élaéll})T = (BI o BII — EH o 3I)T = B}[ © B} - B} © E}LI
— (8], B8] = - [ Bl)].

Sind 4;, Ay € R [H] hermitesche Operatoren, d.h. A = AJ} und A;; = A}I, SO

gilt fiir den Kommutator

([Ar, Au))' = = [Ar, Add]

d.h. der Kommutator zweier hermitescher Operatoren ist schiefhermitesch! Ein
mit der imagindren Einheit ¢+ = /—1 € C multiplizierter hermitescher Operator
A € R[H] ist ebenfalls schiefhermitesch:

A

(i-A)' = @At = —i- A

Folglich ist der mit ¢ multiplizierte Kommutator von zwei hermiteschen Operatoren
Ay, A € R [H] wieder hermitesch:

(i [Ar, Au]) = i [Ar, An] -

Fur den speziellen Fall [é 1B 11] = 0 spielt die Reihenfolge bei der Operatormulti-
plikation fiir zwei lineare Operatoren By, Bi; € R [H] keine Rolle und man sagt,
dass BI und BH kommutieren.

Nun kénnen wir (C) beweisen. Sei dazu W, ; Eigenzustand von A; zum Eigenwert
oy, 1, und es sei W, ;; Eigenzustand von AH zum Eigenwert o, rr:

Ar ‘I’n,l = Oén,l‘l’n,l

AH‘I’m,H = Oém,H\I’n,H-

Wir konnen wegen der angenommenen Vollstandigkeit einen fix gewahlten Eigen-
zustand W, ; € ‘H nach den Zustédnden V,, ;; entwickeln:

an,[ = Z Cn,m\Pm,II-
m

Hat eine Teilmenge €2); von Eigenzustanden ¥, ;1 von A 11 (zuféllig) den gleichen
Eigenwert apy r7, so fassen wir zusammen:

cI)'rL,M: Z Cn,m\ljm,ll-

meQ s
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Demnach

\I/n,] - Z (I)n,M
M

und
AH(I)n,M: Z Cn,mAH‘I’m,H
mGQM

= Z Crm QM 11V, 11
meQy

= O\ IT Z Cn,m‘Ifm,u
meQ s

= aM,II(I)n,M~
Es folgt

A[[O (A[ — Q- 1)

11 © AI - OénIAH) n,M

o AII - Oén,IAH) q)n,M

(4
(4
( I —Qnpr- i) o Allq)n,M
(4r
le%Y;

— Q1 - 1) oo, 11Pn v

(AI — Qg 1) @, a1,

d.h. es ist (121] — Qg 1) ®,, v Eigenzustand von AH zum Eigenwert a;y 7. Da AH
hermitescher Operator ist, sind Eigenzusténde zu verschieden Eigenwerten oy s
orthogonal! Per constructionem sind alle Eigenwerte ayy;; voneinander verschie-
dene relle Zahlen. Somit folgt aus

O = 121[[@ = 121[] [(A[ —QnJ- i) \I]n,I:|
= {AII e} (A] — Qg 1)} \I/n,l
{ I1 © (AI —Qnr- i)} Z (I)mM
M

AH o (121[ —Qn 1 i) q)n,M

Il
Y

=M =M
o)

II (AI —Qn 1 i) (I)n,M

jetzt notwendig

(A[ —Qnr1- i) q)mM = 0
fir alle M. Da die Zustande ¥, ; vollstdndig sind, sind die Zustande ®,, »; ebenfalls
vollstandig. Es gibt demnach ein vollstandiges System von Eigenzustanden ®,, 5/
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mit der Eigenschaft

AI(I)n,M = CYn,I(I)n,M

AII(I)n,M = an,llq)n,Ma

was zU zeigen war.

Ein linearer Operator U auf dem Hilbert-Raum heifit unitér, wenn der zu U
adjungierte Operator U der folgenden Bedingung geniigt:

A

UtoU=1=0UoU",

>

Die Relation impliziert

und weiter
@) (@) - () 0

Unitére Operatoren lassen fiir alle Paare von Elementen ¥, & € H das Skalarpro-
dukt invariant:

(U2,07) = (0,00 UW) = (0, ).

Aufgrund dieser Eigenschaft spielen unitare Operatoren in der Quantenmechanik
eine zentrale Rolle!

Im Ring der Operatoren R [H] kénnen wir Polynome und formale Potenzreihen
betrachten. Sei B € R [H], dann ist auch B" = Bo Bo---o B € R[H]. Ebenfalls

n—-mal

ist fiir Zahlen p, € C fir n = 0,1,..., N das Polynom N-ten Grades Py(B) =
SN - B € R[H]. Fiir N — oo handelt es sich um eine (formale) Potenzreihe.
Das Exponential eines Operators B € R [H] ist definiert zu

exp(B) = > 1 B"
n=0 """
B =1
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Wir zeigen jetzt

exp(cy - E) oexp(cyy - E) = (i :L' . (c[ . E)n> o (Z ;' . (C[] . B)n>

folgt namlich

“— n!
o 1 R
— nz::() SR (CN)T
© 1 ann
=2 (¢7)
oo 1 AN T
=2 (=€)
= exp(—C)
= [exp(O)]

Der Zeitentwicklungsoperator exp(—%ffl t) der Quantenmechanik ist unitér, da der

Operator %f[ t fiir t € R schiefhermitesch ist:

o ()] = o ()] o ().
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12 Bemerkungen zur mathematischen Struktur der QM

Die Norm des Zustands

ist gleich Eins:

= (Ya,¥a) = 1.

Die Betrachtung verdeutlicht die Bedeutung unitérer Operatoren fiir die Quanten-
mechanik! X R o

Ferner gilt: Ist U unitir und ist A hermitesch, so ist U o Ao UT ebenfalls hermi-
tesch: T

(ToAolt) =UoAol"
Ebenso zeigt man: das Produkt zweier unitarer Operatoren U 7o U 77 ist unitar:
<U[ O U][CI),U] @) U]]\I/> == <U[[(I), UIT O U] O U]]\I/>

Up®, Uy )
o, U ;rI © UH\I’>
= (D, V).

- |
<
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13 Drehimpulsoperator in der
Quantenmechanik

Schon vor der Formulierung der modernen Quantenmechanik hatte Niels Bohr her-
ausgefunden, dass zur Erklarung der Atomspektren eine Beschrénkung des Werte-
vorrats des klassischen Drehimpulses eines Elektrons auf bestimmte Vielfache des
Planckschen Wirkungsquants A zwingend erforderlich ist. Die Quantenmechanik
begriindet und verallgemeinert die Bohrschen Uberlegungen und gibt dem Dre-
himpulsoperator in der Quantenmechanik eine gesicherte mathematische Basis
mittels der Darstellungstheorie fiir die Drehgruppe SO(3) im Hilbert Raum.

In der Quantenmechanik hat der Drehimpuls eine direkte Beziehung zu raum-
lichen Drehungen. Eine Drehung R («, n) ist zunéchst einmal eine klassische Eu-
klidische Symmetrie, die durch einen Einheitsvektor n als Richtung der Dreh-
achse, einen Drehwinkel o um die Achse n sowie einen Drehsinn (z.B. rechte
Hand Regel) spezifiziert ist. Ein Vektor r im euklidischen Vektorraum R? wird
durch eine (aktive) Drehung R (a,n) in einen entsprechenden Vektor r’ gleicher
Lange tiiberfiihrt, d.h.

Ir']> = |r?. (13.1)

Dabei bleibt die zu n parallele Komponente von r unter der Drehung invariant,
rj=r|=(n-r)n,

wéahrend die zu n senkrechte Komponente von r,

r =r— I‘||
nach der Drehung iibergeht in
r, = rjcos(a)+nArsin(a)
r = cos(a)r+[l —cos(a)](n-r)n+nArsin(a).

Hier ist

(n-r) = (n,r) =n,r, +nyr, +n,r,
das euklidische Skalarprodukt im Vektorraum R?, und n Ar € R? ist ein Vektor
im Sinne des Kreuzprodukts, der bekanntlich sowohl zu n als auch zu r orthogonal

179



13 Drehimpulsoperator in der QM

ist:
(n A r)a, = EabcTWTc = Nacrc
Nac = Eabch
nAr = NT.

Es ist demnach N eine reelle antisymmetrische 3 x 3 Matrix:
0 N, My
N=| n, 0 —n; |. (13.2)
Ny Ny 0

Somit lasst sich jede Drehung R (a, n) als eine reelle 3 x 3 Matrix darstellen, die
Vektoren r € R? auf Vektoren r’ € R? abbildet:

r = cos(a)r+ [l —cos(a)] (n-r)n+nArsin(a) (13.3)
= [1+sin (o) N +[1 — cos (a)| NoN]r

R (a,n) = 1+sin(a)N + [1 — cos(a)] NoN.

Die in Gl. (13.2) definierte, dem Einheitsvektor n zugeordnete reelle antisymme-
trische 3 x 3 Matrix N besitzt die Eigenschaft

NT = N
N? = NoNoN=-N
Nt = —N2
Dann kann R (o, n) elegant als Exponentialreihe dargestellt werden:
R (a,n) = 1+[1—COS( )]N2+sin( )N (13.4)
2m+1
- 1 m 1a72 Q _\m
+Z N+22 Ty Y
=1—cos(x) sin(a)
oo 2m 2m+1 o1
= + 7./\/’ "
e X e
_ i‘i
=0 J!

= exp(aN).
Offensichtlich gilt
R (,n) = [R (o, n)]" = [exp (aN)]” (13.5)
= exp (aNT) = exp (—aN) = [R(a,n)] ",
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d.h. R (a,n) ist eine orthogonale 3 x 3 Matrix iiber dem Korper der reellen
Zahlen:
RT (a,n)oR (a,n) =1 =R (a,n) o R” (a,n).

Das Skalarprodukt und das Vektorprodukt zweier Vektoren r;, r;; € R? ist unter
Drehungen invariant:

(rr,rrr) = (,r)) = (R(a,n)r;, R (a,n)ry;) (13.6)
R(a,n)(r;Ary) = tiAr; =[R(a,n)r] A[R(a,n)ry].

Die Eigenvektoren von R (a,n) lassen sich durch zwei Einheitsvektoren m; und
m;; darstellen, die beide sowohl zueinander als auch zur Drehachse n orthogonal
sind, wobei {n, m;, m;;} ein rechtshiandiges orthogonales Dreibein bilden. Es gilt,
wie man leicht nachrechnet:

N(m1+im11) = —1 (m1+imn) (137)
N (m; —imy) = i(m; —imp;)
Nn = 0=0n.

Damit sind m; + tm;;, m; — @m;; und n als die Eigenvektoren der Drehmatrix
R (a,n) zu den Eigenwerten —i, 7 und 0 identifiziert. Die Drehmatrix

R (a,n) = exp (aN) (13.8)
hat demnach die Eigenwerte {e™*@, ¢! 1} und wir erhalten:

R (a,n) (m; +im;;) = exp(aN) (m; +imy;) = e ™ (m; +imy;) (13.9)
R (Oz, n) (m; — im]]) = exp (O./N) my — ’il’l’l[]) = Gia (m; — im[])

R(a,n)n = exp(aN)n=n.
Die Spur und die Determinante einer Drehmatrix sind folglich gegebenen zu:

tr[R (a,n)] = e +e*+1=1+2cos(a) (13.10)
-1 < tr[R(e,n)] <3

det[R(a,n)] = e ™. e 1=1.

Die Gesamtheit aller Drehmatrizen R («,n) bildet die spezielle orthogonale
Gruppe SO(3). Die Gruppe heiit speziell, weil det [R («,n)] = 1. Sie ist eine Un-
tergruppe der Gruppe O(3) der orthogonalen Transformationen im euklidischen
Vektorraum R?, die neben den Drehoperationen auch noch Spiegelungen als Ele-
mente enthalt.
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13 Drehimpulsoperator in der QM

Fiir jeden Drehwinkel o und jede Drehachse n mit
n® = (n-n)=nl+n, +n.=1
0 < a<m

existiert genau ein Element R («, n) der Drehgruppe SO(3). Fir einen Drehwinkel
a = 7 sind die Drehungen R (7,n) und R (7, —n) identisch in ihrer Wirkung auf
einen Vektor r € R3. Die Elemente der Drehgruppe SO(3) entsprechen somit den
Punkten einer Vollkugel mit Radius 7, bei der diametral gegeniiberliegende Punk-
te der Kugeloberfliche identifiziert werden. Diese Eigenschaft impliziert, dass die
SO(3) zweifach zusammenhéngend ist. Es gibt in der Tat zwei nicht dquivalen-
te stetige Pfade, um von einem fixen Element R (a4, n4) zu einem zweiten Element
R (ap,np) zu gelangen. Der erste Pfad liegt vollig im Inneren der Kugel, der zweite
Pfad geht von R (a4, n4) zunéchst zu einem Punkt der Oberfliche und setzt dann
am diametral gegentiberliegenden Punkt seine Reise zum Ziel R (ap,npg) fort.
Die beiden beschriebenen Pfade lassen sich nicht stetig ineinander deformieren!

Drehoperationen R (ay,n) und R (a7, n) um die gleiche Drehachse n kommu-
tieren und bilden eine abelsche Untergruppe. Drehoperationen um wverschiedene
Drehachsen vertauschen in der Regel nicht. Die Abb. 13.1 verdeutlicht, dass es
z.B. einen Unterschied macht, ob man ein Parallelepiped erst um die z-Achse und
anschliefend um die y-Achse, oder erst um die y-Achse und dann um die z-Achse
jeweils um 90° dreht:

Abbildung 13.1:
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Sind zwei unterschiedlich orientierte Drehachsen n und n’ gegeben, so gibt es
eine spezielle Drehoperation S, die n in n’ tiberfiihrt:

n = Sn

N = SoNoS™!
exp (aN') = exp (S oNo S‘l)
= Soexp(aN)oS™.

Dann gilt fir die Drehoperation R («,n) bzw. fir R (a,n’) mit einem fest ge-
wiahlten Drehwinkel o um die Drehachse n bzw. n’ die Relation

R(a,n') = SoR(a,n)oS™*
SoR(a,n) = R(a,n’)oS.

Jeder orthogonalen Drehoperation R («, n), die auf Vektoren r des anschaulichen
euklidischem Vektorraum R?® wirkt, wird in der Quantenmechanik ein unitér-
er Operator D[R (a, n)] zugeordnet, der auf den Elementen ¥ (Zustéinden) des
Hilbert-Raum H operiert:

/ / 3
r;, v, rLr; €R

r, =R (a,n)r;
;=R (a,n)ry

> Invariante ugter Drehung < ’

<I'I> rrr ry, r/H>

R (a,n) o RT (a,n) =1 =R" (a,n) o R (a,n)
U, U, W, 0, e H
V) =D[R(a,n)] ¥,
& Vi, = D[R (a,n)] ¥y
Wy, Wpp) = (W, W)

A

D[R (a,n)] oD [RT (a,n)| =1 =D[R" (a,n)| o D[R (a,n)]

Die Eigenschaft (¥, W,;) = (U}, U},) bringt zum Ausdruck, dass sich die Physik
nicht dndern darf, wenn man z.B. von einem Koordinatensystem X mit Basisvek-
toren e,, e,, e, zu einem Koordinatensystem K’ iibergeht, dessen Basisvektoren e/,
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13 Drehimpulsoperator in der QM

gegeniiber den Basisvektoren e, von K lediglich gedreht wurden: €/, = R (o, n) e,
fur a € {x,y, z}.

Jede Operation mit Elementen R;, Ry, Ry € SO(3) im Ring der komplexen
3% 3 Matrizen besitzt ihre Entsprechung mit Elementen D [R;|, D [R;;], D [R1] €
D[SO(3)] im Ring R [H] der auf H operierenden linearen Operatoren:

cr-Rr+cir-Rir o cr-D [RI] +cr-D [RH]
=R =D[R]

{RioRir =Ry © {D[Ri]oD[Ru)=D[Riul}

(RIORH) oRrmr (D [RI] OD[RH]) OD[RIH]
{ =R;o(RioRir) } < { =D[Rilo (D[R] oD[Riml) }

Aufgrund der Uberlegungen, die zu Gl. (13.8) fiihrten, ldsst sich jede 3 x 3 Rota-
tionsmatrix R (a,n) darstellen als

R (a,n) = exp(aN)
0 —n, ny
N = n, 0 -—ny |.
Ny Ny 0

Wir stellen jetzt A als Linearkombination von drei linear unabhéangigen schiefher-
miteschen Matrizen N, N, und N, dar:

N = n N, +n N, +nN,

(00 0
N, = |00 -1
01 0 |
[0 0 1]
N, =10 00
10 0
[0 -1 0]
N. = |1 0 0
0 0 0

Die schiefhermiteschen 3 x 3 Matrizen N, N, und N, sind Generatoren von
Drehungen. Sie gentigen, wie man leicht nachrechnet, den Vertauschungsregeln:

[Naa-/\/’b] = 8abc~/\/’c- (1311)
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Beispiel:

Ne, Ny
= NyoN,—N,oN,
[0 0 0 0 01 0 01 00 O
= 00 -1 0O 00— 0 00O 0 0 —1
_010H100 1 00]l01 0
[0 0 0 010
= 1 00]—=10200
00 0] 000
[0 -1 0
= 1 0 0
0 0 0
= N..
Somit gilt
R (a,n) = exp [a (N Ny + nyN, + n.N)] . (13.12)

Die gefundene Darstellung fiir R («, n) legt es nahe, iiber die Zuordnung

1 .
N, — ﬁja, a€ {r,y,z} (13.13)

die auf dem Hilbert-Raum H operierenden unitéren Operator D [R (o, n)] entspre-

chend als Linearkombination von drei hermiteschen Generatoren %JAQ darzustellen:
~ 1 ~ ~ A
Dm@mn_mﬁﬁq%@+%@+m¢ﬂ. (13.14)
i

Die Operatoren #ja sind schiefhermitesch und dimensionslos, anderenfalls konn-
te D[R (a,n)] ja kein unitirer Operator sein. Die sog. Drehimpulsoperatoren
J, sind folglich hermitesch, J, = j;f , und besitzen die physikalische Dimension
einer Wirkung. Damit die Darstellung der Drehmatrizen R (o, n) durch die unitér-
en Operatoren D[R (a,n)] treu ist, miissen fiir die Operatoren %ja die gleichen
Vertauschungsregeln Gl. (13.11) gelten wie fir die Matrizen N,:

1. 1. 1 4
[,J Z,Jb] — (13.15)
Nach Multiplikation von Gl. (13.15) mit (ik)” auf beiden Seiten folgen die Vertau-

schungsregeln:
o Jy] = ihzabe e (13.16)
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13 Drehimpulsoperator in der QM

Es folgt hieraus fiir das Quadrat des Drehimpulsoperators, den sog. Casimir-
Operator,
P=J+J+ 2 (13.17)
die wichtige Eigenschaft
[Ja, 32| = 0. (13.18)

Eine Linearkombination von J,, J, und J, der Form

- Y wd,

ac{zy,z}

[

n .

vertauscht folglich fiir jeden konstanten Vektor n ebenfalls mit J2:
n 3.3 =0

Nach den Ausfithrungen von Kapitel 12 existiert fiir kommutierende hermitesche
Operatoren immer ein vollstandiger Satz von gemeinsamen Figenfunktionen. Wir
wahlen jetzt n, =0, n, = 0, n, = 1 und betrachten einen Eigenzustand V¥;,, € H
von J2 und J, mit der Eigenschaft

SV, = hm¥,, (13.19)
PV, = BG+1)Y,,
(Wim, Wjm) = 1. (13.20)

Uber die Eigenwerte A = h2%j (j +1) von J? und p = hm zum Zustand U, ., ist
vorerst nur bekannt, dass es reelle Zahlen sind, denn J, und J? sind hermite-
sche Operatoren. Zudem kann A als Eigenwert einer Summe von Quadraten von
hermiteschen Operatoren nicht negativ sein, d.h. es ist A > 0.

Wir definieren zwei Operatoren

L= J, £, (13.21)
und stellen fest:

Jo= J (13.22)

JUo= ],

Es gilt insbesondere:

A A

Jood = JP=Jl4h-J.=J—(L—h-1)ol. (13.23)
Joodo = P-J-h-J.=J7~(L+h
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Daraus folgt
[Ty, J| =2h- J..
Ferner gilt
o Je] = [0 e £id]
= h-(iJ, = J.)
= +h-J..
Wir finden somit
jZOj:t:jinZ:th~ji=jiO<jZ:th-i)
und entsprechend:
jzzoji = jzo(jZOji)
= jzo (jio (jz:tﬁi))
- (jzoji) o (jzzl:ﬁi)
= (Jeo(Lokh-1))o(LEh-1)
= Jeo(Joth-1)o(Jth-1)
= Jio(Lxn-1)".
Allgemein fiir n € N:
ngjiZjiO (jzﬂ:hi>n
Fiir ein Polynom
N
P (jZ) = anj:
n=0
folgt somit:
P(J.)oJe=JroP(J.+h-1).
Mit der quadratischen Form
Qz,y)=a"—(y—h)y
gilt nach (13.23)
Jood = Q(%0)
Jod = @ -0).

(13.24)

(13.25)

(13.26)

(13.27)

(13.28)

(13.29)

(13.30)
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13 Drehimpulsoperator in der QM

Wir erhalten dann unter Beachtung von (13.28)
JroJr = Jito(JioJ Yo it = Q2 0.) S (13.31)
= JioQ (L)oot =01 0 d 0 Q(J2 0. — hl) o Jm!
= JitoJr e (3 0. — hn - 1),
Entsprechend zeigen wir
JroJr = Jrto(Jood)o it =0 e (- 0) Tt (18.32)
= Jre gy (P —J. — hn 1),

Dies ist eine Rekursion fiir jJ"r o J" bzw. J" o jﬁ mit der Losung

=

JroJr = TIQ(3 J.— hk-1) (13.33)

e
Il

1

in m
JloJ! =

s

Q (32, —J. — hk- i) . (13.34)

B
Il

1

Da J, und J?2 vertauschen, spielt die Reihenfolge der Faktoren Q (j 2 +J, — hk - i)
fir k=1,2,...,n keine Rolle.

Die Bestimmung der Eigenwerte von J2und J. beruht auf einer Uberlegung, die
schon beim harmonischen Oszillator angewandt wurde. Wir betrachten zuerst den
Zustand jE\I/jym. Dann ist

0 <

Ry (13.35)
(T2 s 2

= <j 0 ST, W )
< U, JE o Jm, >
(Jr- ]m,J+oJ”\I/]m>

= <\Ifjm, jn ®) jn\p]m>
_ < ]m,HQ(JQ J.—hk-1) 0, >
Da ¥, ,,, gleichzeitig Eigenfunktion von J2 und J, ist, folgt

QI L)W = [P=(L—h-1)o| V¥,
= RG+1)—(m—1)m]¥Y,,,.
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Somit
0 < ||7rw.° (13.36)

= <\1/]m f[ Q3 J. - hk-1) \Ifj,m>

k=1

— (U 120G+ 0 = = k=) (= 00,0 )

= (Ujm, \Irj,m>1_1 R (G +1) = (m—k—1) (m— k).

=1

>0

Entsprechend zeigen wir

0

IN

0| (13.37)
= (J3 W, T2V jm)

; <\If]m, "o JmW >
- <\p] HQ (32, —J. = bk - 1) 0, >
_ <\pjm,m2 = (1) )]

= (Vjm, JmHh2 G+ —=(m+k+1)(m+k).
-1

>0

Die Norm von ji\lfjm kann nie eine negative Zahl sein! Folglich muss die wie-

derholte Anwendung von J_ bzw. J, auf den fest gewihlten Zustand U, » nach
einer endlichen Anzahl von Schritten terminieren. Es gibt demnach positive ganze
Zahlen k = ny > 1 bzw. k = n_ > 1 fiir die in den Ausdriicken Gl. (13.36) und
Gl. (13.37) das Gleichheitszeichen angenommen wird:

Es gilt zum einen

JU+1)=m+ny+1)(m+ny) (13.38)
und zum anderen

JU+)=(=)(=i-1)=m=-n_—1)(m—-n_). (13.39)
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13 Drehimpulsoperator in der QM

Demnach ist
Jj=m+ny (13.40)

eine Losung von (13.38) und
—j=m-—n_ (13.41)

ist eine Losung von (13.39). Die moglichen Losungen fiir j, die beide Terminie-
rungsbedingungen (13.38) und (13.39) erfiillen, sind demnach zu

2 =n4+n_ (13.42)

gegeben, d.h. es ist 2j eine nicht negative ganze Zahl! Der Wertevorrat der
Quantenzahlen j ist gleich der Menge aller Vielfachen von =, das bedeutet j €
{0, ;, 1, g, 2,...}. Nach dem Gesagten kann der Drehimpuls in der Quantenmecha-
nik ein halbzahliges Vielfaches von A sein!

Somit folgt aus Gl. (13.40) und (13.41):

j—m = ny >0 (13.43)
J+m = n_ >0,

d.h. es unterscheidet sich m von j immer um eine ganze Zahl, wobei
—j<m< . (13.44)

Es gibt somit zu jeder Quantenzahl j € {0, 2 2, ,2, ,2,. .} ein Multiplett von
27 4+ 1 Quantenzahlen m € {—j,—j 4+ 1,...,5 — 1,j}. Der Wert m = 0 kann nur
angenommen werden, wenn j ganzzahlig ist!

Der Hilbert-Raum, in welchem der Drehimpuls als hermitescher Operator defi-
niert ist, kann in orthogonale (2j + 1)-dimensionale Unterrdume zerlegt werden.
Welche der Quantenzahlen j vorkommt, héngt vom betrachteten physikalischen
Problem ab.

Unsere Uberlegungen zeigen also, dass gilt:

A

JoUim = CDO, 0 (13.45)

J,m

J W = COIW .
Insbesondere gilt fir die Eckzusténde V¥, ; bzw. ¥; _; des Multipletts:

J,U,;, = O (13.46)
J U, ; = 6.
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Wir erhalten dann, wenn wir alle Zusténde ¥ ,,, auf Eins normieren:

0 < ’C”’
I s B
-1
= <C;(Jrrr3 Jm+170( Jm+1>
J+ Jm"]+ Jm>

{J

— <\Ifjm, (J+) oJ+\1/]m>
(
(

\I’] J o J+ ]m>

\IJJ ms (‘]2 —h jz) \Ilj’m>

= FPG+1) - (m + D] (Wi, Wjm)
—_———

=1

und entsprechend

Wy, (S = T2 1 L) )
= R +1) —m(m—1)] <\Ifj,ma Ujim).

=1

Also gilt bis auf einen Phasenfaktor, den wir gleich Eins setzen wollen:

O =i (j+1) —m(m=£1). (13.47)

Wir berechnen nun die Matrixelemente {Jg )} ., der Operatoren Jy im (25 +

1)-dimensionalen Unterraum des zur Quantenzahl j zugehorigen Multipletts von
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13 Drehimpulsoperator in der QM

Zustanden ¥,
7] = (jrmr, Jo W) (13.48)
= <\Ifj/7m/,0§fn2\1fj,m+1>
= i (T, Uma)
= /(G + 1) —m(m+ 1) G i
= <\IJj/7m/,JA_\IJj7m>
= (W, Ol Wm )
= O W)
= 3 (G + 1) = m(m = 1)8,50mm1.

Fiir J, folgt entsprechend:

[Jz(j)

}m’ m = <\Ifj/7m/, jz\Ifj’m> = hméj/7j5m/7m. (1349)
Die Matrixelemente fiir die urspriinglichen Drehimpulsoperatoren I, jy in der
Basis V; ,,, sind nun leicht iiber die Relation

1 /4

J, = 5(J++j_) (13.50)

J, = §(J+—J_).

zu berechnen. Es miissen die Vertauschungsregeln Gl1.(13.16) per constructionem
auch fiir die sog. Spinmatrizen {Jéj)} . fira € {x,y, 2} gelten, was man durch
direktes Nachrechnen leicht bestatigt: 7

Z ({J‘Ej)}ml m/ [Jéj)}m’ ma B [Jb(j)}ml m/ {J‘gj)}m’ mz) = iheane [Jc(j)}ml my

—Jj<m/<j

Der Spin ist eine rein quantenmechanische Eigenschaft ohne klassische Ent-
sprechung, die einen inneren Freiheitsgrad von Elementarteilchen beschreibt. Wel-
lenfunktionen W (r,t), wie wir sie bisher als Losung der Schrédinger-Gleichung
kennengelernt haben, sind skalare Funktionen, die aus einer einzigen Komponen-
te bestehen, welche sich bei Drehungen des raumlichen Koordinatensystems nicht
andert. Man sagt auch, die von so einer Wellenfunktion beschriebenen Teilchen
tragen Spin Null, d.h. j = 0. Dies entspricht der trivialen Darstellung: JU=% =0
fir a € {z,y, z}.
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Schon 1924 fiihrten Otto Stern und Walter Gerlach ihren beriihmten Versuch
(Nobelpreis 1943) durch, bei dem ein ladungsneutraler Teilchenstrahl von Silbe-
ratomen durch ein inhomogenes Magnetfeld geschickt wurde. Das Experiment
ist so aufgebaut, dass die Wechselwirkung der magnetischen Momente der Atome
im Strahl mit dem inhomogenen Magnetfeld eine Ablenkung proportional zur z-
Komponente des magnetischen Moments der Atome ergibt. Letzteres sollte geméafl
der klassischen Vorstellung kontinuierlich verteilte Werte annehmen, d.h. man er-
wartet eigentlich eine gleichméflige Aufweitung des Strahls ldngs der z-Richtung.
Im Experiment zeigt sich aber, dass der Strahl im Fall von Silber in zwei separate
Teilstrahlen nach oben bzw. unten aufspaltet! Heute wissen wir, dass Silberatome
effektiv einen Spin—% haben, der vom ungepaarten Elektron in der duleren Schale
des Atoms herriihrt, sodass das Atom ein effektives magnetisches Dipolmoment
besitzt. Ein Spin—% Teilchen wie das Elektron kennt aber nur zwei Einstellmoglich-
keiten: Spin nach oben bzw. Spin nach unten.

Dem Spezialfall j = % kommt in den Anwendungen der Quantenmechanik grofle
Bedeutung zu, denn nicht nur Elektronen, sondern Elementarteilchen wie Proton,
Neutron sowie alle Quarks und alle Leptonen sind Spin—% Teilchen!

Aus Gl. (13.48) erhalten wir

und weiter:
(2)] _ T _ E 01
[Jm = (s s ST ) = 3110 s (13.51)
(3) B A _h 0 1
|:Jy :|m’m N <\Ij% m’ y\IJ%7m> N Z —1 ’ E{l 1
mLmey 2,73

Der Fall j = 1 liefert eine dreidimensionale Matrixdarstellung fiir Spin-1. Aus
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13 Drehimpulsoperator in der QM

Gl. (13.48) und GI. (13.50) erhalten wir

010
I <‘I’17m”jx‘1’17m>:j§ 101 (13.52)
, -0 10 m/,;me{1,0,—1}
[0 —i 0
] = <\y1,m,,qu/1,m>:j§ i 0Z —i
L 0 i 0 m/ ,me{1,0,—1}
10 0
TP = (W, L) =R 0 00
’ 00 —

m/ ;me{1,0,—1}

Die Darstellungsmatrizen J{" werden in der Kernphysik zur Beschreibung des
Deuterons (schwerer Wasserstoffkern mit Spin 1), und in der Quantenoptik zur
Beschreibung der Polarisationszustdnde des Photons verwendet. Wir wollen auf
weiterfiilhrende Einzelheiten an dieser Stelle nicht eingehen und verweisen auf die
Literatur.

Vom Elektron weifs man aus Experimenten, dass es einen intrinsischen Drehim-
puls mit zwei Einstellméglichkeiten besitzt (Spin—%). Wolfgang Pauli erkannte als
erster die Eignung der Matrizen

= {J(S;)}mlm:[aa]m,vm (13.53)
a € {x,y,z}7

zur Beschreibung des Spin des Elektrons, als er 1927 die Wechselwirkung des
magnetischen Moments des Elektrons mit einem dufleren Magnetfeld in den For-
malismus der Schrodinger-Gleichung einfiihrte.

Die in Gl. (13.51) auftretenden 2 x 2 Matrizen heiflen Pauli-Spinmatrizen:

o1 o —i J1 0 T10
=00l Tl 0|0 P70 =1 T o 1|

Sie befolgen fir a,b,c € {z,y, z} die niitzlichen Regeln

Ta00p = 0qp00 + 1€abc0e (13.54)
[O-zu Ub] = 0400p —0p 00, = 22'gabco-c
{00,000} = 0400, + 000, = 20,00,

was leicht nachzurechnen ist. Es gibt einen I[somorphismus zwischen Pauli-Spinma-
trizen und dem Zahlkorper der Quaternionen, die von W.R. Hamilton im Jahr
1847 eigens zum Zweck der Beschreibung von Drehungen eingefithrt wurden.

194



Die Spinmatrizen S, = 20, geniigen fir a € {z,y, 2} aufgrund ihrer Eigen-

schaft, spezielle Darstellungen des Drehimpulsoperators fiir j = % zu sein, den
Vertauschungsregeln
[Sa,Sb] = ihEabCSb (1355)
50,82 = 0.
Es gilt fiir Spin—%:
3
S?=5.+8+52 = h2100. (13.56)

Zustande mit Spin—% besitzen zwei Einstellmoglichkeiten:

o

NI

_ ( (1) ) = |4) (13.57)

0
Yoy = (1)5 nE
Die Zusténde |+), |—) sind die Eigenfunktionen von S? und S,, wie man leicht
nachrechnet:

h
Sl = 5 )

Sy = ~21).

Spin—% Teilchen wie Elektron, Proton, Neutron besitzen ein magnetisches Di-
polmoment M, das proportional zum Spin ist:

M, = ~S,. (13.58)

Die Proportionalitatskonstante v heifit gyromagnetisches Verhaltnis. Dieses
setzt sich aus der Elementarladung |e| und der Masse der Teilchen zusammen:

Elektron: 7, = 2.002319314-;6’ (13.59)
Me
Proton: v, = 5.5883-ﬂ
2mN
Neutron: v, = —3.8263~ﬂ
QmN

Fir Elektronen stimmt der Messwert mit der theoretischen Vorhersage aus der
Quantenelektrodynamik (QED) in allen angegeben Stellen tiberein!
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13 Drehimpulsoperator in der QM

Im duBeren Magnetfeld B (r) hat ein magnetischer Dipol M die Energie
—B(r)-M. (13.60)

Wolfgang Pauli hat die nichtrelativistische Schrédinger-Gleichung um diesen Term
ergéanzt und vorgeschlagen, als Hamilton-Operator fiir ein Spin—% Teilchen der Mas-
se m im Potential V' (r) eine 2 x 2-Matrix zu definieren:

o= 25’5 V) - BE) .o (13.61)
( V() = B §) — (B, (F) —iB, ()] )
_%h [Bz (f') + Z.By (f')] b ‘

2my

Die Ortswellenfunktion W (r,¢) fiir ein Spin—% Teilchen ist nun eine Linearkombi-
nation von |+) und |—), ein sog. Spinor:

U(et) = U (0,0 [+) + 0, (r,8)|-) = ( ‘i E£2> (13.62)
Whrt) = Wl (e,t) (4 + 0] (0,0) (=] = (Wl (r,1), ¥ (r,0) )

V(e ) U (r,t) =[O (0) + [Py ()]

Ausgehend vom Anfangswert U (r,t = 0) wird die Spinor-Wellenfunktion W (r,t)
zu spéteren Zeiten als Losung der Schrodinger-Gleichung bestimmt:

ihgt\lf(r,t) = HV(r,t)
i _ b
2

_ [QiN V) - B (s -0']  (r,1).

Dies ist ein 2 x 2-System gekoppelter Differentialgleichungen fiir die Spinorkom-
ponenten W4 (r,t) und ¥ (r,t):

g ()

_ ( LAV ()~ 2B.(f) —2[B,(f) —iB, (P)] )(\I/T(r,t))

SR B () + B (B)] gE +V (1)

Die Pauli-Theorie fiir ein Elektron mit Spin—% ist die nichtrelativistische Naherung
der exakten relativistischen Theorie des Elektrons, wie sie von Paul Dirac 1927
aufgestellt wurde.
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Die Normierungsbedingung fiir den Spinor W (r,¢) lautet:

(U, ) :/d?’r\Iﬁ (r,8) W (r, ) :/d%(m @)+ 1%, (o)) = 1.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen (unabhéngig vom Spin) am Ort r im
Volumenelement d*r anzutreffen, ist dann:

W (e, ) W (x, 1) dPr = ([0 (0) P + | (1)) d*r.

Um die Physik des Spins zu illustrieren, berechnen wir jetzt den Erwartungswert
der Magnetisierung M, = S, fir ein ruhendes Atom im konstanten homogenen
Magnetfeld B = Be,:

~  h __7h 1 0

Die stationdren Losungen der Schrodinger-Gleichung sind dann
(a4 |+) +a-[-))

1B, 1B, a+ei%t
=are 2" |+)fae 2 |-) = o, |-

a_e ‘2

Vg (r,t) =exp {—;I:It

Die Konstanten a, und a_ legen die Spin-Polarisation des Teilchens im Anfangs-
zustand zur Zeit t = 0 fest, wobei wegen der Normierungsbedingung gilt:

jas* +Ja-|* = 1.

Parametrisieren wir einen generischen Anfangszustand in der Form

@
ay = COS—
2

e

a_ = sin—
2

so folgt fiir den Erwartungswert des Spins in diesem Zustand zu einer spéteren
Zeit t:

h
<Sm>\pE = <\IJE75:B\IIE'> = 5 <\IJE70'Z\IJE>
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13 Drehimpulsoperator in der QM

Ferner

<Sy>q;E = <\IJEaSy\IJE>:

_ <671%t cos « ez%t <in o )E 0 — ezﬁt COS%
= 2 ? 2 2 2 O e—z%t sin %
_h ( e Tt cos S, ¢ Pt sin & ) —ie~" " sin ]
2 2’ 2 iet’t cos §
h : ‘
= 3 (—ie’”Bt + iewBt) Sin% - COS %
h
= -3 sin « - sin (yBt),
und schlief8lich:
h
<SZ>\I'E = <\I[E75Z\IIE> = 5 <\I/E,O'Z\I’E>
h i18¢ a
= (e_zgtcosg, e*”Btsing>— L0 €2, 0%
2 27210 - e "z 'sin §
FL . . Zﬁt o
T R Y et
2 2 2 —e "2 'sin §
h
- () - ()
2 2 2
h
= jcosa

eines Spin—%—Teilchens im homogenen konstanten Magnetfeld B = Be, eine Pra-
zessionsbewegung um die Magnetfeldachse e, aus. Die zur Magnetfeldrichtung
e, orthogonale Komponente von M rotiert mit der Larmor-Frequenz w; = 7B
im Uhrzeigersinn um die Magnetfeldachse, wahrend die zur Magnetfeldrichtung e,
parallele Komponente konstant bleibt. Die Lénge des Vektors M (t) ist demnach
ebenfalls eine Konstante: [M (¢)| = v%./3. Anschaulich generiert der rotierende
Zeiger M (t) einen Kegelmantel, wobei M (t) gegentiber der Magnetfeldrichtung
e, um den Winkel o verkippt ist. Der Offnungswinkel 2o des Kegels wird durch
die Wahl der Anfangsbedingungen fiir den Zustand Vg (r,t) zur Zeit t = 0 festge-
legt.
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14 Bahndrehimpuls und
Kugelflachenfunktionen

In der klassischen Mechanik formuliert man fiir ein System von N Massenpunkten
m™  n=1,2,... N, die sich zur Zeit ¢ an den Orten R () mit einem Impuls
P (t) befinden, den bekannten Satz, dass die zeitliche Anderung des Gesamt-
Bahndrehimpulses

d

N 4 .
e URS ;&U ) (t) (14.1)

gleich der Summe der Drehmomente allein der dufleren Kréfte F™ ist, die auf die
Massenpunkte einwirken:

d N
L@ = ST R™ (1) AFM. (14.2)
n=1

Im Drehimpulssatz miissen Drehimpuls und Drehmoment dabei auf denselben ru-
henden Punkt bezogen werden. Falls das System keinen dufleren Kréften unter-
worfen ist, F® = 0 fiir n = 1,2,..., N, so ist der Gesamt-Bahndrehimpuls eine
Konstante der Bewegung: L (t) = L (ty) = const, d.h. L ist zugleich mit der
Energie ' des Systems eine Erhaltungsgrofle.

Dem Gesagten ist zu entnehmen, dass der individuelle Bahndrehimpuls des n-ten

Teilchens,
L™ (t)=R™ (1) AP™ (1), (14.3)

sowie das auf das Teilchen einwirkende Drehmoment %L(”) (t), sich ebenfalls auf
denselben ruhenden Punkt beziehen miissen.

Zur Darstellung der kartesischen Komponenten des dufleren Produkts zweier
Vektoren (Vektorprodukt) verwenden wir im folgenden das sog. Levi-Civita Sym-
bol:

1 falls abc gerade Permutation von xyz,

€abe = § —1 falls abc ungerade Permutation von zyz, (14.4)

0 sonst.

Die drei kartesischen Komponenten von L™ () sind demnach gegeben zu:

LI (1) = eqeR™ (£) P™ (1) (14.5)

a
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14 Bahndrehimpuls und Kugelflachenfunktionen

Wir verabreden dabei die Summenkonvention: doppelt auftretende Indizes a, b, ¢ €
{z,y, 2} werden stillschweigend tiber ihren Wertevorrat summiert.

Der Drehimpulssatz in der Formulierung von Gl.(14.2) gilt nicht, wenn sich der
Bezugspunkt bewegt, es sei denn man legt den Bezugspunkt in den Schwerpunkt(!)

aller Teilchen:
Zﬁf:l m®R ™ (t)

(5) -
R"™ (t) SN i (14.6)
Der Schwerpunktsimpuls P (¢) (Gesamtimpuls) des Systems ist
N
PO () = S P™ (1) (14.7)
PO () = m®LRm ().
dt

Dieser ist parallel zur Geschwindigkeit %R(S) (t) des Schwerpunktes orientiert:

d
—R® (t) = 0.
R @)

(t) gilt fur den Gesamt-Bahndrehimpuls der

P (1) A

In Bezug auf den Schwerpunkt R (%)
Teilchen im System:

M=

L& ()= [RM (1) = RO ()] AP™ (1). (14.8)

I
—_

n

Der Drehimpulssatz lautet dann, wie man leicht nachrechnet:

jt Z [R™ (t) = RO (1) AR, (14.9)

Der Wert des Drehimpulses in Bezug auf den Schwerpunkt R () hingt nur von
der Relativbewegung der Massenpunkte bezogen auf den Schwerpunkt ab! Um dies
einzusehen verwenden wir die Identitat

S m® [R (1) - RS (5] =0,

und bilden das duflere Produkt dieses Nullvektors mit der Geschwindigkeit des
Schwerpunktes:

(i ™[R (1) ~ R (@ >}) A ERO) (1)

n=1

al S d S

= > [R™ (1) - R¥ (1) /\m(")aR( ) (t).
n=1

200



Dann erhalten wir:

N

d

L) =Y [R™ (6 -RO@W|A| POE)  —m™-RE ()
n=1 — dt
=m(n) LR (1)
al d d
= > [R (1) =R® (£)] Am™ [dtR(”) (t) — aR<S> ®|. (14.10)

n=1

Der auf den Schwerpunkt bezogene Drehimpuls ist nur durch die relativen Lage-
koordinaten R™ (t)—R') (¢) und die relativen Geschwindigkeiten SR (t)—
4R (¢) bestimmt!

Es ist problematisch, den Bahndrehimpuls eines Teilchens in der Quantenme-
chanik gem# Gl. (14.3) zu definieren, denn die Impulse P und die Positionen
R beziehen sich in Gl. (14.3) alle auf ein und denselben ruhenden Fixpunkt.
Aufgrund der Unbestimmbheitsrelation von Heisenberg fiir die Schwankungsqua-
drate von Ort und Impuls ist es aber unmoglich, von ein und demselben Punkt zu
verlangen, dass er ruht und zugleich seine Position perfekt bekannt sei. Die Schwie-
rigkeit tritt nicht auf, wenn man mit relativen Gréflen im Schwerpunktsystem
arbeitet:

rW = RM™ _RO) (14.11)
d d

M — [ ZR® ) — =R ()] .

P m <dt (t) = R0

Wir definieren den Bahndrehimpuls des n-ten Teilchens daher zu
L™ =™ A p™, (14.12)
Der Gesamt-Bahndrehimpuls ist dann:

L&) =3 1M, (14.13)

Die Wellenfunktion eines Systems von N (unterscheidbaren!) Teilchen héangt
demnach von den individuellen Relativkoordinaten r'V '@ . (™) aller Teil-
chen bezogen auf den Schwerpunkt ab. In der Quantenmechanik ordnen wir den
kartesischen Komponenten von ,,Ort* r und ,Impuls“ p™ des n-ten Teilchens
entsprechende hermitesche Operatoren r{™ und p(™ zu :

a

h 0
[DRA] (r’(l), @ ™), t) = = pwO 1\ (r’(l), @ ™, t) .
Ta

QA (r/(l), @ ™), t) = My (r/(l), @ ™), t) (14.14)
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14 Bahndrehimpuls und Kugelflachenfunktionen

Dann sind die drei kartesischen Komponenten ﬁg”)des Bahndrehimpulsopera-
tors des n-ten Teilchens definiert zu

L = epei™ o pm (14.15)
LMg (r'(l), SO t) = sabcré(n)é$W (r'(1)7 SO t) :
2 arc(")

Die Operatoren L, sind hermitesch und geniigen denselben Vertauschungsregeln
wie die abstrakten Drehimpulsoperatoren ja, deren Eigenschaften bereits in Kapi-
tel 13 ausfiihrlich diskutiert wurden. Dies folgt sofort aus den bekannten Vertau-
schungsregeln fiir den Orts-und Impulsoperator:

.50 = 0= [0, 720"
h

[ﬁgn)7 72((17‘ ):| = ;5a,a’ 6n,n’ i
Somit gilt:
B0 I~ £ 0 L0 = (L0, 10")] = ihewe k0. (1410

Der Term 9, v bringt zum Ausdruck, dass die zu verschiedenen Teilchen gehorigen
Orts-, Impuls- und Bahndrehimpulsoperatoren kommutieren sollen!

Wir wollen uns jetzt mit den Eigenschaften nur eines Teilchens beschéftigen und
lassen deshalb den Index n zur Kennzeichnung der Teilchen fort:

[Pa:be] = 0= [Fa, 7] (14.17)
ho .
Sanl.

[paa T.b] = ;

Dann gilt fiir die drei kartesischen Komponenten

A

La = gabcfbﬁc (1418)
des Bahndrehimpulsoperators eines Teilchens:
[ia,ib] = iheupele. (14.19)

Eine Konsequenz der Vertauschungsregeln ist es, dass es in der Quantenmechanik
unmoglich ist, die Erwartungswerte aller drei Komponenten L, simultan scharf
zu messen, denn nach der Heisenbergschen Unbestimmheitsrelation gilt fiir das
Produkt der Schwankungsquadrate der Komponenten des Drehimpulsoperators:

2 (1] [0 (B)]* 2 [(§[E02),

h “
= 7 ’<5abch>@\2-

2

(14.20)
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Der Erwartungswert des Quadrates des Bahndrehimpulsoperators
L2=L,0L,+LjoL,+L.oL. (14.21)
und eine fest gewéahlte Linearkombination
nxﬁx + nyﬁy + nzﬁz
konnen jedoch immer zugleich scharf gemessen werden, denn
1,57 =0

Es ist tblich, die z-Richtung auszuzeichnen, d.h. n, = 0 =n, und n, = 1.

Die Vertauschungsregeln fiir die Komponenten L, des Bahndrehimpulsoperators
sind mit den Vertauschungsregeln fiir die Komponenten des abstrakten Drehim-
pulsoperators .J, von Kapitel 13 identisch. Die simultanen Eigenfunktionen Y, ,, (r)
der Operatoren L? und L, lassen sich somit in volliger Analogie zu den in Kapi-
tel 13 vorgestellten Uberlegungen und Methoden mittels der Leiteroperatoren Ly
konstruieren:

A

L, = L,+il,
= fyop,—7, 0P, +i(f.0p, — 7 0ps;)
= if, 0 (Py +ipy) — i (Fy +ify) 0 P,
L. = L,—il,
fyop, —f.0p, —i(f,0p, — 7y 0p,)

= i (Py —ify) 0 Py — if. 0 (Pr — iDy) -

Sei [ > 0 gegeben. Die Eigenfunktion Y;; (r) mit dem hochst moglichen Gewicht
m = [ ist dann eine Losung der beiden Differentialgleichungen erster Ordnung:

LY, (r) = 0 (14.22)

A

LzYl,l (I‘) = lel,l (I‘) .

Wir erhalten
(—1)" [l +1)!
2! 47

Yy, (r) = (re 4 iry) (14.23)

was leicht nachzurechnen ist.

Oft wird in Lehrbiichern der Quantenmechanik die Ganzzahligkeit von [ aus-
gehend von der nicht richtigen Vorstellung abgeleitet, dass Y, (r) eine eindeutige
Funktion zu sein hat. Physikalisch ist ndmlich nur die schwéchere Forderung ge-
geben, dass |Y;; (r)|” eindeutig sein muss! Das bedeutet, es ist 20 = 0,1,2, ... eine
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14 Bahndrehimpuls und Kugelflachenfunktionen

nichtnegative nattirliche Zahl. Wir zeigen jetzt, rein algebraisch, dass halbzahlige
Werte | beim Bahndrehimpuls auszuschlieBen sind. Dazu merken wir an, dass gilt:

L. = oy — Fype (14.24)

ho(f, @ N (@Y
=G (TP T\ T T P
ia® (R N (. R\
+ 1h Dz + Zﬁry — | Dz — zgry

h N a? 2 a2 . h 2

a2 I T \Pe el
h N a’ 2 a2 R ko 2
a2\ T \B i)

wobei a eine beliebig gewéhlte konstante Lange ist. Die Operatoren
2

A r ([, .a°,
Qe = m(Tzizhpy) (14.25)

. i (. . h
Pi = \/;<px:|:?,(127”y>

geniigen den Vertauschungsregeln fiir Orts-und Impulsoperatoren, wie man leicht
nachrechnet:

Q:,Qz] = 0=[Ps, P
7.0.] = ti=[r.0]
pua] = 0=[r0)
Dann gilt
L. = 7Py — ybe (14.26)
. 2
= (27; i+;ipi>—<27;cgi+;hpﬁ>
1 /A A
= — (1)
Hier ist
o= Sy Mgy
P2 MW,
oM 2 F
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formal gesehen der Hamiltonoperator eines harmonischen Oszillator mit Kreisfre-
quenz w und Masse M = % Dies bedeutet fiir die Eigenwerte £ von H.:

1
Ei = hW(ni‘i‘Q)
ny = 0,1,2,...

Offensichtlich vertauscht nun H, mit H_, sowie H, — H_ mit L., d.h. alle drei
Operatoren konnen simultan diagonalisert werden. Demnach sind die Eigenwerte
m von L, gegeben als Differenz natiirlicher Zahlen:

hm=h(ny —n_).

Die Quantenzahlen [, m der Bahn-Drehimpulsoperatoren L2 und L, haben gemaf
unserer Ausfithrungen einen ganzzahligen Wertevorrat:

I = 0,1,2,...
- < m<l

Dass die Eigenwerte [ des Bahndrehimpulsoperators L, nur ganzzahlige, aber nicht
halbzahlige Werte annehmen koénnen, liegt an der Symmetrie

Ty © f)a =0.
Diese Symmetrie gilt i.a. nicht fiir den in Kapitel 13 behandelten allgemeinen
(abstrakten) Drelgimpulsoperator eines Teilchens. Dieser kann sich z.B. aus dem
Bahndrehimpuls L, und dem Spin S, des Teilchens zusammensetzen:
J, =L+ S,.
Aus Gl (14.23) folgen nun die tibrigen simultanen Eigenfunktionen Y, (r) von
L2 und ﬁz durch fortgesetztes Anwenden des Operators L_ auf den Zustand Y, (r):

(I+m)! o)
Yim — LY,
tm () eyl —m)y Y (x)
[l = 0,1,2,3,...
- < m<l
Insbesondere ist
LaYim (r) = 1L+ 1) —m (m £ 1) Yy e (r). (14.27)
Es gilt, wie man leicht nachrechnet,
LY () = hmYp,(r) (14.28)

L2, (r) = KA1 +1)Y,, (),
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14 Bahndrehimpuls und Kugelflachenfunktionen

wobei die Eigenfunktionen Y;,, (r) gegeben sind zu

20+ 1 (=) (ry + iy )T (ry, — dry )2
Yim (7) = \/ 4w (L mi(l = m): nz:‘f) 22n+m(p, +ym)!n!(l —m i 2n)!
(14.29)
Die Summe erstreckt sich iiber endlich viele Terme, denn die analytische Fortset-
zung der Fakultat auf die negativen Zahlen erfullt % =0firje{-1,-2,-3,...}.
Der Tabelle sind fiir [ = 0,1,2 die entsprechenden Ausdriicke fir Y, (r) zu

entnehmen.

I m \/E-Y}m(r)

0
+1 q:f rx+zry
0 V3r,

+2 \/T’(rw +iry)?
+1 :F\f (re + zry
0 \/1 (27’z — 72— 7“3)

Wir konnen aus Gl. (14.29) sofort das Transformationsverhalten von Y, (r)
bzgl. einer Inversion r — —r ablesen:

Yi,m (—I‘) = (_1)l Yim (I‘) . (14'30)

Die Paritét von Y, (r) ist demnach gerade oder ungerade, je nachdem, ob [ eine
gerade oder ungerade natiirliche Zahl ist.
Unter komplexer Konjugation gilt:

N NN == O

Y, (0) = (=1)" Y, (r), (14.31)
denn
20+ 1 00 (_)ner(Tm —ir )n+m(r$ +r )nrlfm72n
YT = \/ l | — Y y) 'z
Im (I‘) 47T ( + m) ( ) nzo 22n+m(n + m)'n'(l —m = QTL)'

) (g = )" (ry )

20+1 = (
:\/ in <l+m>’<l—m>!n,§ 2= m (/) (0 — m)\(1 + m — 2n’)

)m \/2[ +1 (l rm ' i ” m(rx + Z‘,,ay)n’fm(,r Z'Ty)n’ri+m72n’
47 ; 22 =m(n/ — m)(n )l +m — 2n')!

n’=0

20+ 1 (=) (ry + iy, )™ (r, — dry )Ml
z [ —m)! e VY)W T y) T
% \/ 4 (F+m)d—m)! 3, 22n+m (n 4+ m)Inl(l — m — 2n)!

n=0 m——m
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Wiéhlen wir Kugelkoordinaten, z.B.

ry = Ccosgsind (14.32)
ry = sinpsind
r, = cost
0 < 9<7
0 < <27
r2 + 1"3 +r2 = 1,

so erhalten wir

) 20+ 1 00 (_)n-i—m(sin 19)2n+m(COS 19)1—m—2n
Yim (0,0) =Py | —— (1 (Il —m)! .
b (0,9) = € \/ 47 (E+ml(l = m) nz:% 22rtm(n + m)Inl(l — m — 2n)!
(14.33)
Dies sind die auf Eins normierten sog. Kugelflachenfunktionen. Sie bilden auf

der Einheitskugel

2 2,2
rytr, =1

ein vollstandiges Orthonormalsystem:
2 ™
/ d / AISnOY; . (9.0) Yy (0,0) = 1 taOoms s (14.34)
0 0 ’

00 l
YD Vi (W) }/ﬁm/ (W) = 0(p—¢')d(cost —cos?).

=0 m=—1

Jede auf der Einheitskugel definierte Funktion F(9,¢) kann in eine Reihe nach
den Basisfunktionen Y}, (9, p) entwickelt werden:

00 l
F@,0) =33 FnYim(d,¢). (14.35)
=0 m=—1

Die Funktionen Y, (r) in Gl. (14.29) sind homogene Polynome in den drei Varia-
blen r,,r,, 7. vom Grad [, d.h. fiir eine Zahl A € R gilt:

Yim (Ar) =AY, (r).

Hieraus folgt sofort
(£ V) Vi (r) = Vi (1), (14.36)
also
(T P)Yim(r)==(r- V)Y, (r)= ZlYl’m (r). (14.37)
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14 Bahndrehimpuls und Kugelflachenfunktionen

Wir zeigen jetzt, dass die Funktionen Y, (r) Losungen der dreidimensionalen
Laplace Gleichung sind:

P m W)= orz " orz Topz) '

Um das einzusehen, ist es niitzlich, den Operator ﬁ2, das Quadrat des Bahndrehim-
pulsoperators eines Teilchens, dquivalent umzuformen. Eine elementare Rechnung,
die wir zu Ubungszwecken ausfiihrlich dokumentieren, liefert unter Verwendung der
kanonischen Kommutatorregeln (14.17) fiir Orts- und Impulsoperator, der Darstel-
lung der kartesischen Komponenten des Bahndrehimpulsoperators (14.18) und der
Identitat

Ebcaade = 5b,d50,e - 5b,e(50,d7 (1439)

(wobei die Summenkonvention zu beachten ist, nach der tiber doppelt auftretende
Indizes summiert wird):

L?=L,0L,
- 8zzbcgadefb o ﬁc © fd © ﬁe
= gbcagadefb ° ﬁc o fd © ﬁe
- <5b,d50,e - 5b,eac,d) fb o ﬁc o fd o ﬁe
- beﬁCObeﬁc - beﬁCOchﬁb

=7 0 (7 © Pe + [Des b)) Pe — T © Pe © (Pp © P + [Py Db))
R N o . h
=Tpo0 Tbopc+z5c,b Pe — T O Pe© pbOT’c—;Csb,c
:fbofboﬁcoﬁc“‘;fboﬁb_fboﬁboﬁcofc“‘gfboﬁb

o o b h
:Tbopc—i_Zgrbopb_rbopb Tcopc—i_;(sc,c
~—

A2 A2 N A N A N N
:rbopc—rbopborcopc—zrbopb.

Mit den Bezeichnungsweisen

P = P4l =0 (14.40)
p° = Py, +D =0
fﬁ = fxoﬁz‘i_fyoﬁy"i_fzoﬁzszoﬁb

lautet das Ergebnis der durchgefithrten Umformung in kompakter Notation:

R h
I?=#op>—(f-p)° — i P, (14.41)
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Die Formel driickt die rotationsinvariante Gréfe L2 durch die rotationsinvarianten
Skalare £ - p, £2 und p? aus. Die Identitit ldsst sich umformen zu:

1 h A
P = o l(f-f))QJrif*-erLQ]. (14.42)

Die Wirkung von L? und von t - p auf die Funktionen Y, m (r) kennen wir schon

aus Gl. (14.37) und GI. (14.28). Damit folgt (r # 0):

. 1 A h. . &
B2Vin (1) = fzo[@-p)uir-puﬂ Vi ()
1| (h)* n\?
= -2 — | L+R(1+1D)| Y
[() #(5) v e ) Vi )
= rz[ P14 1(+1)] Vi (r)
= ()’
was zu zeigen war!
In Kugelkoordinaten entspricht dem Operator
f'ﬁ:fxoﬁx+fyoﬁy+fzoﬁz
die Richtungsableitung
h 0
r-p=—-ro—. 14.43
PP G, ( )
Dann folgt
I 0 0 0 1 .
A9 2
p° = —TQO_(ro({ﬁ)o(ro&)—i—(Toarﬂ—i—ﬂOL (14.44)
Rl 0 0 N N L2
= ——o|lrol—or|lo—+ro— — o0
r2 or or or r2
i 9 o+ o, + - ol?
= ——o|ro||=—,7r|+70—|0o—+4+710— o
r2 or’ 0 or 0 72
L =1
h? -2 0? 0 1 4
= —;O_T W+2TO&“]+OL
”? 2 90 1 .
= —h - — oL?”
[87“2 r 8T]+

Diese Formel ist niitzlich fiir Probleme mit Kugelsymmetrie, z.B. wenn sich ein
Teilchen unter dem Einfluss einer Zentralkraft bewegt.
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14 Bahndrehimpuls und Kugelflachenfunktionen

Ist nun > ein beliebiger, aus den Koordinaten 7. und Impulsen p. eines Teilchens
gebildeter Skalar, so kommutiert ¥ mit allen Komponenten L, des Bahndrehim-
pulses:

5,1, =0. (14.45)

Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir die drei elementaren Skalare:

P° = Paoha (14.46)
2 = P07,
fﬁ - 72aoﬁa

(Summenkonvention bzgl. Index a € {z,y,z} beachten!). Gilt die Behauptung

A

fir diese drei Skalare, dann gilt sie auch fir jede Funktion (Potenzreihe) ¥ =
Y(p?, 1%t - p) dieser drei Skalare. Eine elementare Rechnung liefert:

PN A h
{Lza Tz} = [rac OPy — Ty O Pg, rx] = _Z'ry
{Lza f:tfx = _2f.7ﬁy o fﬂc
- 1
. A h
[sz Pyl = [Paopy—Tyops iy = zrcc
[LZ, Pyly| = Q;T’y o7,
{Lzy"nz = [rxopy_ryopxarz] =0
[Lza Tyl = [rz O Py — Ty © Pu, rz] =0.

Durch Addition folgt
T AR

und durch zyklisches Vertauschen:
Ly, 70 0 7] = 0.
In volliger Analogie zur eben angestellten Betrachtung erhélt man:

Lo pa 0 ) = 0.
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Schliellich betrachten wir:
Leifwope] = [Feoby =7y busia o bl
fx o ﬁya fx o ﬁx] - [fy Oﬁxa f:r: Oﬁx]
[7/21’ o ﬁy7 ﬁr] oﬁac + riﬂ\ac o [7/255 o ﬁy7ﬁx]
%/A_/
_ =0
- [riﬂ\y Oﬁam riﬂ\x] oﬁac - fxo [ry O Pz, Px

[
[

.. .
= —;(rmopyjtryopx)

{Lzaryopy} = Tmopy_ryopxaryopy]

= [Pz 0Py, Ty 0 Py] — [Py 0 Pu, Ty 0 Py

[P ° Py, fy] 0 Py + Ty0 (72 Oﬁ:wﬁy]

5,—/
— =0
_[ry Opx»ry] OPy —TyoO [ry Opwapy]
w—/
=0
h )

= ;(T‘xopy—l—ryopx)

[zz; fz oﬁz} = 6
Durch Addition folgt (Summenkonvention!)
{j—/zyfa Oﬁa} =0
und durch zyklisches Vertauschen:
Ly, a0 pa] = 0.
Die Behauptung gilt somit fiir alle aus den Skalaren in Gl. (14.46) zusammenge-
setzten Funktionen.
Ist V, ein beliebiger, aus den Koordinaten 7. und Impulsen p. der Teilchen

gebildeter Vektor, so gilt fiir den Kommutator mit allen Komponenten Ly des
Bahndrehimpulses die Kommutatorrelation:

(Lo, Vi = iheancVe. (14.47)

Um den Beweis zu fithren betrachten wir zunéchst den Spezialfall V., = #,. Dann
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14 Bahndrehimpuls und Kugelflachenfunktionen

erhalten wir

Folglich ist
(L, 1) = iheapere.

Zyklisches Vertauschen liefert dann
|La, 4| = iheapee, (14.48)

d.h. die Behauptung stimmt fiir v, = Tq. Eine vollig analoge Betrachtung zeigt,
dass die Behauptung auch fir die Wahl V, = p, giiltig ist:

(L, ] = ih2apee. (14.49)

Sind nun 3 I, )y 77 und )y 711 aus p, und 7, gebildete Skalare, so gilt die Behauptung
auch fir den Vektor

‘A/b:ijofb—Fi]] Oﬁb_'_illlof/b‘ (1450)
Also:
fzm ZAJI o7y + zAJH o pp + iIH o fzb} = 1hegpe (il o+ SH © Pe + iIH o fzc) .

Sind V() und V,® beides Vektoren der in Gl. (14.50) angegebenen Form, so ist
noch der Fall V.= V) A V@ 2y diskutieren. Mit V, = 5abcf/b(1) o V? zeigt man
leicht:

{f’z’ Vw} = [[Afz, VW oV® _yMo %(2)}

Y z
[Lz, Vy(”} o V@ + VW o [Lz, @(2)}
—_—— —_——
o zhszyzf/z“) =0
= B {fm ‘72(1)} o Vy(z) B 4 COpS [ﬁm Vy@)]
=0 —zhszsz( )
— A (f/z(l) o f/x(Q) _ {736(1) o f/z(?)>
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Ebenso folgt

|:-Z\/Zu Ay] - -f/z, Az(l) o) Ax(2) — ‘A/m(l) o) AZ(2):|
[iz’ Az(l)} o Am(z) + Vz(l o {ﬁ%f/x(z)}
_ =0 —zhszway( )
T S[LL V)0 VO - VW o L., V)
_zhezzyv;l) =0
= ih (Vz(l) o f/y(Z) Vy(l) o AZ(2)>
= —ihV,
und natiirlich
IR, (7 @ LY@ Sr(1) (2
[Lz,vz} = [L., VDo V® - VMo 7@
. 92] 0¥+ 0o [£., 7]
. :ihsmyV;l)oV;z) :ihezychz@)
T [ - v o[£, V)
—_——
—ihe sy VAV =il sy V2
= ih (V(l) o f/y(2) VW o™ 4y 7@ Vy(l) o Vy(z))

L, 0] = ihegl
[Exaf/b} = ihg:{:bc‘?c-

Die Richtigkeit der eingangs aufgestellten Behauptung Gl. (14.47) ist damit ge-
zeigt.

Die hergeleiteten Vertauschungsregeln sind sehr niitzlich, um die sog. Auswahl-
regeln fiir die Erwartungswerte des elektrischen Dipolmomentes herzuleiten. Sei
Yn1m(r) ein Satz gebundener Zustande eines Hamilton-Operators H mit Kugel-
symmetrie.

izwn,l,m(r) = hmwn,l,m(r)
E2im(d) = R+ i)

Die Wechselwirkung von Licht mit einem am Atom gebundenen Elektron wird in
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14 Bahndrehimpuls und Kugelflachenfunktionen

fiihrender Ordnung der Storungsrechnung durch die Matrixelemente des elektri-
schen Dipolmomentes d, = |e| 7, beschrieben:

Wt Fatltams) = [ €10 0t (1)
a € {x,y,z}.
Aus dem Gesagten folgt
L.,fa] = ihi,
L..#,] = —ih,
L..7.] =0
Somit ist
0 = {(Ymamns [ L] Vst
= (Wnatmy, (L2 02 = 720 L) iy, )
= <Ei¢nlllml,@¢n2hm2> - <1/Jn111m1,fz <£z¢n2l2m2)>
P2 Ltbuntimss P nstzms ) = (Gntimss 7 (Etgtgms ) )
= h(mi—ma) (Vnytymi, P2 Ynglyms) -

Das Matrixelement (t,,1,m, s T2 Vngiyms) 1St somit fiir my # mgy gleich Null. Ebenso
zeigen wir

ih <wml1m1 ) f@ﬂ/’nzlzmz)
= <77Z)n1l1m17 [L27 ’Fx} ¢n2l2m2>

= h (ml - m2) <77Z)7L111m17 f$¢n2l2m2> .

Damit ist die kartesische y-Komponente des Dipolmomentes durch die entspre-
chende z-Komponente ausgedriickt. Schliellich folgt noch

—ih <¢n111m17 fan2l2m2>
<wn1l1m17 [Lza fy} ¢n2l2m2>

= h (ml - m2) <¢n1l1m177qy¢n2l2m2>
Dies impliziert durch Einsetzen der vorherigen Formel:
. 2 .
<¢n1l1m1a Tx¢n2l2m2> = (ml - m2) <¢n1l1mlarx¢n2l2m2> :

Folglich ist entweder

<wn1l1m1>fx¢nzlzm2> =0= <wn1l1m17fy¢n2l2m2>
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oder es ist
my — Mo = +1.

Damit ist die Giiltigkeit der folgenden Auswahlregel fiir die Nebenquantenzahlen
my und my abgeleitet:

(Unitymy s TaWnglym,) = 0 falls my —mg ¢ {—1,0,1}. (14.51)

Wir leiten jetzt noch die entsprechende Auswahlregel fir die Drehimpulsquan-
tenzahlen ; und [y her. Ausgehend von der Identitat Gl. (14.47) zeigen wir

[L2,#) = [Lao Lo,
= []Ala, fb} o ﬁa + ﬁa o {I:a, fb}
= 1hegpe (fc o Ea + IA/a o fc) )

(Summenkonvention!) Somit dirfen wir nun folgern:

= —R’eapee U e A
‘mw<+@fw%+%o%wf

= I (5a,g5b,f—5a,f5b,g)< - S A

fboiaoia_‘_f/aofbof/a
+Lg0fy0Ly+ LyoLyof,
_faoﬁboza_ﬁbofaoza
_-Z\—/aofaoffb_f/aof/bofa

Nun gilt
fool, = t-L=0
iaofa = L-t=0.
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14 Bahndrehimpuls und Kugelflachenfunktionen

Also folgt
PpoLgoLy+ Loofyol,
[LQ, {LQ,fbH =W | +L,0f, 0L+ L,oL,o0f
—fPp0LlyoLy— LyoLyot,
Umformen ergibt:

A

Laofbof/a = {fja,ﬁ,} —i—ﬁ,of/a)of/a

A

I
/N N

Z.hgabclfc + fb © [A/a) O Lig
a © (ia o fb - {Eaafb}>
)

- La o (La o fb - ihgabcfc

|
~»

LyoLy = —|La L]+ Lao Ly
LooLy = LyoLo+[La L)
70 Lo © Lo + (ihzapeic + 740 La) © Ly
+La o (Lo oy — iheapeic) + La© Ly o
—iq 0 (= [La, Lo| + Lao L)
—(Lyo La + [La, Lu]) o 7
Oy 0 Loy © Ly + ihiEgpe (7" oLy —Lyo r) 495,00, 0%
+ia 0 |Lay Ly| = [La, L] 0 7 )
Oy 0 Loy 0 Ly + e gpe (7" oLy —Lyo r) 495,05, 07
tihape (7o © Lo — Lo o 74) )
27y 0 Ly 0 Lo+ 2Lq 0 Lo oy )

2 [i25)) =

= K2

= K2

— | +iheae (feo Lo — Lo o)
+ih5c’ba’ (fcl o La/ — La/ @) fc/)

Der Term in der dritten Zeile hebt sich gegen den betreffenden Term in der zweiten
Zeile weg, denn

Ecba = “Ebca = Ebac = —Eabe-
Somit folgt
[IZQ, [132, rbH = 212 (ﬁ, 0LgolLy+ Lyolyo fb> (14.52)
— 2K (fbo£2+ﬁ2ofb>.
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Damit erhalten wir einerseits:

(mmtimss (L2 (L2, ot
= (Ymtim 220 [E2,7] Ynstoms ) = (Ynstimss [L2, 7] 0 L2yt )
= (L%, [£ 7 ¢n2l2mz> (it (L2 78] (Eatams ) )
R (L +1) =1 (I + 1) wmllml,[L )| sty )

n11m17L nat2ma
= Rl (I, +1) =y (ly + 1) ( Y © Fo¥nai > )

wnlllmu,rb o L wn212m2>
77Z)n1l1m1 ) Tb¢n2l2m2>
wnlllmﬂrb © (L wn212m2)>
= hQ [l (ll + 1) - l2 l2 + 1 hg ll ll + 1 - l2 (ZQ + 1)] <wn1l1m17fb¢n2l2m2>
- h4 [ll (ll + 1) - l2 (lQ + 1)]2 <¢n111m17 Tbl/}mlzmz) :

- h[ll(l1+1 —lz l2+1 (

Andererseits gilt
<wn111m17 [i‘Qv [f‘zv fb” wn212m2>
= 21 <¢n1l1m1u (fb © f42 + f‘2 © fb) 1/}712l2m2>
= 2h2 (<¢n111m17 fb (£2¢n2l2m2)> + <f‘2wn1llm1 7fbwn2l2m2>)
= 20 [la(lo + 1) + Li(ls 4 1)] (Wnrtvma > Ps¥natams ) -

Beide Aussagen zusammen genommen fiithren auf:

o [l +1) =+ 1)) A B
" { —2 [12(l2 + 1) + l1<l1 —+ 1)] } <wn1l1m17rl)¢n2l2m2> = 0.

Es gilt die Identitét:

Lhlh+1)=l(la+1) = (L+l+1)( —1)
2a(lo+ 1)+ L1 +1)] = (h+l+1)2+ (1 —1)* —1.

Also

i (b +1) =l (g + 1)) A
o= { _21 [l2(l2 + 1) _i 112(51 +1)] } Wt atoma)

4 i+ L+ 1) (1l — l2)2 .
= { —( 41+ 12— (=) +1 (Gnstima Po¥mlams)

= h4 [1 — (ll + l2 + 1)2} [1 - (ll - l2>2} <¢n1llm1’ fb?vbnzlzmz) .
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14 Bahndrehimpuls und Kugelflachenfunktionen

Fiir [; = 0 = [ verschwindet das Matrixelement,

<wn1,l1=0,m17fbwn2,lz=07m2> = O?

wie unschwer mittels einer Symmetrie-Uberlegung gezeigt wird. Ist das Matrixele-
ment ungleich Null, (¢, 1,my, PoWngtam,) # 0 und i3 + ls > 1 so folgt:

I — Iy = +1. (14.53)

Die hergeleitete Auswahlregel erklart z.B., warum der 2s-Zustand des Elektrons
im Wasserstoffatom, wenn er erst einmal besetzt ist, aufgrund der Wechselwirkung
mit dem elektromagnetischen Feld nicht ohne weiteres in den 1s-Zustand zerfallen
kann.
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15 Das Wasserstoffatom

Das Wasserstoffatom ist das mikroskopische Pendant des Kepler-Problems der Pla-
netenbewegung in der klassischen Astronomie. Es handelt sich beim Wasserstof-
fatom um ein Zweiteilchensystem, bestehend aus einem positiv geladenem Proton
(Ladung + |e|, Masse M,) am Ort R, und einem negativ geladenem Elektron
(Ladung — |e|, Masse M,) am Ort R.. Der Hamilton-Operator des Systems setzt
sich aus der Summe der kinetischen Energie von Proton und Elektron sowie der
Coulomb-Energie zusammen:

P, P el

H= — .
20, T 2M, " dme R, — Ry|

(15.1)

Ein MaB fur die Starke der elektrostatischen Kraft zwischen den beiden Elemen-
tarladungen ist dabei die dimensionslose Feinstrukturkonstante a:
dmeg he  137.036

he = 1973[eV- 107" m|
lef?

47’(’60

(15.2)

= a-hc=144 [ev- 1010 m} .

Die kanonischen Vertauschungsregeln fiir Orts- und Impuls-Operator der beiden
Teilchen lauten

[pt:a’ pt’,a/} = 0= [Rt,a, ét’,a’} (15.3)
[pt,aa fzt’,a’} — ],‘:6t’t/5a7al
t,t € {p, e}

a,a € {x,y,z}.

Wie beim klassischen Zweikorperproblem fiihrt die Einfiihrung von Schwerpunkts-
und Relativkoordinaten zu einer Vereinfachung;:

. MR, ,+ M.R
R, = plma™ Hellea 15.4
M, M, (15.4)

Te = Re,a_RP,a
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15 Das Wasserstoffatom

a — pe,a + pp,a
A~ o Mppe,a - Mepp,a
Pa = M, M,

Ein Wechsel der Koordinaten und Impulse zu neuen Koordinaten und Impul-
sen, so dass die Vertauschungsregeln erhalten bleiben, nennt man eine kanonische
Transformation. Es gilt, wie man leicht nachrechnet:

|Ra, Rw| = 0= P, Pl (15.5)
A h

[Paa Ra’} = géa,a/
[fayfa’} = O = [ﬁa;ﬁa’]
[ﬁa, fa’} = 7;6a,a’

{ﬁim’ﬁa’} = 6 = [paaﬁa’}
[pmfa’} = O = {éaaﬁa’} .
Demnach stellt die Einfithrung von Relativ- und Schwerpunktskoordinaten eine
kanonische Transformation dar.
Ausgedriickt durch die neuen Koordinaten lautet der Hamilton-Operator:

N S e
H=—+4+—— . 15.6
2M * 2u Ameg |r| (156)
Hier ist M die Gesamtmasse und p die reduzierte Masse:
M = M,+ M, (15.7)

1 1 1

H a M, i M.
Offensichtlich ist die Schwerpunktsbewegung von der Relativbewegung entkoppelt,
da H zwar von P, aber nicht von R abhangig ist.

Wir sind an gebundenen Zustédnden interessiert. Zu dem Zweck 16sen wir das
Schrédinger-Eigenwertproblem fiir ein (fiktives) Teilchen der Masse p und Ladung
— |e| im Kraftfeld einer im Ursprung r = 0 ruhenden positiven Ladung + |e|:

P el oo )
<2u dmeg m) Yp(r) = Eyp(r) (15.8)

L dreh ) vs ) = 1
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Die Energie E bezieht sich hier auf die relative Bewegung der beiden Teilchen im
Schwerpunktskoordinatensystem.
Der Hamilton-Operator des Problems,
)
7 S
2 Admeg |r|

| 2

(15.9)

hingt nur vom Quadrat p? = p2 + pz + p? des Impulsoperators, und von den karte-
sischen Teilchenkoordinaten 7, r,, 7, nur mittelbar iber den euklidischen Abstand

r| = /2 + 72+ 7% zum Ursprung ab. Es handelt sich demnach bei H um einen
Skalar, so dass aufgrund der Uberlegungen von Kapitel 14 der Bahndrehimpuls

eine Erhaltungsgrofe ist: o
[, La| =0. (15.10)

Hieraus folgt sofort

Summenkonvention!

Da die hermiteschen Operatoren H ., L2 und L, alle miteinander vertauschen
existiert nach den Ausfithrungen von Kapitel 12 ein vollstandiges System von
Funktionen 1, (r), die simultan Eigenfunktionen der Operatoren H, L? und
I:Z sind:

Hippym (t) = Etby i (r)
L2 m (r) = R4 1)t m (1)
Loty (xr) = Thm g (r)

I = 0,1,2,...

- < m<lL

Da H noch mit ZALi = ix + if}y vertauscht gilt auch

[:I o IA/:I:,@Dn,l,m (I') - IA/:I: o ﬁ¢n,l,m (I‘) - E[A/:I:wn,l,m (I’) .

Nach dem Gesagten ist mit ¢, (r) auch die Funktion

Lathpgm (¥) = ByJ1(1 + 1) — m(m £ 1)y g (x)

eine Eigenfunktion von H zum gleichen Eigenwert E. Wir konnen nun L, solange
anwenden, bis alle Zustdnde des Multipletts ausgeschopft sind. Damit ist klar,
dass alle 2041 Zustande 1, ; , (r) des zur Bahndrehimpulsquantenzahl [ gehérigen
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15 Das Wasserstoffatom

Multipletts die gleiche Energie E = E,,; besitzen! Der Energie-Eigenwert E,, ; zum
Hamilton-Operator H ist nach dem Gesagten unabhéangig von der Drehimpuls-
Quantenzahl m, der Zustand ), ,, (r) ist (2{ + 1)-fach entartet!

Bei Einfiihrung von Kugelkoordinaten

r = rsindcosy
= rsindsinp
z = rcosv

lasst sich der Hamilton-Operator umschreiben zu

o—R21 [ 0\’ 5,
H=—"— — —
24 1r? [<r8r> + <T8T>
Die entsprechenden Umformungen fiir den Operator p? wurden bereits in Kapitel
14 vorgestellt.

1 L2 e 1
—— — —. 15.11
+ 2ur?  Amwegr ( )

Also folgt
—h% 1 ( o) )
A E408) () +1
_ wor or or
Hwn,l,m (I‘) - 1 1.2 ‘6‘2 1 wn,l,m (I‘)
Tour? ~dmeor
=19 (.0 9
_ w T or T@r + [87"’71}) w (I‘)
N T SR O mobm
24 12 4dmeg T
210 (@T>
_ 2u r Or \ Or
- _‘_L L2 ‘6‘2 l ¢n,l,m (r)
2u 2 dmeg T
1 (1,580 1,00
_ Qu(roi(?TOr)o<roi8TOr) ¢ (I')
N GBS P 1 nbm
2u r2 deg T
()
_ 2u \ Or
= - ! r r
r _|_LL72 . |e|2 1 [ 1/}7%51771( )]
24 12 4meg T

Der Operator

heifit auch radialer Impuls-Operator. Wie man leicht zeigt gentigen die Operatoren
pr und 7 der Vertauschungsregel:
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Wir definieren jetzt

Vngm (T) = iUnJ(r)Yl,m(ﬁ, ©) (15.12)

und erhalten unter Beriicksichtigung der Relation
L2Yin (9, ) = RU1+ 1)1 (9, )

fir die Radialfunktion U, ;(r) die folgende Differentialgleichung:

th < o2 +z<z+1)> e 1 ml] Uns(r) = 0. (15.13)

2\ or? r2 ey r

Die Normierungsbedingung fiir die radialen Eigenfunktionen U, ;(r) folgt unmit-
telbar aus der urspriinglichen Normierungsbedingung:

1L /]R A (g () (15.14)
2

2T T o) 1
- / dgo'/ d sinﬂ’/ dr'r'? —Uni(r") Y m (¥, ¢)
0 0 0 r

27 T [e%)
_ / dy’ / A9’ sind’ |Yim (', &) / dr' U ()
0 0 0
=1

= [T P

0

Es ist zweckmafig mit dimensionlosen Gréflen zu arbeiten. Dazu definieren wir

r
T o= — 15.15
r= = (15.15)
i Enl
E, = —“
7l EO

Unyl(r) = Un’l<7'ao):

Es folgt nach einigen elementaren Umformungen:

2 2
0 +l(l+l)_2<,u le] )1_2

or? T2 h2 “dmey ) T

(;agEo) En71‘| un,l(?) =0.
Somit liegt es nahe zu definieren

h* 1
Ey = —— ~27.212 [eV] (15.16)
Mg
R 1 o1 1 h
——— == ——~0.529-10" [m].
el i ahe o pc

4req

apg =
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15 Das Wasserstoffatom

Somit erhalten wir:

o l(l+1) 2 _
l_W ?2 - % — 2En,l‘| Uml(?") = 0 (1517)

Fiar 7> 1 ist
Un,i(T) o< exp (i\/TEnz : r) : (15.18)

Da wir gebundene Zusténde suchen ist notwendig E,; < 0. Normierbar ist aber
nur die Losung mit dem Minuszeichen im Exponenten. Wir schreiben dann

Up(T) = exp (—\/ —2F,; -r) -+ foa(T) (15.19)

und finden durch Einsetzen in Gl. (15.17):

2 =0 Ii+1) 2], ._
[_W +2 _2En,l% + —5 - T‘] fn’l(’f’) =0. (1520)

r

Da wir normierbare Losungen w, (%) suchen darf f,, ;(7) fir groBen Abstand zum
Schwerpunkt, 7 > 1, nicht starker anwachsen als eine Potenz von 7:

faa(F) o 7" (15.21)
n = 1,2,3,...

Einsetzen ergibt fiir 7 > 1:

[(I1+1) _,n(n -1 n (2”\/T-Enl> —2|7™ 1t =0.

r

—0 fir 7—o0
Die Forderung kann nur erfillt werden wenn gilt

— 1

on?
n = 1,2,3,...

Dies ist die Balmer-Formel (eigentlich E,—o; — E,>3;), wie sie 1885 zur Erklirung
der sichtbaren Spektrallinien von atomaren Wasserstoff (rot, blaugriin, 4 xviolett,
2xultraviolett) empirisch gefunden wurden. Die Formel (15.22) fiir die Energie
der im Wasserstoffatom gebundenen Elektronen wurde erstmalig von Niels Bohr
im Jahr 1913 aus seinem Atommodell hergeleitet. Die Zahlen n = 1,2, 3, ... heiflen
Hauptquantenzahlen. Die Energie des Grundzustands ist £, g = —%, das entspricht
—13.6 [eV]. Offensichtlich héngt beim Wasserstoffatom der Eigenwert F,; nicht
von der Drehimpulsquantenzahl [ ab, es liegt ein hoher Entartungsgrad vor!
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Einsetzen von Gl. (15.22) in Gl. (15.20) liefert dann

_ i Fua(F) = 0. (15.23)

L9200 U+
or?  nor 72

Die Normierungsbedingung Gl. (15.14) fihrt auf
1 = /O S U ()2 (15.24)
= [ )P
= /OOO dF exp (—2 —2E~r> AGE
= /OOO d77? exp (—2 —2E-r> a0

?
12
Folglich muss die Funktion ‘f "’i(r)‘ fir 7 — 0 beschrénkt sein, d.h. f,,;(7) — 0 fiir

2

7 — 0. Da zugleich die Funktion f,,;(7) fir grolen Abstand 7 > 1 nur wie eine
Potenz anwachsen darf, ist die zuldssige Losung der Differentialgleichung (15.23)
somit eine Potenzreihe von 7, wobei der dominante Term in der Reihe fir f, (%)
fiir kleinen Abstand 7 < 1 proportional zu 7! und fiir groBen Abstand 7 > 1
proportional zu 7" variiert. Damit ist klar, dass f,;(7) ein Polynom der Variablen

7 sein muss, und zwar mit niedrigster Potenz 7/*! und hochster Potenz 7"
faa®) = > Ci(n,))7 (15.25)
J=I+1
[ < n-—1.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (15.23) lautet
= 1 2r
faa(T) = (27) T F (—n +1+1,21+2; n) (15.26)

Hier ist

a ala+1)z2 ala+1)(a+2)23
(a,¢:2) +cZ+c(c—l—1) 2!+c(c+1)(c+2) 3"

(15.27)

die sog. konfluente hypergeometrische Reihe. Diese ist eine Losung der Kummer-
schen Differentialgleichung:

2

d
~ = —al Fla.c:2) = 0. .
S + (c—2) rpia (a,c;2) =0 (15.28)
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15 Das Wasserstoffatom

Im vorliegenden Fall ist c=2[4+2 > 0,a = —n+1+1 <0, d.h. die Reihe ist end-
lich, sie bricht nach endlich vielen Reihengliedern ab! Damit sind die Koeffizienten
Cj (n,l) in dem Polynom GI. (15.25) explizit berechnet.

Nach dem Gesagten lautet die auf Eins normierte Losung fiir die Radialfunktion
un(7) der Eigenfunktion des Wasserstoffatoms zum Energie-Eigenwert

1
EnJ - _ﬁEO (1529)
nunmehr:
1 (n+1)! T\ [2m\ ! 27
T) = — ) {— Fl— [+1,2l+2,—
i) = e (n—z—1)!exp( n)(n) ( mEiE LAt n)
n=1,23,... (15.30)

1=0,1,2,...,n— 1.

In der Tabelle sind fiir n = 1,2, 3,4 und die jeweils moglichen [-Werte die ent-
sprechenden expliziten Ausdriicke fiir die Radialfunktionen des Wasserstoffatoms
zusammengestellt:

Quantenzahlen Zustand radiale Wellenfunktion
n=11=0 1s 2T exp (—T)
n=21=0 2s L (7-%)exp(-3)
n=21=1 2p Ser?exp (1)
n=31=0 3s 2 (F— 2+ ) exp (-1)
n=31=2 3d 81?/%736}@ (_%)
n=4,1=0 45 L(F-T 42 - L) exp (=)
n=d1=1 4 5P -F+g)en(-))
n=4,1=2 Ad Gz (7 -5 exp (<5)
n=4,1=3 4f mﬁe}(p(_;)

Es verschieben sich wegen der Abhéangigkeit oc exp(—%) der radialen Wellenfunk-
tion w,,,(7) die Maxima der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des Elektrons
mit wachsender Hauptquantenzahl n nach auflen. Mit wachsender Drehimpuls-
quantenzahl [ = 0,1,2,...,n — 1 bei festgehaltenem n nimmt zugleich die Anzahl
der Knotenflichen der Wellenfunktion ab. Die vermeintlich anschauliche Vorstel-
lung von quantisierten Kreisbahnen (oder Ellipsen), auf denen das Elektron sich
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gemaf dem Bohrschen Atommodell aufthalten soll, wird durch die dargelegte exak-
te Losung des quantenmechanischen Schrodinger-Eigenwertproblems offensichtlich
widerlegt!

Zu jedem Wert der Drehimpulsquantenzahl [ € {0,1,2,...,n — 1} gibt es 20 41
Werte der magnetischen Quantenzahl m € {—I,—l+1,...,l—1,1}. Damit be-
rechnet sich der Entartungsgrad eines Eigenzustands ), ;,,(r) zum Eigenwert E,,
zu

nf (20 + 1) = n*. (15.31)
=0

Tatséchlich ist die Entartung im Wasserstoff um den Faktor Vier (!) gréfer, da der
Spin des Elektrons und der Spin des Protons je zwei Einstellmoglichleiten, ,up®
und ,,down“, besitzen. Relativistische Effekte und kleine magnetische Wechselwir-
kungseffekte zwischen Elektron und Proton fithren zu einer teilweisen Aufhebung
dieser Entartung (Feinstruktur und Hyperfeinstruktur). Als Folge der (,zufalli-
gen“) Entartung des Wasserstoffatoms haben Zustédnde mit gerader Paritat, z.B.
das 2s-Orbital 1900 (r), und Zustéinde mit ungerader Paritét, z.B. die drei p-
Orbitale 131, (r), die gleiche Energie, in dem Fall Ey = —%EO.

Die angegebene Losung der gebundenen Zustidnde des Wasserstoffatoms be-
schreibt auch die gebundenen Zustande von positiv geladenen, zum Wasserstoffa-
tom ahnlichen Ionen. Diese bestehen aus einem Elektron und einem Z-fach positiv
geladenem Atomkern der Masse M. In dem Fall ist in der Lésung Gl. (15.30) fur
das Wasserstoffatom zu substituieren:

M, = Mg (15.32)
[
2 MK Me

le> = Zle|*.

Entsprechend skaliert fiir ein zum Wasserstoffatom dhnliches Ion die Energie Ej
und der Bohrsche Radius ay gemaf:

Ey, — Z%E, (15.33)
)
ao ?

Bei Beriicksichtigung des Spinfreiheitsgrades des Elektrons wird die (,,zuféllige®)
vierfache Entartung des Wasserstoffspektrums partiell aufgehoben. Die Klassifizie-
rung der Eigenzustande des gebundenen Elektrons erfolgt dann durch eine Haupt-
quantenzahl n = 1,2, 3, ... und durch die Quantenzahlen j € {%, %, %, ...} des Ge-
samtdrehimpulsoperators J = L + S. Die hieraus resultierende Aufspaltung, z.B.

des 2p-Niveaus in ein 2ps- und ein 2ps-Niveau, ist um den Faktor o = ({37935)° ™
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15 Das Wasserstoffatom
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FIGURE 5-2 The energy levels of the hydrogen atom according to Schrédinger’s theory.

Abbildung 15.1: Abbildung entnommen aus ,,Quantum Mechanics of Atomic Spectra
and Atomic Structure” von Masataka Mizushima (W.A. Benjamin
Inc., New York 1970)
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5.3 x 107° gegeniiber der Energieskala Ey des Wasserstoffatoms reduziert:

E, a? n 3
Epy— -2 iy (2|
e ()

Dies ist die sog. Feinaufspaltung. Die Formel beschreibt die fiihrende relativisti-
schen Korrektur zum Spektrum des Wasserstoffatoms wie sie auch aus der exakten
Dirac-Gleichung folgt.

Die Energieniveaus der Feinaufspaltung sind mit Blick auf den Spinfreiheitsgrad
des Protons immer noch zweifach entartet. Erst bei Berticksichtigung der magneti-
schen Dipol-Dipol-Wechselwirkung von Proton-Spin und Elektron-Spin spaltet der
vierfach entartete 1s-Grundzustand des Wasserstoffatoms auf in einen energetisch
tiefer liegenden Singlet-Grundzustand und drei energetisch héher liegende (entar-
tete) Triplet-Zustande. Diese sog. Hyperfeinaufspaltung des 1s-Grundzustands
ist beim Wasserstoffatom von der Gréflenordnung %;oﬁ.

Beim Ubergang vom (leicht angeregten) 1s-Triplett-Zustand (F = 1) in den
1s-Singlett-Grundzustand (F' = 0) wird ein langwelliges Photon mit einer Energie
5.88 x 107% [eV] entsprechend einer Frequenz von 1.42 [GHz| emittiert. Dieser
Ubergang ist die Ursache der bekannten 21 [cm]-Linie, die in der Radioastronomie
zur Identifikation von Wasserstoff im interstellaren Raum dient.
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16 Variationsrechnung, die
Feynman-Hellmann-Regel und
der Virialsatz in der
Quantenmechanik

Sei H ein hermitescher Operator mit diskretem Spektrum:

Hipy (vr) = Engy(r)
E, € R
Eo < En
— 01,23, ..
Wm %Um) = Onm

Z@/}n ) = 0¥ (r—r).

Wir betrachten das Funktional

e = A ),

(W, W)
v c H.
Offensichtlich ist
E [y, = E,.

Wir betrachten eine Variation der Form

in Ortsdarstellung ¥, (r; A) = ¢, (r) + A¢ (r). Dann gilt

0
lim SE 10, (V)] =0,

(16.1)

(16.2)

(16.3)
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16 Variationsrechnung, die Feynman-Hellmann-Regel und der Virialsatz in der QM

Der Beweis wird durch Einsetzen gefiihrt:

(o + 20, H (6 + A9))
(Un + A, U + Ad)
(n, Hibn ) + (Un, HAG) + (A), Hby ) + (A, HAG)
(Vns Pn) + (Vn; AQ) + (AP, 1hn) + (A, AD) ’

EWn (V)]

mit (¢, ¥,) = 1 folgt

 Eu A (v, Ho) + 2 (6, Hin) + X2 (6, Ho)
LA 0) + A () + X (0, 0)

und wegen H=H fgilt:

Ep+ A (Hipn, ¢) + A, Hi) + N2 (6, Ho)
L+ A (¢hn, &) + A (&, 90n) + A2 (0, )

En + ABy (tn, 8) + AEy (&, 1) + X (6, Ho)
L+ A (Un, &) + A (0, thn) + X (0, 0)

Folglich gilt:

L+ X (Y, @) + A (D, Pn) + A2 (0, )
= E,+0(\).

EW,(\)] = E,+ A\

Damit ist gezeigt, dass eine Anderung erster Ordnung der Eigenfunktion eine
Anderung zweiter Ordnung im zugeordneten Eigenwert nach sich zieht.

Wir betrachten jetzt einen nach unten beschrankten Hamilton-Operator H , des-
sen Figenwerte E,, der Grofle nach angeordnet sind:

Ey<E <Ey<---

Dann gilt mit

() - i et (1)
. Cn = <77/)n, \I})
<wn7 77bm> = 5n,m
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die Beziehung:

W=
<Zzo:0 annaﬁ an,ozo cmwm>

< Zozo Cn¥ns Zﬁ:o Cm1/’m>
a0 CIL =0 Cm (Uns Emthm)
20 Ch Conmo Cm (Y, Yim)
_ >onto ChenBn S > chenEy
° chen T X%, chen

> E.

Fiir jeden beliebigen Zustand ¥ € H liefert die Zahl £ [¥] somit eine obere Schranke
fir die Energie Ey des Grundzustands:

By < E0].

Héngt der gewahlte Zustand ¥ noch analytisch von einem Parameter A € R ab,
U = ¢(A), so kann eine optimale obere Schranke & fiir die Grundzustandsenergie
Ey durch die Forderung

& = min€ [Y(N)]

AER
E, < &

ermittelt werden. Eine notwendige Bedingung hierfiir ist

0 !

—EWN] Lo

In der Theoretischen Chemie sind Variationsrechnungen zur Bestimmung des Grund-
zustands von Molekiilen, bei denen der Ansatz ¥ fiir die Wellenfunktion von meh-
reren hundert Parametern A; abhingig sein kann, Routine.

In den Anwendungen kommt es oft vor, dass auch der Hamilton-Operator von
einem oder mehreren Parametern A abhéngt:

H=H(\.
Dann sind die Eigenwerte und die Eigenfunktionen von H (\) ebenfalls vom Para-
meter A\ abhéngig:
HN) Y, (t;0) = B, (N, (r; )
En(N) = (¥a(N), H ) (V)
(Vo (N) 00 (V) = 1
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16 Variationsrechnung, die Feynman-Hellmann-Regel und der Virialsatz in der QM

Also folgt
0
0 = ox (v (X)), v (V)
= (o ) O )+ (90 ). g0 )
Damit erhalten wir
IB ) = 2 ()N (V)
ox " O\
(Fxton (0, H () g ()
= @)L [FH W] (V)
+(Un (V) H (N) o (V)
[ e ) e ()
=] (0 ) [ )] g ()
+(H (Nt (V) & (V)
B0 (0 0150 ) + (100, 00 )
) |55 O] )
- %H(A)>¢’n()\)

- (g

Pn(X)
Dieser Zusammenhang ist in der Quantenmechanik als die Regel von Feynman-
(16.4)

Hellmann bekannt: 5 5
—E,(\) = <H (A)> .
OA OA Pn(N)
Beim Wasserstoffatom setzt sich der Hamilton-Operator additiv aus zwei Antei-
H=K+V.

len zusammen:
Dabei ist & der Operator der kinetischen Energie und V ist der Operator, der dem

Coulomb-Potential zugeordnet ist:
9

K=

2
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Der Hamilton-Operator hangt im vorliegenden Fall von zwei Parametern ab: A €
{1, le|} . Da wir die Eigenwerte E,, des Wasserstoffatoms analytisch explizit als
Formel berechnet haben, kénnen wir auch die Ableitung von F, nach dem ge-
wiinschten Parameter A\ explizit berechnen:

wo e\
EO(A) B 712<47T€0> '

Also folgt z.B.:

Andererseits ist

) o
oL B0 - <|e|H<A>>
0 el 0 el (V)
9 . .
¢ Yn(N)
= (K157 (-3
dle|l \ dmeolr|)/, N
— 2<\7 .
Yn ()

Damit folgt sofort fiir jeden(!) Eigenzustand v, = 1, (A) des Wasserstoffatoms der
Zusammenhang;:

~ E())\
), =

n2
— 2<I§T()\)>%
— 2< C + f/>¢n.
Somit

(B), =5 (V) =—(EMW), . (16.5)

Diese Aussage konnen wir auch aus dem zuvor diskutierten Variationsprinzip
ganz allgemein ableiten. Dazu betrachten wir jetzt einen auf Eins normierten Ei-
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16 Variationsrechnung, die Feynman-Hellmann-Regel und der Virialsatz in der QM

genzustand v, (r) des Hamilton-Operators

H = K+V
K = L (16.6)
24
Vo= Cilrl"
Kk € Z
Der Fall des Wasserstoffatoms ist darin fiir kK = —1 als Spezialfall enthalten. Der

Fall K = 2 beschreibt den isotropen Harmonischen Oszillator in D = 3 rdumlichen
Dimensionen.
Wir betrachten eine Skalentransformation

P> (1+ Nt =1. (16.7)
Damit die Kanonischen Vertauschungsregeln von Ort und Impuls auch nach der
Skalentransformation gelten ist zu fordern

1 /

p—>——Dp=D. 16.8

PP =pP (16.8)
Das Normierungsintegral

[P =1

eines Eigenzustands 1, (r) von H ist unter einer Skalentransformation invariant.
Dazu berechnen wir die Jacobi-Determinante zu

8(7‘1,7"2,7‘3) o ]-
O(ri,rhrh) (14N

und erhalten:

L= [l = g

1,75, 75)
— /d3T/ 1
(1+A)?

o (737)
_ / B

1 1
o (57
(1+ N2 L+ A
= @, (P

Demnach transformiert sich 1), (r) unter der Skalentransformation Gl. (16.7) in
eine benachbarte Funktion ¥, (r'; \) gemaf

1 1N ,
¥nlr) = (1+A)§w”<1+f> =Tn (F5),

2

¢”(1J1rAr/>

2

2
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wobei das Normierungsintegral den Wert Eins behélt! Fiir infinitesimal kleines A
folgt

wn@ﬁA)_ngw>—A.[2¢n@q4-f.vw¢nuq]+o(Aﬂ.

Da 9, (r) ein Eigenzustand des Hamilton-Operators Gl. (16.6) ist, gilt aufgrund
von Gl (16.3) notwendig

0 /o~
111%5<H> =0 (16.9)

d.h. in der ersten Ordnung bzgl. des Parameters A miissen sich die Anderungen
der Erwartungswerte der Operatoren K und V' gegenseitig zu Null kompensieren:

8 ) a A
/1\13[1) O\ <K>\I/n()\) - }\l—m 192 <V> n(A) (16.10)
Wir berechnen nun die Anderung des Erwartungswertes der kinetischen Energie
unter der Skalentransformation Gl. (16.7):

~ 2
% _ 3, T (. i /.
(R)y oy = /dr\lln(r,)\) e | 7 ()
1 A 2
= [ @ [ p]%(r%)
(14 X)*2
1 2
= —— [ &V (N =T, (r; \).
e [ CrLE) 5 )

Aber es gilt exakt:
~2

/ &t () (;) U, (r'; \)
A2

_ /& 7“””9mﬂ1+mnm(p>wmu+»mﬂ

A(ry,12,73) 241
_ a3 ) I b
_ /d (1+X) <1+A)gwn( )} <2u>

= [eridw (5 ) vt
- <K>xpn(xzo)
- <K>¢n ’

Demnach nimmt die kinetische Energie ab, wenn die Léngenskala grofier wird:
N 1 N
K = ———— (K 16.11
< >\I!n()\) 1+2)\+)\2< >wn (16.11)

§ 4 5
93%5<K> o _2<K>wn'

237



16 Variationsrechnung, die Feynman-Hellmann-Regel und der Virialsatz in der QM

Entsprechend tiberlegen wir:
Y — 3,/ T .
Mgy = /dr\I/ ) [Colr' ] W, (0 )
_ /d?’r’\IlL (s 0) [Cro | (1+ ) £ T, (5 M)
= (1) [ @050 [Celi]] W, (15 0).

Nun gilt exakt:

/dsr'\w N [C[#7]  ('5)
— /d3 2:2 WH (14 A) s AL [C 87 90 [(1+ A) 13 A
- /d3r(1+/\)3 %wl(r) Ci |2["] ! 3%(1“)]
(1+ )2 (1+X)>
= [ @l @) [Co ) vulr)
= Mo

= (V) .

V),
Damit éndert sich im vorliegenden Fall die potentielle Energie bei einer Skalen-
transformation Gl. (16.7) gemafl

<f/>%m = L+ <V>wn
0 - .
B 2% ey = 7V,

Somit schliefen wir aus der Eigenschaft

O A~ A
i ax (K+ V>%<A) =0
nunmehr R P
<K>% =3 <V>%. (16.12)

Dieses aus der Stationaritatseigenschaft Gl. (16.3) folgende Resultat fiir den zei-
tunabhangigen Hamilton-Operator

H = K+V
)

K =2
24

I Cﬁ|r|K
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steht in einem engen Zusammenhang mit dem sog. Virialsatz in der Analytischen
Mechanik.

Dazu betrachten wir den Erwartungswert der zeitlichen Ableitung des Produk-
tes von Ort und Impuls, dem sog. Virial py (¢) - £r(t), genommen iiber einem

stationdren Zustand v,, von H, also Hy,, = E,,.
Im Heisenberg-Bild (siehe Kapitel 8) ist
rp(t) = erfltpe it
pu(t) = eiMpe it
d . iAo pu(t)
Giut) = 5 [ia(] = 2
d N 7 N K—2 A
P = ¢ [H.pu(t)] = —rCelin (1) Eu(t)
Somit
Coult) (0] = | Spu(d)| a0 +pul)- | Sea)| (1613
dt Pr H dtpH H Pr TRl
« K—2 A pu(t
= —kCy [Fg®)| 2 #y(t) -ty (t)—i—pH(t)-pHi)
S ()2
= kGl () + P2
]
152
= entlt (—HC',.g |#|" + ) e wHt
= enflt (—/{V%—QK) e~ wHt
Andererseits ist
d . R (AN PN N
G Pu(l) tu(t)] = 5 [H,PH(t) Ty (75)} : (16.14)

Damit gilt fiir den Ewartungswert der zeitlichen Ableitung des Vlrlals genommen
tiber einem stationéren (!) Zustand v,, des Hamilton-Operators H, die (eigentlich
triviale!) Aussage:

 eult) ba (1)), =+ ([A.2a() - Pa ()],

= 2 (o, F o t(0) D (1)) - (Y a0) B (8) 0 s
= (A ta0) - B (1)) — <wn,fm<t> D (8) i)
= B (s Ei(t) i (1) ) = (o, Far(0) - s (1))
=0.
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16 Variationsrechnung, die Feynman-Hellmann-Regel und der Virialsatz in der QM

Vergleichen liefert

0 = = () bu (1),
= <ei t(—/@V—i-Zf() e_%m>
(-

KV + 2K>

n

n

Also folgt wieder
A K ~
<K>¢n - 9 ’ <V>¢n ’
d.h. es gilt der Virialsatz der Quantenmechanik:
<ﬁ>¢n = (K+ V>% (16.15)
+2 /A
= (),

K+2 /4
- K <K>wn'

[\]

Der Virialsatz der klassischen Mechanik macht entsprechende Aussagen fiir die
zeitlichen Mittelwerte der Grolen K und V' im Phasenraum (siehe ,Scriptum zur
Analytischen Mechanik, Kapitel 7).

Fir den Harmonischen Osrzillator, k = 2, ist dann

N 1 /4 N
<K>% - 92 <H>1pn - <V>1pn ’
Fiir das Kepler-Problem bzw. das Wasserstoffatom, x = —1, ergibt sich:
<f<>wn = — <H>¢ (16.16)
<V>¢n = 2 <[:[>¢n )

Die letztere Aussage bestétigt das bereits mit der Regel von Feynman-Hellmann
hergeleitete Resultat von Gl. (16.16).

Der Virialsatz der Quantenmechanik lasst sich verallgemeinern. Sei H Hamilton-
Operator eines Systems. Sei ¢, Eigenzustand von H zum Eigenwert E,,:

i, = B,

Sei A ein beheblger Operator. Dann gilt, dass der Erwartungswert des Kommuta-
tors von H mit A genommen tber einem Eigenzustand 1, von H identisch Null
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ist:

Im Heisenberg-Bild ist

woraus sofort folgt:

d /. d - VRPN i ora A
G An ), = <thH (t)>w == (4, An (]), =5 ([A.4]), =0

Wir betrachten jetzt den Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms in Kugelko-
ordinaten (siche Kapitel 15):

) 2 2
~ P2 R*I(l+1) e? 1

g =Lt . 16.1
0 2,u+2,u 72 dreg (16.17)

wobel

AT, f = *1

[Py, 7] ;

Wir betrachten fiir ganzzahliges x € Z den Operator
A= op,.

Der Fall k = 1 entspricht gerade dem im vorherigen Abschnitt betrachteten ,Viri-
al“. Der Operator A ist dann ein ,verallgemeinertes Virial®.
Nach dem Gesagten gilt jetzt fiir einen Eigenzustand vy, ; ,,, des Wasserstoffatoms

0= <[H (1) ,A} >Wm — <[H (1), o ﬁr} >wn,z,m .

Wir berechnen unschwer

A

[H (1), 7% o] = [H (1), 7] 0 p,+ 70 [H (1), ]
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16 Variationsrechnung, die Feynman-Hellmann-Regel und der Virialsatz in der QM

und weiter:

bs) - PP 1)

7 W 73 _47T€0§
N Py
(7)), = [m ]
_ 22([;,%]0@+@om,f“]>
- 7;22 (7 o b+ 50"
— 7:211 <2fﬁ_loﬁr+[mf& ID

Also folgt weiter:

K anil Oﬁr A~
[]:f (l),fﬁoﬁr] = 72 2n _|_;’? (k—1)pn2 O Pr
t AR h2 (141 €2
+i%o (I HE - i)

<] >

Kak—1 o A2 | hk(k=1) Ak—2 _ A
;T' oD, -+ ;TT O Dr
4l (ﬁl(lﬂ) e’ ;)

w72 4dmeg 7

Wir betrachten jetzt noch den Kommutator

) hk—1( 2" 20p
Ak—1| 7 T
[H(l),r }_i 2u <+ﬁ(m—2)f"3>'

Der Ausdruck lehrt uns, dass wir den Operator %7”(;;1)f”*2oﬁr umschreiben kénnen
zu

ha(k=1) o K (1), ]

e p = 2 e :

i 2 2\ — (?) Wﬁﬁ—?)

d.h. wir erhalten:

. A 24cfr—1 o p2 iy [F;] (l) ;fﬁfl}
(1), 7 0] == 207 2| _ (1)? (=D0-2) a3
(

Zum Schluss formen wir um:

o 2
20 2u 7 dreg
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Dann erhalten wir durch Einsetzen die Operator-Identitét:

~

N 1 i H(l),m !
[H ), opr} = - +35 ( B (,Z[)2 (5_1)(}6_2)}725_3 )
(@]

~.

S

Mit Hilfe dieser Identitét lassen sich die Erwartungswerte der Momente von 7 iiber
einem Eigenzustand 1, ,,, des Wasserstoffatoms unmittelbar rekursiv bestimmen:

Ak—1 K 7 oak—1
2/@<r oH> nlm+§<{H,r D%lm
h ~
= = 2 P
i 2 e (26— 1) (7 2>¢n,l7m
L K(k—2 Ak—
2 (k= 1) [252 — 10+ )] (7%,
, 25E, <f”_1>wnl
o2 e
= - ] Ry (26 — 1) (7 2>¢n,z,m
K(Kk—2 Ak—
(1) [ 1) (),

Dies ist eine Rekursionsformel zur Berechnung der Erwartungswerte (7"~ '),
des Wasserstoffatoms:
22/@En <f“_1>wn,lym
K2
+47c;50 (QK/ B 1) <Tﬂ >'¢)n,l,m = 0

L

Fir k = 1 folgt

2 1
0=2B+ ()
Admeg \T/

<1> _ _QEn _ iﬁ |€|2 _ ii (16 18)
Ynim < n2R24wey, n2ag ’

,”a\
4meg

also:
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16 Variationsrechnung, die Feynman-Hellmann-Regel und der Virialsatz in der QM

Fir k = 2 folgt

0= 4B, (g, + DI (E)
- Pt gy Pl i ATEQ
also
—1 [R? 1 e2
P = — =l +1)] (= 3 16.19
e = 13 [ O DI(F) w3 s
-1 e 3_l(l+1)
 4E, 47eg n2
1
= [0+
2(}%4‘6‘2) { }
TEQ
_ A0 fq 2
= 5 3n l(l—f—l)}
3 l(l+1)
_ 2 (2
N %"<2 on? >'
Fir k = 3 folgt
h? 13 2
_ ) ol .
0_6E{r%Mm+M2L:zu+mk+ﬁm5gwww
also
1 h? 3 h? e?
2 — —2—111] e 5 16.2
<T >¢n,z,m 6E, u [ [4 (I+1)|+ m 47T805<r>w"’l’m (16.20)
n? h? 3 5
= Tt ot 1)| + 2 [3n2 - 1]
gy 27 10+ D]+ [ i)

2
- %ﬁk—%@+n+wﬁ}
24[5+1—mu+1w'

- %y on?

Offensichtlich ist die Ausdehnung der Orbitale n = 1,23, ... beim Wasserstoffa-
toms proportional zu agn?.

Wir untersuchen jetzt absteigende Werte von k. Fir k = 0 folgt (die Formel
ergibt nur Sinn fiir [ # 0):

h? 1 e? 1
0=""10 1<A> _ <A> . 16.21
l’l’ ( + ) T3 wn,l,m 47T€0 T2 'Lpn,l,m ( )

Wir sehen, dass wir die Serie nicht zu negativen Werten von « fortsetzen koénnen,
ohne den Erwartungswert <Ti2>¢ .zu kennen. Die fehlende Information kann zum

n,l,

244



Gliick mittels der Regel von Feynman-Hellmann gefunden werden! Die Hauptquan-
tenzahl beim Wasserstoffatom lasst sich ndmlich aufgrund der Entartung fiir fest
gewihlten Bahndrehimpuls [ = 0,1,2,3,...,n — 1 schreiben als

n = n.+1+1 (16.22)
n, = 0,1,2,3,...,

d.h. es gilt die Bohrsche Formel:

Eo

Bp=——
2(n, +1+1)

Die Regel von Feynman-Hellmann liefert:
0 Ey < 0 4 >
-k, = ——— H (1)
al nr + l + 1) al "pn,l,m
B (l +1) 1
- P2 dmeg? .
- < 220 + 1>
¢n I,m
1 1
- Z(1+5){(5)
l’l’ ( 2 wn lm

Wir erhalten so

(#... = IO,
P i U5 (e 1+ 1)
1 1 1
adl+ 3 n®

Einsetzen in Gl. (16.21) liefert jetzt sofort:

I £ 0
()., = Wiy ()
f.3 "/}n,l,m B h2 47T€0 l(l+1) f2 wn,l,m

1 1 1

ag 11 +1) (1+ 1) n°

Die Erwartungswerte

(), = [ @) ) e
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16 Variationsrechnung, die Feynman-Hellmann-Regel und der Virialsatz in der QM

konnen nach dem Gesagten fiir alle K € Z bestimmt werden, u.z. ohne die kom-
plizierten Formeln fiir die Eigenfunktionen 1, ;(r’") des Wasserstoffatoms explizit
einzusetzen und die entsprechenden Integrale direkt zu berechnen!

Die folgende Tabelle listet einige fiir die Anwendungen wichtige Erwartungswerte

<7§H_ ! > 'Lpn,l,'m an

Erwartungswert explizite Formel
23 1(+1)

< >¢n,l,m aogn [5 — Yoz }

72 9 4[5 , 1-31(+1)

{ >¢n,z,m agn [5 +—2 }
(#) 1,

T "pn lym ag n2
(#) I

72 Yn,lm az n3 H_%

L 11 1 .
<f3>wn,l,m ag n3 1(1+1)(1+3) [>0
<i> 11 3n2 (141} 150

ATYES a5 7% 2(143) e+ ) (143 )i(1-3)
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17 Kopplung von Drehimpulsen in
der Quantenmechanik mit
Anwendungen

Wir betrachten ein physikalisches System S, das wir in zwei komplementare Un-
tersysteme S; und S;; mit Drehimpulsquantenzahl j; und j;; bzgl. der gleichen
Drehachse zerlegen. Dann stellt sich insbesondere die Frage, welchen Wertevorrat
die Drehimpulsquantenzahl j des Gesamt-Drehimpulsoperators

o= R+ T+ T
{ Jus Ab} = iheapede
a,b € {x,y,z}
ja = jf,a @Iip+1;® jH,a
besitzt, wenn die Werte fiir j; und j;; fest gewéhlt sind. Die Antwort j = j;+ 77 ist
zwar korrekt, aber sie beschreibt, wie wir jetzt zeigen werden, nicht den allgemeinen

Fall.
Da fiir jedes der beiden disjunkten Subsysteme Sy gilt

A e {LID

o= R+ JR, R
[jA,aajA,b} = ihegped e

a,b € {x,y,z},

existiert gemafl der Resultate von Kapitel 13 fiir jede vorgegebene Drehimpuls-

quantenzahl jy € {0,3,1,3,2,...} des Subsystems S, ein Multiplett von diskre-

ten Eigenzusténden 1j, ,,,, die einen (25, + 1)-dimensionalen Hilbert-Raum H,;,
aufspannen:

¢jA7mA S HJA
JiijumA = thA (jA + 1) ijva
Jsz¢jAumA = hmqu)jmm/\
Jras = JaaEiday
Insljymy = h\/jA (Ja +1) —ma (ma £ 1), my1-
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17 Kopplung von Drehimpulsen in der QM mit Anwendungen

Der Wertevorrat der Eigenwerte m, ist auf das Intervall —j, < my < ja einge-
schrankt:

my € {_jAa _jA + 17 _.jA + 27 s 7jA - 17jA} .
Die Tensorprodukte v, ,,,, ®;,, m,, bilden eine orthonormierte vollstandige Basis
im Hilbertraum H;, ;,, = H;, @ H;,,:

JII

z Z [wjlyml ® wj[bmll] [¢j[7ml ® ,lvbjn,mn] i ® i 11

mr=—jr mrr=—jirI

<¢j1,m1 ® wj[lﬂ”l[’ wj[vm/] ® wjll,m/11>
= <¢j[7m17 wjhm/1> <1/]j117m11’ ¢j117m'”> = 6m1,m’15m11,m}1'

Fiir ein abgeschlossenes isotropes Sytem S = S; U Sy, SN Sy = 0 wird der
Hamilton-Operator H des Systems in der Regel mit allen drei kartesischen Kom-
ponenten des Gesamt-Drehimpulsoperators J, vertauschen, Jedoch nicht mit den
Komponenten der individuellen Drehimpulsoperatoren J 1.a® 1;7und 1;@ J 1., die
voneinander unabhangig in den betreffenden Untersystemen S; bzw. Sj; operieren:

A

Jra®1m1r® j[[,b} =0
a,b € {x,y,z}.
Man tiberzeugt sich leicht davon, dass die drei kartesischen Komponenten J, des

Gesamt-Drehimpulsoperators sowohl mit J? als auch mit den Quadraten j? Q1
und 1; ® J}; vertauschen:

(jj,a lp+1;® lea) °© (j12 ® 111)
[ja, j12 ® in} =
— (JA? ® L]) o (JA[,a ® 111 + 11 & jH,a)

(jl,a o j%) & (i[[ O i[]) -+ (iI o j]2> ® (jII,a o iII)

- (j12 o Jr a) (iH ° i11) - ( A12 ° il) & (in o jH,a)
w0 Ji—JioJra) ®in+0
JI] ® 1
® 1

(71
[Jre
)
0
{ J1a® 111+11®Jlla) ° (il®j121>

11®JH (j]7a®ill+1[®jll,a>
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- jfﬂa ® jIzI +1r@ (jH,a © j121 - j121 © jH,a) - j[,a ® j121
= 1;® [jll,a ajIQI}
1, @0

e

Dann kommutiert auch der Operator JE mit JAI2 ® 177 und 1; ® J?I :

Jeln 2] = (el d]odit o [J@ln J) =0
[il ® jIQI, jﬂ = {11 ® jlzb ja:| o Jy+Jyo0 ﬁ[ ® jIQI, ja} = 0.
Somit ist gezeigt:
Bl = [Beln 2ty =0
[L ® JZ, jﬂ = [L ® JH, J2+ T2+ Jf} =0.

Da die vier hermiteschen Operatoren J2, .J., J2®1;; und 1;®J% nun alle miteinan-
der kommutieren, kénnen sie auch simultan diagonalisiert werden, d.h. geméaf§ der
Uberlegungen von Kapitel 12 existiert ein vollstindiger Satz von Eigenzustéinden
Viiimim € Hj, ® Hj,, mit der Eigenschaft:
JZ\Ij(jIjzz)jm = h2](3 + 1)\11(j1j11)jm
LY Girjig)jm
(J7 @ 10) Uionim = B23rGi+ D ¥G5005m
(if ® JIQI) \Ij(jlju)jm = h2jff(jff + 1)\Ij(j1j11)jm'
Dieses System der Eigenfunktionen W ;,);m bildet ebenfalls ein orthonormiertes
Basissystem fiir den Hilbert-Raum H;, ® H;,, des Gesamtsystems:

1 o A
Z\Ij(jljn)jm\p(jljll)jm = Lieln

j?m

= W 0)m

<‘1’(mn>a‘ma ‘I’(jmn>j'm'> = 03 Omm’-
Wir konnen daher jeden der Eigenzusténde W ;,,)m als Linearkombination der
Produktzusténde ¥;, n,, ® ¥j,,.m,, darstellen:

Jr Jir
\Ij(jIjH)jm = Z ‘ Z ‘ C%Ij%f[mwjbml & 77Z)j11,m11‘
mr=—jr mir=—jrr
Umgekehrt gilt:
Jit+irr J - n
¢j17m1 ® ¢j117m11 = Z Z {O%%ﬁ,m} \I](jljll)jm'

Jj=ljr—jrr| m=—j
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17 Kopplung von Drehimpulsen in der QM mit Anwendungen

Die (noch zu bestimmenden!) Entwicklungskoeffizienten

JI1JI11) — . . . .
Cmfmnm = <w317m1 ®w311,m117\1j(ﬂ]11)3m>

T
{Cﬁf{ﬁr[bim} - <‘I}(j1j11)jm7 wjhml ® ¢j117m11>

heilen Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Sie sind dann und nur dann ungleich
Null, wenn gilt

m = mp+mys

g € {lgr—dul,lgr—gul + 1, jr+ju}.

Der erste Teil der Behauptung ist leicht einzusehen:

CZ)’{I]%?IWL = <¢)J1 m; @ 77Z}]II mrrs ‘] \IJ (41jr1)i >
< ijbml ® w]117m117 \Ij(jfju)jm>
mr + mU) <2/Jj1 mr @ wju,muv \Il(jfjn)jm>

my +myr) CRnd

(
(
Demnach gilt

JII

L. . — J1J11J i A
\IJ(]”H)]m - Z Z 57” mI‘l‘mIICm]mHmeI,mI ® w][[»mll'

mr=—jr mrr=—jirI

Offensichtlich ist der Produktzustand wj g & z/Jj 11.my; Simultaner Eigenzustand
der kommutierenden Operatoren JZ, J? T ® 1;yund 1; ® J? e

szjf,mz ® ¢j11,m11 = h (mf + mU) wj[:ml ® wju,mu
(‘]12 ® 1[]) ¢jlvm1 ® wj[hmll = h2j1<j1 + 1>¢j17m1 ® wjlhmll
(il ® jl2[) wj[yml ® ij,mH = hsz(jH + 1)wj1,m1 ® ij,mH'

Der Zustand 1, n, ® ¥, m,, ist im allgemeinen aber kein BEigenzustand von J2.
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Um dies einzusehen formen wir um:

J? = Z (jLa @1lp+1;® j[[,a) (jl,a @1lp+1;® jJLa)
ae{z,y,z}
Zae{z,y,z} (jlg,a ® 111 + 11 ® j?[,a)
—|—2j1,z ® j][,z

et 1) © (T — )

+ (jj,x - Zjl,y) ® (jnvx + ij[l’y)
j12®111+11®j12[

= +2j1,z ® j]l,z

+j1,+ ® jH,— + j[,— X jH,+
Es folgt:
T*Pjrmy ® Vigramsy
= (jlz @lp+1r® j121 + 2j[,z ® j]I,z + j1,+ ® jH,— + j[,_ ® jH,+>
X Vjrmy @ Vjgpmp
= 12 [j1ir + 1)+ Jarlns + 1) + 2] Gy i

+ \/j[(j[ + 1) —my(mr + 1)\/j11(jn +1) —myr(my — 1)
X wj17m1+1 ® wjn,mnfl

+ \/j[(]] + 1) — m[(m[ — 1)\/j]](j[] + 1) — mH(mH + 1)

X wjhml—l ® ij,mU-l-l}'

Die rechte Seite der Gleichung ist eine Linearkombination der Basiszusténde 1, ,,, ®
¢j111m11 sowie wjj,mz-ﬂ-l & l/JjILmII—l und ¢j1,m1—1 ® ¢j11,m11+1' Also ist ein Produkt-
zustand 1, m, © U, m;, i.a. kein Eigenzustand von .J2.

Es gibt aber eine Ausnahme, den Spezialfall m; = j; und m;; = j;;. Der
betreffende Produktzustand v, ;, ®1;,, ;,, ist in der Tat simultaner Eigenzustand
von J2 und J, mit entsprechenden Drehimpulsquantenzahlen j = j; + j;; = m:

jijI:jI ® wju,ju = h2 [JI(]I + 1) _'_jH(jH + 1) + 2j1jH] wj[vj[ ® wj]hjn
= hQ (]I +jH) (]l +jII + 1) ¢jz7jl ® wjn,jn'
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17 Kopplung von Drehimpulsen in der QM mit Anwendungen

Man sieht leicht ein, dass der spezielle Produktzustand v;, ;, ® v, ;,, durch den
Aufsteige-Operator
j+ = j],+ ip+1re® jH,+
vernichtet wird: A
J+irg0 @ Yjyp g = 0.
Somit ist ein gemeinsamer Eigenzustand der Operatoren J2 I, jIQ ® 1;; und
1;® J?I zum grofftmoglichen Wert der Quantenzahlen j und m gegeben zu

J = Jrtju=m
\I;(jIjII)jI+j117jI+j11 = wj]aj[ ® wj[hjn'

Die tibrigen Mitglieder W ;,;,,);m des zugehorigen Multipletts werden (in Analogie
zu den Uberlegungen von Kapitel 13) durch wiederholtes Anwenden des Absteige-
Operators

A

J_ = j],f @i+ jn,f

generiert:

m € {—j,—j+1,...,5—1,j}.

Entsprechend ist der Drehimpuls-Eigenzustand W, ;,,);—1 des Multipletts mit
dem zweitgriofsten Wert fiir die Quantenzahl m gegeben zu:

1 j—m (]+m)‘ A \J—m
Yiirjrim = <h> \IWU—) Y irjrnii (17.1)

J=Jr+ju
m=7j—1

O O /b i) L S
(Jrdr1)di—1 7 (2j1+2j11)! — ¥ (jrirn)ij

1 | 1 A N N A
=7 251+ 2 (JI,— @lr+1r® JH,—) Yirir @ Vi

h\/][ (]1 + 1) - jI (]1 - 1)¢j[7j1_1 ® wjn,jn

- 1 1
A (Jr + Jrr) — —
i firr Grr + 1) = iz (rr = Dy @ Vigr o1
J1 JI1
= mwﬁaﬁ—l ® ¢j11,jH + mwjlvjl ® ¢j117j11—1'

Dieser Zustand ist nun orthogonal zum Zustand

Jir [ Jr
q)(jljll) = jI _i_jnqﬁjl,jlfl ® wju,jn - jI + jH w]’hj] ® ij,jH*lv
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was wir jetzt zeigen wollen:
J o= Jrt+ju
<q)(j1j11)7 V(i) '7j—1>
_ <( \/ ]Ij_f-r;”wﬂdl 1® ¢j117911 ) ( \/ inﬁ/A&leI—l ® wju,jn )>

I_,_Jijz,jI ® w]u,]n 1 +\/ jl{‘,{;][wjl»jl ® wj]hjn*l
Virrjr Vi
(M - M) <1/}j1,j1717 wj[,j1*1> <wj117j117 wj117j11>

Jr+irr JI+jir

+]1]JZ11 <77Z}j17j1—1’ 77Z}j1:j1> <¢j117j11’ 77Z)jhr7]ﬂ—1>

=0
_jliljn <wj1,j17 ¢j11j1—1> <1/Jj117j11—17 ¢j111j11>
=0
= 0.
Ferner gilt
JJFq)(jIjH)
- (jl,—l- X iH + i1' & jH,-‘—) ( w]u]] 1 ® w]IIJII
JI +]
i1 +] 1/]11,11 ®¢Ju,]11 1)

\/ T \/.71 Ur+1) = 0r =1

I
>t

Virgr © Yirrir
\/]Iﬂn \/jn U+ 1) = (G = 1) ju

291171 \/ 291j11 )
=h : — /- : Qi
(\/]1 +in it in Virgr @ Yirp i

=0,
und weiter:
VR TR
= (jf,z ip+1;® jILz) ( i ﬁlju Virir—1 @ Vg s

]I"‘] 77Z)]I7JI wj[[7j11_1>
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17 Kopplung von Drehimpulsen in der QM mit Anwendungen

:h(j1_1+j11) i +] w]l]] 1®¢J11]11
—h(gr+Jrir — 1) ———j5 @Y 1
( ) i + in JI,J1 JII,Jrr—
=h (]I + jU - 1) ( . jH- wjl,jl—l ® ,lvz)jn,jn - 1 ¢j17j1 ® wj[hju—l)
Jr+Jir +JIr

=h(jr+jir — 1) P

JQ(I) (41drr)
J®1]I+]—I®J]]+2J1z®<]llz J
_ ! +JI+ ® JH, ( \/ jl.ﬁnwﬂ Jr—1 ®¢JII WJIT )
_|_J ® JH+ 1+JH w]l gr @ wyu Jrr—1
Jir . o . .
=n’ i [(]1(]1 + 1)+ (G + 1) + 201 — D)drr) Y gi—1 @ iy iy

+ \/jI(JI +1) = (jr — 1)j1\/jll(jn +1) = Ju(Grr = Dy, ® %‘H,m—l]
2 | JI

Jr+il

+ \/jl(jf +1) = ji(jr = 1)\/1[!(1]! +1) = (U = Dy -1 @ %'u,ju]

{(]](]I + 1) + jll(jll + 1) + 2j1<j11 - 1)) djj]:j] ® wju,jufl

=R i fju [(]1(]1 + 1) + g + 1) + 2051 — 1)Ji1) ip5i-1 © i

+ \/ 2jl \/2]7¢j17j1 ® wj[]7jll_1:|

— h2 j[ +IjII [(]1(][ + 1) +]H(]H + 1) + 231(311 - 1)) wj[vjl ® ¢j1[7j11_1

+ \/lemwjhjl_l ® ij,J'H}

=1’ [jI(JI + 1) + (s + 1) + 21 ( 7 +J —Viri—1 ® Yjrin

Virir ® ¥; 1>
I + ] JI,J1 JIn,Jrr—

JII

— 21 l\/; \/7\/313111 wﬂl Jr—1 ®wju JI1
Jrr . Jr .

+ 2K P — ) it @ Wi —
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= I? [jl(jl + 1)+ +1) + 2j1j11} < = Viri1 @ Yy

it

- i1 + i wJIJI wju,jnl>

']7

Jr+Jm
JI

Jr+Jji

= 12[j1(ir + 1) + Gur(Gar + 1) + 2jrdor — 2(j11 +41)]

— 2h2 (]H + ]I)w]h]] 1 ® w][]y]][

+ 212

(jl + j11)¢j17jz ® wj[hj[l—l

. Jr+Jjir Jr "‘ Jir
=G — 1) + i — 1) + 2.71]11}@(3‘”',1)
= W2(jr + jrr — D01 + 3 @)

= 12j(j + 1)@ (., wobei j = jr + jir — 1.

(
JIr
( w][;][ 1® w]][;][] - ¢]17J1 ¢j117j11_1>

Damit ist gezeigt, dass der Zustand

‘Il(jIjII)jI"FjII_l Jrirr—1 = (I)(jIjII)

- ir +] 1/)11 jr—1® w]ll Jrr i ‘|‘] wJIJI wj[[:jll_l

ein BEigenzustand zu J2 und .J, mit einer um Eins kleineren Quantenzahl j = j; +
Jrr—1und mit Quantenzahl m = j = j;+j;—1ist. Die Mitglieder zu diesem neuen
Multiplett werden wieder wie in Gleichung (17.1) durch wiederholtes Anwenden des
Absteige-Operators J_ konstruiert. Das beschriebene Verfahren, J_ einmal auf den
Eckzustand anwenden und den dazu orthogonalen Zustand zu suchen, ldsst sich
so lange wiederholen, bis das Verfahren schliellich beim kleinsten méglichen Wert
J = |jr — jrr| abbricht: Es bezeichne OR die Operation des Orthogonalisierens.
Dann finden wir folgende graphische Darstellung des Vorgangs:
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17 Kopplung von Drehimpulsen in der QM mit Anwendungen

le(jIjU)ijjH,jﬂer

J- |
\Il(jljn)jlj-j]bjz-i-jn—l \I[(jljn)jf-i-jg—17j1+j11—1

J_ ] J_l
Viirirnirtirnirtinr—2 9% YGrmirtin—virtin-2 9% Y(rimirtin-2drtin -2

: J_ | J_ |

J- 1 \IJ(jIjII)jI‘i‘jII_17jl+j11_3 \Ij(jIjII)jI‘f‘jll_27.7[+j11_3

J_ | J_ | J_ |
qj(jlj[[)jl"!‘j[h‘(j["‘j]l) \Ij(jlju)j1+ju—1,—(j1+j11—1) \Ij(jljn)j1+j11—2,—(j1+j11—2)

Insgesamt gibt es (2j; 4+ 1) (2757 + 1) verschiedene Produktzustéinde ¢, ,,, ®
¥}, ;.m;, 20 konstant gewahlten Drehimpulsquantenzahlen j; und j;;. Die Entartung
eines Eigenzustands W(; ;;,);m ist gleich der Anzahl der Paare (my,m;;), welche
die Nebenbedingung m = m; + my; erfillen.

Es gibt einen eleganten Weg, den Wertevorrat der Quantenzahlen j zum Ge-
samtdrehimpuls J, fiir konstant gewihlte Werte j; und j;; zu bestimmen. Dazu
betrachten wir die Spur

tr [exp (;gojzﬂ = ftr {exp (;gp (jz,z @ip+1r® jH,Z>>}
= tr {exp (;Spjl,z> @ exp (;@jll,z>:|

= try {GXP <280j1 z>:| g [GXP <Z<lel zﬂ .
h™ h ’
Nun bilden fiir —j; < m; < j; die Zusténde 1j, ,,, ein vollsténdiges orthonormier-
tes Basissystem im Unterraum H;, d.h. es folgt:

i . JI i .
try [GXP (hSOJI,z)] = Z <¢j1,m[7 €xXp <h(p‘]172> ¢j17m1>
mi=—jr
Jr
- Z <¢j1,m1; exXp (Zmﬂp) ¢j1,m1>
mr=—jr
Jr
— Z eimﬂ/’
mr=—jr
etlir+le _ o—ijre
e —1
sin K]] + %) QO}

sin (%gp) 7
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und entsprechend:

oo )] - L]

Jetzt unter der Annahme j;; < j;:

()
= try [exp <;igoj17z>] -tryrr [exp (;wjn,zﬂ
sin {(jf + %) 90} sin an + %) 90}
sin (%@) sin (2‘9)
cos [(jr — jrr) @] — cos [(jr + jrr — 1) ¢]

2[sin (1))

_ N eonie) —eos[lj + 1)l
G=jr—jrr 2 [sm (;tp
_ e () =)o e[+ ) )
i=irin 2 [sin ()]
cos | (j+ 2 +sin |(j + %) ¢|sin (2
B inJjH { — cos{ j(j +2§)(p90] COS<E;Z) + sm[ %] —|—2§)(p}0] sin(z
j=ir—im 2 [Sin (%@)} ’
B Jitirr 2sin [ 7+ %) gp} sin <§g0)
G=jr—i11 2 [sin (%cp) ?

Jr+jir sm[ ] +% s0:|

J=Jr—Jjir sin (;@)
Jrtjir j '

S oy
Jj=Jjr—jir m=—j
Jr+jrr j

= Z Z < (Grirr)ims €XP <h<,0J ) w JIJII)j’m>

J=jr—jir m=—

- wloies)]




17 Kopplung von Drehimpulsen in der QM mit Anwendungen

Somit ist manifest:
Jrtirr ] Jr ) Jrr )
s e [ $5 ame) [ §5 )
j=ljr—=jrr| m=—j mr=—jr mrr=—jrr

Insbesondere zeigen unsere Uberlegungen, dass der Wertevorrat der Quantenzahl
j fur fest gewahlte Drehimpuls-Quantenzahlen j; und j;; nach unten und nach
oben begrenzt ist:

3 € {ldr —Juls ldr — ol + 1, ..o dr + Jir — 1, g1 + jir} -
Dies ist die sog. Dreiecksregel. Im Grenzfall ¢ — 0 ergibt sich jetzt:

£ 5e(£)(5)

J=lir—jrrl m=—j mr=—jr mir=—Jjrr1
also: o
Jr+ijrr
2 +1) =2 +1)(2in+1).
J=lir—7rrl

Nach dem Gesagten gilt fiir die Clebsch-Gordan-Koeffizienten
Wit = 0
far j & {ljr — juel |jr — el + 1,00 g1+ Jir — 1,0 + i}
oder m # my+ mys.

Aufgrund der Orthonormalitat und Vollstandigkeit der Eigenzustande W, ;;,)j.m
fir j € {ljr — jurl s lgr — gl + 1, dr + i — 1,1 + jir} und —j <m < j sind
die Clebsch-Gordan- Koefﬁmenten Cjrttd - bei geeigneter Wahl der Phase der Ba-
sisfunktionen ¥j, ,, ® ©¥j,;.m,, nichts anderes als die Elemente

A — (1iing
{C} Jjmymrmrr C”{I%Hm
einer reellen, orthogonalen Matrix C' der Dimension [(2j; 4+ 1)(2jr + 1)] % [(2j; +
1)(2jrr + 1)], die im Hilbert-Raum #;, ;,, = H;, ® H;,, den Basiswechsel von den
(2jr + 1)(24r1 + 1) Produktzustanden ), ;m, @ ¥j,,m;; 20 den (257 + 1)(2j7 + 1)
Eigenzustanden W ;,;,,)j.m von J? und J, beschreibt:

A A

ColJiolT = Co(Jra®@in+11®J1a)0CT

]1+JII O 6
j(gjl-l-jll—l) (j
0 ... Jlirin)
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Die Matrizen J; o, Jir.q bzw. JUr+in) sind bereits in Kapitel 13 als spezielle Ma-
trixelemente des Drehimpuls-Operators eingefithrt worden. Das Indexpaar (j,m)
nummeriert dabei die Zeilen, das Indexpaar (mj, m;;) die Spalten der Matrix C"

A J1J11J
[C}jm;mmn Ciriud (17.2)
(j,m) : j:jl+jlla---v|jl_jll|; m=j,j—1,...,—J
(mp,mpr) © mp=jgn,j—1,....,=j3r; mur=ju,jir—1,...,—Jjmu-

Aus der Orthogonalitat und der Vollstandigkeit der Zustande 1, m, ®Vj,,.m,;; bzw.
der Zustédnde W;,;,,;m folgt sofort:

Ji1jirj Jrjirj _
Z lemumcm}m}[m — 6m1,m} 5m11,m’n (173)
J,m
J1jrrj Jrirry’ _ N
Z Cm[mnmcmlmnm’ - 6],]/5771,771/'

mr,mrr

Es besteht dabei die Symmetrie:

G, = (prmIen (17.4)
Cis,, = -y o
C%f{rﬁzm = (_)j11+m11 22?—{—1 Cilfn];;mml'
V 2jr +1
Insbesondere gilt:
Comtmy = 1 (17.5)
Cltfttyg = ()

V2T

Wir erinnern an die Resultate von Kapitel 13, wo wir das Transformationsver-
halten von Zustdnden im Hilbert-Raum unter Drehungen R = R («,n) um eine
Achse n mit Drehwinkel o durch die folgenden unitidren Operatoren beschrieben
hatten:

A 1 s N A

D[R (a,n)] = exp {'fza (nxe + nyJy + nZJZ)} . (17.6)
i

Ein Eigenzustand W;,;;,)jm von J? und J, besitzt demnach das Transformations-

verhalten:

J )
Uiimim — DR@n)]Yi0m= Y. DY IR mm (17.7)
m/=—j

D,,(,,‘Z)’m [R] - <\Ij(j]j11)j,m/7 D [R (O{, n)] \II(JIJII)jvm> :
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17 Kopplung von Drehimpulsen in der QM mit Anwendungen

Fiir die Darstellungsmatrizen Dﬁﬁ)m [R] = ng?m [R (o, n)] gelten die folgenden
Orthogonalitatsrelationen:

rda o (A7) i on
[ dSw [ Ssin <2>Drg§7m R (o' )| DU R (of 1))

N N S I (17.8)

= 2]'1_'_1 JIJ11 M, My p 2 my,myp

Hier bezeichnet d€2, ein differentielles Flachenelement am Punkt n’ auf der Ein-
heitskugel n? + ni +mn? =1, also fiir eine Parametrisierung von n’ mit Kugelkoor-
dinaten, n/, = cos ¢’ sin?’, n), = sin¢’sin?’, n,, = cos?’, ist dQy = dp'dd’ sin?’,
wobei 0 < ¢ <27, 0 < <.

Nach dem Gesagten transformieren sich jetzt die Eigenzustande v;, ,,, von J3
und Jy . fir A € {I, [T} wie folgt:

%m—+ﬁm@mwwfzz'%mA1%m

D[R] = Mwﬂm@mwmy
Nun gilt A A A
Jo=J1a @11+ 11 @ Jr14
und somit:
~ r1 ~ ~ A
D[R (a,n)] = exp |-« ( Jp +nydy + nzjz)}
Lih
1 a A R n
= exp Z Ng (J[,a®1[]+1[®(][[7a)
zﬁ
ac{z,y,z}
1 A 1 N
= exp h Z NaJ1a| @ €exp %Oé Z NaJI1,a
t a€{zr,y,z} L a€{zy,z}

= D [R (a,n)] ® Dy R (ca,m)].
Dies impliziert
D[R (o, )] ¥j,m, @ wju mis (17.9)
= (251 R (o,n)] @ Dy [R ) (Yjrmr ® Yjyrmr)
= (D[R (a,0)] dyyn,) © (Drr [R (0r.1)] 61y )

i1 )
= ( Z DmImI 1/}J1m1> ( Z D%Z?mn [R]¢j117m}1)

=—JI1

Jr Jir

_ (J
- Z Z ,Dnil ST [R] ,Dnjzz myy [ ]2/}31 m/ ®¢]II mi-

A s —
my=—JI m[[ —JIr
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Andererseits ist

Jrtiir j
. . _ J1jrirj . .
¢]1,m1 ® wj[[umfl - Z Z lemnm (drjrr)im

J=ljr—grrl m=-j

und es folgt

25 [R (Oz, n)] ¢j17m1 ® wj[hmn
Jr+irr J .
= Z Z C%?#Lﬁ]m’D [R (057 Il)] \Ij(jljn)jm
J=lir—jrrl m=—J
Jit+irr J J )
- Z Z C%?%?;m Z Dﬂi’,m [R] \Ij(jljn)ﬁm/
J=ljr—jgrr| m=-j m/=—j
Jrtirr J ) Jrr
_ J
- Z Z C’I']T{?’{T"Ilf]m Z Dm’, Z Z C%Jiéj m’ w][vmj ® ’l/}JIIymII
J=lir— JH\ m=—j m/=—j mi=—jr mh =—jrr
& Girr)
JIr
Z Z DmI,mI [R] Dm’H,m” [R] wj[vm,] ®wj[[7ml11'

m]:_]l m[[:_JII

Es folgt die sog. Clebsch-Gordan-Reihe:

Jr+irr J
_ JIJrrd
= X > Gl Z D). [RICod
J=lir—drrlm=-J m/=—j
Jrtirn

— Jrjirj (4) JIJUJ
- Z Z 5m1+m117 Om;mum Z Dm’,m [ 5m/ +mII’ C(7n mHm
m/=—j

J=ljr—grrl m=—j

Jr+irr )
_ Jrirrg Jrjrrj J
- ' Z |lemll,ml‘i‘mllCmImH,mIerHDm’1+m’11,m1+m” [R] :
J=I1—JI11

Das ist unter Verwendung der Relationen Gl. (17.3) gleichbedeutend mit

O o JI ’D(JU }

’Zﬁ(][-i-ﬂ[) 0 0
ﬁ ﬁ(jl-l-jn—l) ﬁ
0 o ... Pliin

B J'I-é-gn ’ﬁ(j)

J=ljr—jrr|
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17 Kopplung von Drehimpulsen in der QM mit Anwendungen

Demnach kann das Tensorprodukt der Hilbert-Réaume H;, und H;,, in eine direkte
Summe von zueinander orthogonalen Raumen H; zerlegt werden, die samtlich
fir sich genommen invariant unter Drehungen R (a,n) bzgl. ein und derselben
Drehachse n sind:
Jr+irr
Hjl:j[[ = Hjl ® Hju = d Hj = /H\jl—jnl ©--- D Hjl-i-jn' (17‘11)

J=lir—jrrl

Wir geben noch eine niitzliche Formel fiir das Integral eines Produkts von drei
Darstellungsmatrizen an:

mda |, (o
/dQn//O 5 sin <2> (17.12)

x (DS} [R (0]} DI R (o, )] DY, [R (o, 0)]
— 27 Jrjrg. vrired
2j 4 1 mymym T mamrm

1 3
i1, 711, 7 0,=-,1,=-.2. ...
JJ,JH,JE{ g g }

ge{ljr—Jul,lgr—dul +1,. .51+ ju}

17.1 Explizite Formel fiir
Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Man kann eine explizite Formel fiir die Clebsch-Gordan-Koeffizienten herleiten.
Dazu betrachten wir fir 7 € {|j; — jiul, ljr — jur| + 1, .-, jr + jir} die Zusténde
mit maximaler Quantenzahl m = j:

\Il(jbjn)jﬂj = Z C%’jgilﬂ/}jnm} & wju,m}[a

1
/ /
ml,mH

! g
mytmy =]

© = S Wi
= (JI,+ 1lr+1;® JH,+) > C%f%iﬂ%[,m} ® Wjrm,

’ /
mpMyr

\/jl(jl + 1) - mll(mll + 1)¢j1,m}+1 ® wj[hmlu

T Z Ciriig

i ! -
mpmyrd

MM +\/j11 (Jrr + 1) = mip (i + Db mg @ Wy, +1
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17.1 Explizite Formel fiir Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Es folgt
0= <¢j1,m1 ® ¢j117m117 J+\D(j1,j11)j,j>
—n 3 ot WG+ 1) = miGmy £ 1)

I

mpmly
X <w]'17m1 ® Vjymirs Z/}jl,m}-l—l ® wjnym}[>

+\/j11(j11 + 1) - m/H(m/H + 1) <wj17m1 ® ij,mH?ij,m'I ® ¢j117m’11+1>

— 1 5t i+ 1) = ]+ Db 10,

! !
mpMyr

+\/ Jrr(rr + 1) = mi(mir + 1)y mt Oyt 11
= eI G+ 1) = (my = 1) my
+ RO in G+ 1) — (mar — 1) mar.

Die ist eine zweigliedrige Rekursionsrelation fiir den speziellen Clebsch-Gordan

Koeffizienten C;;7"7 . mit der Losung:

e+ mn)t (o +man)!
(jr —mn)! (Grr — mur)!

Jrjirj _ ) Jr—my
thﬂlu,j — Ymp+tmyr,) <_1) \l

Die Konstante ¢ ist unabhangig von m; und my;:

% — _ jII(jII+1)_(m[[_1)mII
?Jﬁri%jn—l,j jl(jl + 1) - (m[ — 1) mr

5 .(_1)j1_m1+1 (rtm=DWGrr+mn)t
mr—ltmir.j Gr—mr+D)'Grr—mrr)!

S ) (_1)j1—m1 Gr+m)Grrtmir =" c
mr+mrr—1,j (j]—ml)!(jjj—mjj+l)!

(jr+my — DG +m)! (Gr — mp)! (G — myr + 1)!
(jr —mr+ VG — men)! Gr + mo)! (Jrr + myr — 1)!

(Grr +mur) (Jrr —mir+ 1)
(jr—mr+1)  (jr+my)

(Grr +myr) (Grr —mur + 1)
(jr —mr +1) (jr +my)

Jrr(jrr +1) — (myr — 1) myg
Jr(jr +1) = (myp—1)m;
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17 Kopplung von Drehimpulsen in der QM mit Anwendungen

Die Konstante c lasst sich leicht aus der Normierungsbedingung bestimmen:

U= (Y5055 Yorimii)

_ Jrjrrj . ) JI]H J o )
- < Z Cm”m” ]¢317m/1, ® 1/)311,7”/1/1’ Z Cm m/ ]¢]1,m’1 ® ¢Jll,mln>

I i
TI ’mII lmI"T‘II
mi+my;=j mptmp =g

. Jijn g A , . .
- Z Z Cm”m” ]Cm m/j <w]1,m’1’ ® w]lbml;[? ¢]I7m} ® ¢]111m}1>

" 17 ! !
TI WILIU /mIvT’}H
myp+my =) mptmyp=j
_ J1JI11J ]I]II]
p— 17 ! 17 !
S O I bttt Oy,
" 17 ! !
IT/”I W/L/H f”[v”}n
mp+my =) mpt+mp=j

_ Z [CJIJII] } 2
mym’

ml,m;
mytmi,=j
Also folgt:
2
_ Jrirrj
L= |ondl

! !
/m‘I’WILII
mptmp=j

-y (e +mp)! (o +mip)! -

it (jr —mp)! (Jrr — mfp)!

mp+mh=j
G+ir+iu+D)V G+ —30)' G+ G — 31)! 2
(27 + D)V (g1 + Jir — 7)!

Damit ist die Konstante ¢ bestimmt:
- (27 + D)V (gr + Jir — 7)!
G+ir+ i+ G+ =3 (G + Jir — )b
Es folgt das Resultat:

Ui

_ jremy | Ur +mp) (G +myg)!
- 5m1+m11,j <_1) T N | - C

(JI mf)- (]H mu)-

-5 (—1)im (Jr +mp) (G +myp)!

e (G = mp)t (Grr — mar)!

% (27 + D)V (gr + Jir — 3)!
(G+gr+du+D) G+ =3V (G + Jir — Jr)!

264



17.1 Explizite Formel fiir Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Spezialfall:

C«l,j,j _ (_1)1—]

0,5,

MG +)! 2/ + DA +5—J)!
MG =DNCG+HT+7+DIG+HT =) +5 - 1)
(2

)25+ 1)
(25 +2)1(2j — 1)!

= (=)' \/]‘7:

Desweiteren folgt nun firm € {j,7 — 1,..., —7} aus der definierenden Gleichung
\D(jhju)]}m = Z Cﬁ’?%émwﬁvm} ® ¢j117m}1
ml,m;

m’I +m’H =m
die Relation

C%?%?rm - <¢j1,m1 ® ¢j11,m117 \I/(j17j11)j7m>
1\i—m (j + m)! A N\Jj—m
e w m ®w m ’(> —_ J, \I] .. i §
< Jr,mr Jrrsmir A (2])!(j _ m)| ( ) (Jrirn)dg

N (1>jm \ @g@ il)ril)!

h
A ~ N A j—m
X (‘]L-i- @1y +1r® JUH—) I/leumf ® wjlhmlﬂ \II(jIjII)jvj :

h

Da die Operatoren J I,+®i ;7 und 1 [®j 11+ vertauschen diirfen wir den Binomialsatz
anwenden:

(jI’Jr © LI + 11 ® jH’+)j_m - j_zm (j ;m> (jl,+ ® iﬂ)n (11 & j]l,+)j_m_n .
n=0

Es ergibt sich hieraus die folgende Darstellung

C’jljnj
mrmyrrm

-G J <2§‘>j!a T)}L)! f <j ;m>

X <<j}l7+/l/}j1,m1) ® (J;I_,T_nd]ju,mn) 7\Il(j1j11)j,j>

265



17 Kopplung von Drehimpulsen in der QM mit Anwendungen

N GEm) ST —m

- ) e s ()
X <(j}t+1/}j17ml> ® ( ;]:-n nT%;,mu) 7w]1,m1 2 wﬂlvmu>
N G+m)t KR -m

- () e s ()

jIJIIJ ™n j—m—n
X Z Cm mhj <(JI,+wj17m1> (JII+ wjlhmn) 71/}j1,m'1 ® wj117m}1>

! !
anv”l‘u )
mptmpr=j

- O et s ()

JIjrrd j—m—n
X Z lem 1J <‘]I +w11 my w][ m1> <JH + ¢j117m11’ wjn,m'n>

1\ [ Gam) ~iem (j-m
(5) " e o ()
X Z:m’I,m’H 5m’1+m’n,j (_1>Jl_ml

X\/E”erl) (j”J“mh)'\/( 25+ Gr+irr—3)!

Jr )(j[[ mH) JHir+irr ) G+ir—grn)! (G+irr—ir)!

X <JI,+ij,mI7 ¢j1,m}> <J}Iirinwjnymna wj[]7m/[]>

Die verbleibenden Matrixelemente konnen rekursiv berechnet werden:

< n+¢j17m1 ) wjz,m}> = <¢j1,m1 ) J}L ¢j17m}>
m—n
<J;I T nijI:mII7 wj[]am/11> = <wj117m117 J;I + wj[[vm,11> )

wobei

jjr'L 77Z)j1,m/1 - h\/j[(]l + 1) -—m ( - 1)‘]n 1¢]1 m/—
m—n . . m—n—1
‘]}I - @/’ju,m’n = h\/JH(JII + 1) — mf (mf; — )J}I - %’u,m}fl-

Als Endergebnis folgt nach (einer Reihe elementarer) Umformungen die folgende
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17.2 Wigner-Eckart-Theorem

nach Racah benannte explizite Formel fiir die Clebsch-Gordan-Koeffizienten:

CjIjHj (17_13)

mpmprm

= 5m1+m11,m

s J (27 + 1) (= m)! (G +m)! Gir + i — )! G — ma)! Giar — mug)!

Gr+ g +7+D) G+ =3V (G + Jir — 30)' Gr +ma)! (Grr + mup)!
jr—mi+n (jr +ms +n)! (Jir+j—mp—n)!
x> (-1) i T e 2
n nl(j—m—n)(jr —mr—n)! (jrr — 7 +mr+n)!

Die Reihe tiber die Zahlen n erstreckt sich nur tiber endlich viele Glieder, da
1 1
— =  _—=0furk —-1)-N={-1,-2,-3,...}.
B Toen  Cfrke(=0)-N={-1,-2-3.}

17.2 Wigner-Eckart-Theorem

Es kommt bei den Anwendungen der Quantenmechanik oft vor, dass ein oder
mehrere hermitesche Operatoren K, untereinander und zugleich mit den Opera-
toren J, und J? vertauschen. In dem Fall existiert ein vollstindiges System von
Eigenfunktionen W(,);, mit der Eigenschaft:

T Uim = 3G+ 1) Ym (17.14)
LV (yjm = hm¥()jm
KW (yjm = koW ()jm

(W gms Ciwrgme) = G On

Wi @ (W] = 1.

v 1
K777 ,m

Wir betrachten fir J € {0,3,1,3,2,...} eine Gesamtheit von 2.J + 1 Operatoren
T 7., wobei —J < M < J. Das besondere dabei ist, dass sich die Operatoren TL M
unter Drehoperationen

~ 1 ~ ~ ~
D[R (a,n)] = exp [moz (nxe +nyJ, + nzjzﬂ

auf dem Hilbert-Raum genau so wie die Drehimpuls-Eigenzustande W );,, nur
untereinander linear transformieren:

J

15 [R (a, n)] \Ij(n)jm = Dii/)’m [R] \Ij(n)jm’
m/=—j

D[R (a,n)]oT a0 Dt [R(a,mn)] = Z Dy (R Ty
M/i=—J
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17 Kopplung von Drehimpulsen in der QM mit Anwendungen

Eine solche Gesamtheit von 2J + 1 Operatoren TJ,M nennt man einen Tensor-
operator der Stufe J.
Zum Beispiel bilden die 508. sphamschen Komponenten eines Operators A mit

kartesischen Komponenten A, Ay, A, einen Tensoroperator 7T’ 1( v = Ay der Stufe

J=1:

Mit Hilfe der Clebsch-Gordan-Koeffizienten C’j\]j‘]]{j ‘i s lasst sich aus zwei gegebenen

(A) B)

Tensoroperatoren T’ 3/, der Stufe Jr und TJII Mg der Stufe J;; eine Gesamtheit

neuer Tensoroperatoren TJ v ) der Stufe J koppeln:
~H(AB) Jrdird ~(B)

J,M - Z CMIMIIM JI,MIO Jrr, Mg
My, My

J e {\Jr—=Jul,|Jr—=Jul+1,...,Jr+ Jir}
M € {—J—J+1,...,J—1,J}.

In der Tat ist TJ} m ein Tensoroperator der Stufe J, denn

A

D[R (a,n)] 0 T3 o D[R (a, m)]

A

A ~(A B
= D[R (a,n)] ( S o T oT§H>,M,,) o D' [R (a,n)]

My Mg
- Z CE\IJI]JI]\/;IiM [R (Oé,n)] OT}],%\J} OT}]]),M[] ODT [R (O{, n)]

My,Mrr

A /\A A
= > Oy (DR (am)] o T4, 0 D[R (o, m)])
My, My

I

Jr Jrr
_ JrJirJ (Jr) (4) (Jrr) ~(B)
SN [ B T
Mi=—J;

x (D[R (a,m)] o T3, 0 D [R (o, m)])

Myp,Mry Mip=—Jir
_ Jrdrrd JI) (JII) A(A) A(B)
- Z ( Z CMIMIIM My, My [R] DM}pMII [R] TJLM} © TJII»M}]
M M’ My,Mry
My
o Jrdrrd ~(A) ~(B)
- Z (CM’ M}, Mj4M; DM’-&-M}p [R]) TJI M; OTJIL
My, M,
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17.2 Wigner-Eckart-Theorem

J
JrdrrJ J ~(A ~(B
= > ( > Oy, Cati i 2w DS [R]) Tﬁ,,gw; OT},,),M;,

ML ML, \M/=—J w
I7°"Ir

J
_ () Jrdrrd ri(A) ~(B)
- Z D /7M [R] Z 5M/9M}+M;IC ;7M}I,M/TJI7M/ TJIIle]
M'=—J M’ M
I IT

J
J Jrdrrd ~
= Y DY yIR S Coili M,T§ >M,OT§H>
M'=—J My MY,

:TJ, M’

J
J ~(A,B
= Y Dy RITHY,

M'=—J

was zu zeigen war. Beim Beweis wurde nicht verwendet, dass die Operatoren
T §??M; und T}I;E M, kommutieren!
Im Spezialfall J; = J; lasst sich durch das beschriebene Verfahren insbesondere
ein rotationsinvarianter skalarer Operator konstruieren:

~(A,B JrJ10 A ~(B
TO(,O ) = Z C]\JI]]QI]O }[ 3\4[ © T}[,EW[] (1715)
My, My
JrJi0 (A ~(Bb
= Z CMIJ I_MI T‘glw)lwl © T(gI»_)MI
(il Mp
T V2

JI MIT}[}W]OTtg ZM]'

1
Nor s PV

In den Anwendungen der Quantenmechanik auf Probleme der Atom-, Kern- und
Molekiilphysik spielen Matrixelemente von Tensoroperatoren eine wichtige Rolle.
Wir betrachten jetzt die folgende (triviale) Identitét:

<\IJ(HA)jAmA? TJvM\IJ(“B)ijB>
- <‘1/(HA)jAmA>
DI [R (a,n)] o D[R (e, n)] 0 Ty 01 0o DT [R (a,n)] 0 D[R (0, n)]xp(ﬁB)ijB>

= <75 [ ( )] \II(HA )jaman
(D[R (a,n)] 0 Ty 0 DT [R (0, m)]) (D[R (1)) W) ) )
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(34)
< Z DnjzA mA ‘IJ(NA)J'Am'A?

m/y=—ja
( S D)y [R] TJ,M’)( Z DfiB)mB [R] ‘I’(NB>ij33)>
M'=—J

1 iB
D)y [RIDYP[R]

mpg,mpB

= Z > Z (Dfi‘“mA[R])

mA:—]A M/——JmB

Wir verwenden jetzt die aus der Clebsch-Gordan-Reihe (17.10) folgende Formel
Gl. (17.12) zur Berechnung des Integrals iiber ein dreifaches Produkt von Dar-
stellungsmatrizen und erhalten, da die linke Seite der Gleichung nicht von den
Parametern « und n der Drehmatrix R (o, n) abhingt:

<\IJ("~A)JAmA ) TJM\IJ (kB) JBmB>

DUV [R(a,n)]) D)y, [R (a,m)] DY, [R (e, )]
X <\I](RA)jAm'A TJM'\I’(RB)ij/B>
1 JB 27T2 I
- C J/B Ja  r)iBsia
27’(’2 Z Z Z 2]A+1 MmBm Mmp,ma

mAf J M’*—J’m

<qj(fm) jam’y ’TJM/\IJ( B)j BmB>

o 1 T
J.jB.ja Z Z Z C]‘\]j,ij;mlq <\II(HA)jAmC47TJ,M’\II(HB)ij’B>

Mmp,ma o ;
2']A+1m =—7JA M’*—JmB —JB

J:jB 7jA T(‘])
Mmp,ma "~ ~(ka)ja,(kB)jB"

Die von den Quantenzahlen m’,, M’ und m’y unabhdingige(!) Groie T}iA Viar(5m)in
ist das sog. reduzierte Matrixelement, welche der Gesamtheit der Tensorope-
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17.2 Wigner-Eckart-Theorem

ratoren ij v fiur —J < M < J als eine gewichtete Summe zugeordnet ist:

/) J,9B:J
T(”A)JAa(HB) iB 2] +1 Z Z Z Chr Bmgmf4 (17.16)
m =—ja ’ITLB —JB

Die gefundene Faktorisierung des Matrixelementes eines Tensoroperators in einen

sgeometrischen“ Faktor C’ﬁfl’;“‘m ., und einen ,dynamischen® Faktor 7| ((mz) ia(5p)is

ist gerade die Aussage des Wigner-Eckart-Theorems:
2 Jipsj J
<\I[(HA)jAmA7 TJvM \II(HB)ijB> = CM{’I?’L;?THA ’ T((Rj)jA,(HB)jB' (1717)

Aus den kartesischen Komponenten V., eines Vektoroperators V' konstruieren

wir (wie schon gezeigt) einen Tensoroperator T 1(‘;} erster Stufe:

iﬁ>:—iﬂ%+M)
e = V.
i = 5 (h-ify).

Entsprechend ordnen wir dem Drehimpulsoperator J selbst ebenfalls einen Tenso-
() il
roperator 177y, erster Stufe zu. Allgemein gilt:

~A() T A (]
] = oMy,
-1 < M<I1.

Wie bereits gezeigt, ist der folgende Tensoroperator nullter Stufe ein Skalar:

B = Ly e n,
1 -3 (jz +i}/)oov(‘7x — sz)
\/§ —%(Am—zjy)O(‘A/x—l—sz)

1
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17 Kopplung von Drehimpulsen in der QM mit Anwendungen

Was lasst sich iiber das Matrixelement eines Tensoroperators nullter Stufe Té:]dv)
aussagen? Das Wigner-Eckart-Theorem liefert

o (5500

— <\I’(,§)jm7 TAo(:é’V)\I’(m’)j’m'>
_ OOJ g {T(J,V)}(O)
0,m/\m (=)j,()5"

Das reduzierte Matrixelement [T (J’V)]Eg)) iy 18t (per definitionem) von den Quan-

tenzahlen mp und my4 unabhdngig. Der spezielle Wert des Clebsch-Gordan-Koef-
fizienten
COJ ] — 5j7j/5m,ml

0,m’,m

besagt jetzt, dass wir uns auf den Fall j/ = 57 und m’ = m beschrianken diirfen:
g N s s ] O
(eyim: 68" Crym ) = i - [TOV] 0
Es folgt dann:

{T(LV)}(O)
(R)5,();
1 (V)
= 5= 2 (Pwim Log " Piwyim
27 +1 m_j< >
(RS ! =M A() AV
= - \Ilﬁ~m, — —1 T OT? \I/,g/‘m .
2j+1m:Z_j< (k)J, (\/g%( ) 1,M 1,-M ()7,

Wir schieben nun eine Darstellung der Eins im Hilbert-Raum ein:

L= Y W ® [Ty

v 1
K77 ,m

Es folgt durch Einsetzen:

{T(J’V)}(O)
(N)'(H/)'
1 1-M
T2 +1mgj%: V3
X \Ij ‘P// ” //®|:\I/ Y u] OT()@/
()Jm7 (K")3";m (K")5" ;m (K")g;m
K G m!!
_ 1 -y
B 2j+1m;j%: V3
X Z <\Ij(ﬁ)j’m, Al(j&\p(,{//)j//’mu> <\I](H//)j”7m”’Tl(K)M\Ij(H/)j,m> .
K g1 m!
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17.2 Wigner-Eckart-Theorem

Der spezielle Operator 7T 1(‘2[ bewirkt (als ein dem Drehimpulsoperator J, zugeord-

. (]

neter Tensoroperator erster Stufe), dass die Anwendung von Tl( ]\Z[ auf den Zustand
W ()1 - UL eme Linearkombination der Basisfunktionen W, ,» zu verschie-
denem Index m” generieren kann, denn es ist:

N 1 /. A 1 .
) _ _ ; -
= .

~ ~ 1 .
0, :7( ):ﬂ"

Das Skalarprodukt (¥ (,); m, 1( ]\)4\11( my7mr) ist daher identisch Null fiir j” # j und
K" # K

(W g TN Y enynam ) = O g (W sy Ty Wi ) -

Somit erhalten wir

j -M
@ _ 1 & DY
[T ](n)a‘,m')j 2j+1m;j%: V3
j A A
<0 (Wi TN Y wgim ) (Y wgmers T 0 ¥ ()i
m”zfj

Die beiden verbleibenden Skalarprodukte kénnen mit dem Wigner-Eckart-Theorem
ausgerechnet werden. Zuerst erhalten wir:

~(J) _ g (J)
(Wwyims T ) = Ot - T

Nun 1st das reduzierte Matrixelement T(n))j ()] unabhéngig von den Quantenzahlen
m, m” und M, d. h. wir dirfen insbesondere wéahlen: M = 0 und m = m” = j.
Dann folgt

J 1 J
(W L0 W wys5) = Cortd - T

0,47 (n)a (R)J"

Andererseits ist

(P05 T00 Yogs) = (Yoo Se¥ss) = B

1y -5 | J
CO,J]',J]' = (-’ m

Es resultiert eine explizite Formel fiir das reduzierte Matrixelement des speziellen
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17 Kopplung von Drehimpulsen in der QM mit Anwendungen

Tensoroperators erster Stufe Al(ﬁ :
~(J)
7 - <\I'(f<)j,ja Ty \I[(/-e)j,j>
H '7 H ] - 17 ‘7 ]
(r)J,(K)] OO,JJ;JJ'
hj
T T
(=075
= (=1 h/i(G+1).

Damit ist jetzt gezeigt:

Ny (7

(W iy T ey ) = G { W ey T Y () (17.18)
o 1,4,j (/)
- 6575//5j7j//CM7m”’m ’ T(K)Jr(’{)]

= 0 Crlit - (=1 5 (5 + 1),

V\(ir) erhalten als nichstes fiir den dem Vektor V, zugeordneten Tensor erster Stufe
A (V
hiae V) )
A (V 1,5,j v
<\I:I(H)j’m//7 17,M\1j(f§’)j7m> - C—]j\fj,m,m” (H)j,(l{/)j '

Wir verwenden jetzt Gl. (17.18) und erhalten mit der Indextransformation
(M, m",m) — (=M, m,m")

die Relation

y (s T W )i
CL% " = (_1)1 J < >

(17.19)

Einsetzen liefert:
U eyioms Tr v ¥ yjam )
h /j (j + 1) (H)]v("{ ).7

Es folgt fiir das reduzierte Matrixelement [T(J’V)]Eg)) j.(w); des skalaren Operators
PLV),
00 -

<\Ij(li)j,m”’ Al(,‘i)M (n’)j,m> = (_1)17j <

[T(J’V)} (0)
(%) (W)
B 1 J (_1)17M
j A A
<3 (Wi T iym ) (Y jmss T rr ¥ ejm )
m’=—j
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17.2 Wigner-Eckart-Theorem

()" ()M

T2 +1 22 /3

m=—j5 M

% Z < 7 (J )‘1’(,{)3 m//> <‘I’(n)j,m”a Al(,J—)M\Ij(n)j,m>T(V)

m'=—j LM ; A /j (] 4 1) (r)J,(K")3
( 1)1 i j 1 M
- 27 +1 Z Z

m=—j3 M

V)
~(J) 7(J) (1), (x")
X <\IJ( )j,ms T 1,M O Z ( j,m!! ® ‘Ian)j,m//) O T17—M‘Ij(ﬁ)j,m> J J

m'=—j h\/j (J+1)

=1

(-1t z”: <\I, (1 S (1) M) 0 7 >\1, > T
= ; (R)jms | — /& - I,MO 1,-M (r)j,m .
2j+1 =, V34 hy/j(j+1)
i )
(—1)t7 ZJ: ~(J,]) T
= W o)jms 100" Y (w)jom ) — =
2j+1 m:_j< >h i +1)
Nun gilt
(T 1 M AT A
Ty = =Y ()M o Ty,
3 M
1 ..
= - Z a© Ja
3%
_ L
3

Damit erhalten wir:

(v (e )
= (Wiym: o0 Vieryme)

S @
= Oig'Omm [T ]m)j,(n')j

G < ( I ) > Lo
. v K)jmy | T Ja o Ja v K)J,m ’
2J+1m;j 7 \/§za: s h/i(j+1)

i V)
/ > (-1 ; T)j w1
= Y 6‘,"5m,m" . Z \Ij(n)',mM]Q\I’(K)',m #.
< V3 TESEPIALC AN TTEST

Mit Gl. (17.14) folgt

= 05 0mm -

<\Ij(n)j7ma jg\l}(n)j,m> = th (.7 + 1)
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und wir erhalten

(D' ¢ )
Tt 2 (Yoosms I ¥oongnm)

m=—j

N o DR
= hj(+1) ; > (Tiim Yiwyiim)

m=—j

=1

Damit ist jetzt gezeigt:
<\Il(n)jma <Z Ja © ‘/a> qj(n’)j’m’>
()

, T
= 0, y10mm (_1)1—3 R+ 1) Wi
hy/j (G +1)
—7 c . 1%
= 6]‘,]‘/577’1,77’1/ (_1)1 J * h ] (j “I'_ 1>T((I€);,(F£/)]
Damit ist gezeigt, dass der Erwartungswert (¥ (.jm, (34 Ja © Vo)W er)jime) in der

Tat unabhingig von der Quantenzahl m ist!
Umgekehrt folgt jetzt eine Darstellung fiir das reduzierte Matrixelement:

(—1)'= ) <‘1’(n>jm7 (Za Jao Va) W(n/)jm)

(r)d:(k")J /i G+ 1)

Nach dem Gesagten ist:

<\D(n)j,m”7 Tl(K)qu(”')jvm>

= Ol (1)3,(K")J

= ot . (_1>1—j <qj(ﬂ)jm7 (Za Jo 0 ‘A/a> \Ij(n’)jm>
o nm
(17.19) <\P(n)j,m”7 Al(:]—)M\I](ﬁ)j,m> < (Za J, o f/a> 7 )jm>

- hiG+ 1) i+ 1)

= <\Ij('i)j7m”> Al(,{)M\Ij(fi)J'M> R‘ h2i

Die Tensorkomponenten T( _y und T M sind Linearkombinationen der kartesi-
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17.3 Landeé-Faktor

schen Komponenten V, und J,. Damit ist der sog. Projektionssatz bewiesen:

<\Ij(n)jm7 (Za J o ‘A/a> \Ij(n/)jm>
R2j(j+1)

(Wngsmns VW anim) = (Wi, ¥ eyjm)

a,b € {x,y,z}.

Da das Matrixelement des Skalars >, Jy oV, unabhéngig von den Quantenzah-
len m ist, kann formuliert werden: fiir fix gewéhlte Zustinde W ./y;.m und V.,
(mit gleicher Drehimpulsquantenzahl j) ist das Matrixelement eines beliebigen
Vektoroperators V, mit diesen Zustinden proportional zum entsprechenden Ma-
trixelement des Drehimpulsoperators Jy.

17.3 Lande-Faktor

Wir betrachten Atome mit Kernspin Null. Dann ist der Gesamtdrehimpuls J, die
Summe aus Bahndrehimpuls L, und Spin S, der Atom-Elektronen:

Jo=L,®1+1®5,.
Das magnetische Moment des Atoms ist dann gegeben zu

-
‘" 2m,

(gLfJa ® 1 + gSi X Sa) .
Fiir schwache Felder B = Be, ist der Hamilton-Operator gegeben zu

H(B) = HO—WL (gLﬁz®1+ggi®§Z)

wy = 'uBi;hr - B (Larmor-Frequenz)
h
[Bohr = €l (Bohr-Magneton).
2me

Bei abgeschaltetem Magnetfeld (B = 0) ist das System invariant unter Rotationen,
d.h. es vertauscht Hy zugleich mit den Operatoren L? ® 1, 1 ® S2, J? und J, :

2 = Y i.ol,
§ = Y804

P2 = S
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Es existiert dann ein Basissystem von gemeinsamen Eigenzustinden W gyq)jm:

ﬁo‘lf(Eols)jm = EoV(gs)jm
(fﬂ ® 1) U (Bots)yjm = P21 + DV (g1s)jm
(1®58%) Wmgm = Bs(s + D)W (ss;m
T gsim = B30+ D)V Es)jm
jz\I’(Eols)jm = hm¥ (gyis)jm-

Wegen [Hy, J.] = 0 besitzen alle 2j 4+ 1 Zustéinde U (gyts)jm Mit —j < m < j die
gleiche Energie Fj.

Ein schwaches aufleres Magnetfeld B beeinflusst die Energieniveaus der Elek-
tronen im Atom, in dem es Entartungen aufhebt und ein Multiplett dquidistanter

Energieniveaus erzeugt, wobei die Differenz der Energieniveaus proportional zu
|B| ist.

Um die Aufspaltung abzuschitzen entwickeln wir nach Taylor und verwenden
das Theorem von Feynman-Hellmann:

E(B) = Eo+[ag(BB)1 -B+0<B2>
OE(B) . [0 .\
o5, = Bnlat o),

_ MBohr

= n <\11(E0zs)jm, (9sz2 ®1+ gsi ® Sz) ‘II(Eols)jm> :

Die Anwendung des Projektionssatzes liefert

<\I/(Eols)jm, (gLEZ ®1+gsl® gz) \I’(Eozs)jm>

R U ois)ims S Ju Fo@1+ sl ®8) Tpprn
= <q](E0ls)jm> JZ\I’(EOls)jm> < (Eols)j o (g};j (] - 1) gs ) (Eols)j >

gL <‘I’(Eozs)jm7 >a Jo 0 (za ® i) ‘P(Eozs)jm>

hm

h2j (5 +1) +gs <\11(Eozs)jm> S Ja 0 (i ® S’a) ‘I’(EOZS)jm>
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Nun gilt

S dvo (b )
- i(ﬁa®i+i®ﬁa)0(ia®i)
- Y(hei)o(fel) S (1ed)o (Lol
_ (Zﬁg>®1+z(za®§a)
_ Zaﬁ§®i+;£(j3—ﬁi®i—i®§§)
_ 5;@3@5;1_1@@3)

RN T RN
— 5(J +1201-1057),
und ebenso:

> Jao(1®8,)
= Y (Luei+iesd)o(ied)
= Y (La®8)+X 1082
- Y (B-Rel-ied)+Yies
_ ;za:(jj—£§®i+i®§§)

= L (P-Peitied).
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Dann folgt jetzt

<\II(Eols)]m7 (gLL ®1+ g g ) Eols)jm>
gL< (Eols)jm % ( + L2 X 1 - 1 ® 32) \II(Eols)jm>

B hm
/ (] ) +9s <\P(E0ls )jm»s 3 (J LQ ® ]- + 1 ® 52> Eols)jm>
hm h2 gL b(] =+ ) ( ) - S(S + 1)]
= i1 2
PiG+HD 2\ g liG+1) — 1 +1) + s(s +1)]
A (91 + 95) 3G + 1)
S JG+D2

+ (92 —gs) (L +1) — s(s + 1)]
Es folgt fiir den Fall der sog. LS-Kopplung das Resultat:
<\P(Eols)jm7 (ngz ®1+ gSi @ Sz) \II(Eols)jm>

I(l+1)—s(s+ 1)]
JG+1) '

hm

= 5 [(QL +9s) + (9. — gs)

In guter Naherung ist g, = 1 und gs = 2. Dann ergibt sich

En(B) = E)rfgé)] B
_ MBohan 3_ I(1+1) —s(s—i—l)].
2 Jj+1)
B §_l(l+1)—s(s+1)
- lz %G +1) ]M'

Fir kleine Magnetfelder wird demnach die Entartung vollstdandig aufgehoben. Es
gibt 27 + 1 dquidistante Energieniveaus, die zu den verschiedenen Eigenwerten m
von J, gehoren. Dies ist der Zeeman-Effekt. Der Term

3 U(1+1)—s(s+1)
Jeff = 5 — .
2 2j(j+1)

hei3t Landeé-Faktor.
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18 Elastische Streutheorie

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Quantenmechanik ist die Analyse von Streu-
experimenten. Fundamentale Erkenntnisse iiber die Struktur und den Aufbau der
Materie verdanken wir der Untersuchung von Kollisionen zwischen Protonen, Neu-
tronen und Elektronen. Man spricht von elastischer Streuung wenn die inne-
ren Freiheitsgrade der stoflenden Teilchen nicht angeregt werden und die Summe
der kinetischen Energieen der stoflenden Teilchen vor und nach der Kollision eine
Konstante ist. Man spricht hingegen von inelastischer Streuung, wenn innere
Freiheitsgrade angeregt werden, z.B. kann ein Atom beim Stofl mit einem hochener-
getischen Elektron ionisiert werden. Im folgenden diskutieren wir nur die elastische
Streuung.

Wir betrachten jetzt eine Teilchenquelle, die einen Strahl identisch praparierter,
nicht wechselwirkender Teilchen der Masse m¢ mit konstantem Impuls p = 7k und
konstanter kinetischer Energie £ = ';%“2 > 0 produziert. In groBem Abstand zur
Teilchenquelle befindet sich bei einem Streuexperiment typischerweise ein Target,
das wir uns der Einfachheit halber vor dem Stof als ein ruhendes, punktférmiges
Teilchen der Masse ms vorstellen wollen. Verwendet man Relativ- und Schwer-
punkskoordinaten, und arbeitet man mit der reduzierten Masse i = W%Q + miT,
dann sieht es so aus, als wiirde ein Teilchen der Masse p im Abstand |r| zum
Schwerpunkt mit einem dort befindlichen unendlich schweren Teilchen iiber ein
Potential V' (r) wechselwirken. Bei der Auswertung eines realen Streuexperiments
ist nattirlich die Koordinatentransformation vom Schwerpunktsystem in das La-
borsystem zu berticksichtigen!

Mit Hilfe von Detektoren, die (aufierhalb des Strahls der einfallenden Teilchen)
in grofler Entfernung Rp zum Streuzentrum aufgestellt sind, wird dann registriert,
mit welcher Héufigkeit Teilchen, die mit Energie £ auf das Target auftreffen, in
verschiedene Richtungen n’ in ein Raumwinkelelement R%d(2, gestreut werden.
Bei elastischer Streuung der Teilchen treten durch die Oberfliche einer Kugel mit
Radius Rp, in derem Mittelpunkt sich das Streuzentrum befindet, pro Zeiteinheit
gleich viele Teilchen mit Energie E aus wie zuvor hinein geflogen sind, d.h. ins-
gesamt ist der tiber die Kugeloberflache integrierte Teilchenfluss gleich Null, da
Teilchenzahlerhaltung gilt.

Wir nehmen ferner an, dass das Wechselwirkungspotential V (r) zwischen dem
(jetzt als ruhend, punktférmig und unendlich schwer angenommenen) Target und
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18 Elastische Streutheorie

einem Teilchen im Strahl nur eine endlich grofle Reichweite R, besitzt,
V(r) =0 fir |r| > R,

und dass sich die Teilchenquelle und die Detektoren beide weit auflerhalb der
Reichweite R, des Potentials befinden.

Unser Ziel ist die Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsamplitude v (r, ) eines
Teilchens, das am Target elastisch gestreut wurde. Wir wollen das Streuproblem
aber nicht in seiner zeitlichen Entwicklung fiir ein einzelnes Wellenpaket beschrei-
ben, sondern ein einfacheres stationares Problem behandeln. Zu dem Zweck suchen
wir eine spezielle Losung der Schrodinger-Gleichung

O (r, 1) = (1)

die in groBem Abstand kr > kR. vom Target am Ort r = rn’ die folgende asym-
ptotische Form haben soll:

W (r,t) = [ (r) + 0" (1)) e 7 (18.1)

Demnach sind 4% (r) und " (r) Lésungen der stationiren Schrédinger-Glei-
chung R
Hyp (r) = E¢g (1), (18.2)

wobei ng“) (r) die Wahrscheinlichkeitsamplitude der einlaufenden Teilchen im Strahl

mit vorgegebenem Impuls p = Akn ist, und wg““) (r) die Wahrscheinlichkeitsam-
plitude fir die gestreuten Teilchen mit Energie F = % bezeichnet. Beide Groflen
sind in grofem Abstand zum Streuzentrum Losungen der stationdren Schrédin-
ger-Gleichung fiir ein krdftefreies Teilchen:

_ Zv%g” (r) = B0 (). (18.3)

Die Teilchen im Strahl mit Flugrichtung k = kn werden demnach vor dem
Eintreten in die Wechselwirkungszone r < R, durch eine ebene Welle reprasentiert:

P (r) = Aexp(ikn 1) (18.4)
hk = \/2uF.
Da wir einen Strahl konstanten Querschnitts betrachten, und wir die Detektoren

zum Nachweis der gestreuten Teilchen aulerhalb des Strahlkegels aufstellen wollen,
gilt insbesondere am Ort des Detektors w](gm) (r) =0.
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Die auslaufenden Teilchen sind in grofler Entfernung zum Streuzentrum, aufler-
halb der Reichweite des Potentials, ebenfalls Losungen der kraftefreien Schrodin-
ger-Gleichung mit Energie F, die wir jetzt am Ort r = rn’ als eine richtungsmo-
dulierte nach auflen propagierende Kugelwelle beschreiben:

Ve () = Af(n,n) exp(ikr) (18.5)
hk = \/2uFE
r =
n, = cosp sind
n, = siny'siny’
n, = cos?d.

In der Tat lautet die stationare Schrodinger-Gleichung fiir ein kréftefreies Teilchen
in Kugelkoordinaten

1, L2
(5 + 5) o8 ) = B0 (o) (150
b= 5% "

Fir kr > 1 ist der Beitrag der Zentrifugalbarriere vernachléssigbar klein und man
sieht, dass eine Funktion der Gestalt

U(O) T
60 (1) = £ (0, ) B

r

eine Losung der stationdren Schrodinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen in Ku-
gelkoordinaten mit n als Polarachse darstellt, falls die Radialfunktion ug) (r) der
folgenden Differentialgleichung gentigt:

) (0)
~5 - gate (1) = Bug (r).

Die allgemeine Losung ist fiir kr > 1 eine Superposition ebener Wellen in D = 1
Dimensionen:

ug) (r) = Aiexp(ikr) + A_exp (—ikr)
hk = \/2uFE.

Da wir auslaufende Teilchen beschreiben wollen, ist zu fordern:

A_=0.
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18 Elastische Streutheorie

Ferner setzen wir A, = A, da pro Zeiteinheit die Anzahl der auslaufenden Teilchen
proportional zu der Anzahl der einlaufenden Teilchen ist.

In groflem Abstand zum Streuzentrum am Ort r = rn’ ergibt sich so das sta-
tiondre Bild der Uberlagerung einer homogenen einlaufenden ebenen Welle
mit Propagationsrichtung n mit einer richtungsmodulierten auslaufenden Ku-
gelwelle:

Yep(r) = A [exp (tkn-r) + f(n, n’)i exp (ikr) (18.7)
hk = /2uE.

Anders als bei der Berechnung von Energie-Eigenfunktionen ist beim stationéren
(elastischen) Streuproblem die Energie F vorgegeben, denn die Teilchenquelle lie-
fert einen Strahl mit konstanter Energie F/. Da der Streuprozess als elastisch ange-
nommen ist gilt Energieerhaltung, d.h. die auslaufenden Teilchen haben die glei-
che Energie E wie die einlaufenden Teilchen. Die von den Einheitsvektoren n und
n’ abhingige Groe f(n,n’) mit der physikalischen Dimension einer Léange heifit
Streuamplitude.

Charakteristische Merkmale fiir den von der Quelle erzeugten Teilchenstrom
sind die Dichte und die Geschwindigkeit v = %n der einlaufenden Teilchen. Die
Teilchendichte der einlaufenden Teilchen am Ort r = rn’ ist gegeben zu

in in T (in
P = [ (o)) v (r) = AP,
die zugeordnete Teilchenstromdichte ist:

«(in h in
3 =% [0 )] Vo (1)] = a4 = vp
1 n
In der Zeit dt fliegt demnach durch eine Querschnittsflache F' mit Flachennormale
n eine Anzahl

. k
anm — Mk |A|? (Fdt)
Ju!

von Teilchen im Strahl auf das Target zu. Die Dimension der Wahrscheinlichkeit-
samplitude |A| ist [L~2], wobei L eine charakteristische Lénge bezeichnet.

In der gleichen Zeit dt wird im stationéren Fall nun eine Anzahl dN©") (n, n’) der
einlaufenden Teilchen in das Raumwinkelelement d€2,, am Ort r = rn’ gestreut.
Diese ist gleich der Anzahl AN©"(n,n’) der in der Zeit dt am Ort r = rn’ in
radialer Richtung n’ auslaufenden Teilchen:

AN© (n,n') = j© . n'r2dQy, - dt.
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Unter der Annahme kr > 1 folgt jetzt:
h
jeut) . n' = m Im {[ Sut) (r)}T (V-n') wif’“t) (r)}
h’ ou T a ou
= D[ ] 5 )

]
hk a2 1o 1
= —|f(n,n)|" = |A]"+ O .
) AR 0|
Also folgt fiir dN ( i , wie es sein muss, fiir kr > 1 ein vom Abstand r unabhéngiger
Ausdruck:
ANC®) pg
T ) AP d
Der Quotient
dN(Out)(n,n’) hk "2 2
do ()T A7 dQy 2
—o (') = m— =+ = [f(n,n)] (18.8)
a0 ZoE A

heifit dabei differentieller Wirkungsquerschnitt. Er hat die physikalische Di-
mension einer Flache und ist gleich dem Absolutquadrat der Streuamplitude. Inte-
gration iiber alle Raumwinkelelemente dQ2,, = dy’d?d)’ sin )’ ergibt per definitionem
den sog. totalen Wirkungsquerschnitt:

ot = /dQn/ f(n,n)?. (18.9)

Wir priifen jetzt die eingangs erwidhnte Erhaltung der Teilchenzahl. Dazu be-
rechnen wir unter Vernachléssigung von Termen hoherer Ordnung fiir die Gesamt-
wellenfunktion:

r = rn
h h in) out)
FVep(0) = SV [uE @)+ (o)

_ 4 {hkn exp (ikn - ) + hkn' f(n, ')~ exp (ik;r)] Lo [ Ank ]
T

(kr)?

Es folgt dann fir die gesamte Teilchenstromdichte jg (r) fiir kr > 1 unter Ver-

2k
nachlassigung von kleinen Korrekturen der Ordnung O { (kl )’3‘ ] der Ausdruck:

i) = o1 [0 () Ve ()

2
n+n'5|f(n,n
| |2hk: > |f(n, ')

(04 n) & [f(n e mmn) 4 i, n)em k)]
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18 Elastische Streutheorie

Mittels der Identititen (Beweis siche Ubungsaufgaben)

—ikr @ , eik’r
_5 _
T (n =) kr

itk k1o [5@) (n+m)° (18.10)

e—i(kr)nm’ _ [ez‘(m«)n.n/]T

erhalten wir jetzt fir kr > 1:

j(r) = |A|2fZ‘“{n+ |,

1 ) ikr —ikr
+ (n+ n’)g {f(n, n')e* 2 (—5(2)(n +n’) ek:r +6®¥(n—n) ek:r )

T kr

i N —ikro_: [ $(2) ne ) e
+ ff(n,n")e ™27 | 6" (n +n') ? — 0¥ (n—n') :

Unter Beachtung von

m+1n)6?P(mn-n) = 2n6® (n—n’)

resultiert nunmehr:

r = rn
k = kn
n+n'y[f(nn)]
hk ikr . g—tkr
ipr) = [APZ f(n,n)etr] 2micy
H +nt | 6@ (n—n')
_ [fT(rL nl)efikr} 9 e;if'
n+n'y|f(n )]
hk r ’
= jap™
H —n7= Im [%f(n, n’)] 6@ (n—n')

In groflem Abstand zum Streuzentrum, r > R, und kr > 1, setzt sich demnach die
Teilchenstromdichte jg (r) nicht aus zwei sondern aus drei Beitrdgen zusammen.
Der erste Term beschreibt die einlaufenden Teilchen, der zweite Term stellt den
Fluss der gestreuten Teilchen dar, der dritte Term beschreibt die Interferenz zwi-
schen einlaufenden und auslaufenden Teilchen, wobei das negative(!) Vorzeichen
den Teilchenfluss der einlaufenden Teilchen abschwécht, so dass insgesamt (wie wir
jetzt zeigen) die Erhaltung der Teilchenzahl beim Streuvorgang gewéhrleistet ist.
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18.1 Streuphasen

Teilchenzahlerhaltung wird im stationaren Fall durch die Identitat
lej E (I‘) =0

zum Ausdruck gebracht. Integration iiber eine Kugel mit Radius R > R.., wobei
auf der Kugeloberflache gilt v’ = Rn/, liefert jetzt:

0 = / &' div jig (r')
I<R

Gauls  p2 / AQwjs (R -1’

ko, n-n' +1n' 0| f(n )}
- |A|2 e /dQ { —n - n’;% Im [Rf(n,n)} 0® (n —n') }

Fiir einen fest gewéhlten Richtungsvektor n ist:

/dQn/n -n’ =0.
Ferner gilt
nn = l=n-n
1 4 1
/dQ m-n —Im {Rf(n,n’)] 6@ m—n) = % Im [Rf(n, n)}

Damit folgt jetzt aufgrund der Teilchenzahlerhaltung:

I qe e 2hk 47‘(‘ 2
O:/MnggT divjp (r') = |A| (—klm [f(n,n)]+/d§zn, |f(n,n)] )

Der sich hieraus ergebende Zusammenhang

47

T [f(n,n)] = /dQn/ f(n,0)]? = o0 (18.11)

heifit das Optische Theorem. Es ist bemerkenswert, dass eine Observable der
Quantenmechanik, namlich der totale Wirkungsquerschnitt, hier linear von der
Streuamplitude f(n,n) in Vorwértsrichtung (n’ = n) abhéngt!

18.1 Streuphasen

Fiir den Spezialfall eines radialsymmetrischen Streupotentials V' (r) = V/(|r|) kom-
mutiert der Hamilton-Operator

N 132
g =24v
V(i)
Kugelkoordinaten 1 A f12
R 1%
2,upr + 2412 V()
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18 Elastische Streutheorie

mit dem Bahn-Drehimpulsoperator

L=#Ap.
Dann bilden die Operatoren 4, L2 und L, ein vollsténdiges System kommutieren-

der hermitescher Operatoren. Also existieren simultane Eigenfunktionen ¢ g, (r)
mit der Eigenschaft

Hpim (r) = Edpim(r)
L2pim (r) = R+ 1)Ygm (1)
f/sz,l,m (r) = hmpim(r)

[ € {0,1,2,...}

m € {—l,—l+1,....1—1,10}.

In Kugelkoordinaten ist das Problem, die stationdre Schrédinger-Gleichung zu
l6sen, separabel:
up, ()

2l}E,l,m (I') — ” : YLm (19, QO) .

Dann 16st ug,; (r) die radiale Differentialgleichung

R? 9% RA(l+1
Topar T Q(;wﬂ?) +V(r)|upi(r) = Eupy(r) (18.12)
h2k?

2m

E =

mit der Randbedingung
li_r>r(1) ug, (r) = 0. (18.13)

Aufgrund der Rotationssymmetrie des Problems diirfen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass die einlaufende ebene Welle entlang der Richtung n = e, propagiert:

Y™ (r) = Aexp(ikn-r)
= Aexp (ikz)

Kugelkoordinaten

Aexp (ikr cos?) .

Eine allgemeine Losung der stationédren Schrodinger-Gleichung in Kugelkoordina-
ten kann somit aufgrund der Eigenschaft der Axialsymmetrie um die Richtung n
des Strahls der einlaufenden Teilchen fiir ein radialsymmetrisches Potential V' (r)
als unendliche Reihe der folgenden Form dargestellt werden:

v ) = 3 ens 0y 0. = 0).
=0
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18.1 Streuphasen

Das Problem besteht darin, zu vorgegebener Energie £ = % die Entwicklungs-
koeffizienten cp; derart zu bestimmen, dass in groBem Abstand zum Target gilt

g (r) XA [exp (tkr cos V) + f(ﬁ)i exp (1kr)| .

Die einlaufende ebene Welle (™ (r) ist Losung der kriftefreien stationdren
Schrodinger-Gleichung (18.3). Somit existiert in Kugelkoordinaten die Darstellung

. 00 (in)
%n)( ) = Aexp (ikr cos ) = Z n)uEl (r) Yo (0,0 =0), (18.14)
1=0

wobei jetzt uSE , (r) die Losung der radialen kraftefreien stationdren Schrodinger-

Gleichung (18. 6) zur Randbedingung

limuy) (r) = 0 (18.15)

r—0

ist.
Sehen wir zundchst von Randbedingungen ab, so ist die allgemeine Losung der
radialen kréftefreien stationaren Schrodinger-Gleichung
h? o2 hzl(l + 1) (0) (0)
gt | ) = B (18.16)
h2k?
2m

E —

exakt durch eine Zylinderfunktion mit halbzahligem Index darstellbar
uEl( )=V kTZH (kr).

Nun sind die Bessel-Funktionen

Jo(s) = (Di il (i_i):Jr 1) (;)n (18.17)

n=0
larg (s)| < =

und die Neumann-Funktionen

N,(s) = =2 <W)S‘i]; ((ilr)_ £30 (18.18)

fiir nicht ganzzahlige Werte v in der Tat linear unabhéngige Losungen der Diffe-
rentialgleichung der Zylinderfunktionen:

2 1d 2
= 1-2) 2, (s) =0.
[ds2 s sds +< 52>] v(s) =0
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18 Elastische Streutheorie

Also gilt
Z,(s) =aJ,(s) +bN,(s).

Die Koeffizienten a und b sind dabei an die gestellten Randbedingungen anzupas-
sen. Fiir |s| > 1 gilt die asymptotische Darstellung:

2 s s
y — - —v—— 18.1
J,(s) — — ¢os (s 5V 4) (18.19)
N() . 2 . ( s 7r>
(s —sgin(s——v——]).
s 2 4

Da die Neumann-Funktionen fir »r — 0 sm%ular sind, muss zur Erfiillung
der Randbedingung Gl. (18.15) fiir die Losung up; (r) gefordert werden, dass der
Koeffizient b gleich Null ist:

UEz (r) = \/—Jl+ (kr).

Wir setzen hier 0.B.d.A. a = 1, da wir bereits entsprechende Koeffizienten ag?l) in
der Reihenentwicklung (18.14) vorhalten.

Es ist zweckméfig, in der obigen Reihe (18.14) fir ln)( ) die Kugelflichen-
funktion Y; (¥, ¢ = 0) durch Legendre-Polynome P, (cos)) auszudriicken:

20+1
T

Yio(W,o=0)= P, (cos?).

Von den Kugelflichenfunktion Y;,, (9, ¢) ibernehmen die Legendre-Polynome ent-
sprechende Orthonormalitéitsrelationen:

2
20+1

/ dd sin (¢) P,(cos ) Py (cos ) = oL (18.20)

Somit folgt aus Gl. (18.14) auf einer Kugel mit Radius R > R. am Ort v’ = Rn’
die Darstellung:

aiul) (R) = R - / AQu Y, (0, ") 2 (r') (18.21)
2m g
= R- / dgo'/ A9’ sin (9) Y, (¢, ') Aexp (ikR cos?')
0 0 ’
= 21R- /7r 4’ sin (¢') Y}y (¢, ¢’ = 0) Aexp (ikR cos )

= 27r—/ dﬁYfO(ﬁ ¢ =0)-(—1 )aaﬁlexp(zkchosﬁ)
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18.1 Streuphasen

Im Grenzfall kR > 1 formen wir diesen Ausdruck nun um zu
p.L.
W=m

{_YE,TO (¥, ¢ = 0) exp (ikR cos 19’)}

= 2m— / d t ror . /
ik —I—/ dd l@ﬁ’y’ (¥, 0 —O)] exp (ikRcos ')

RR>1 (1
- (ﬁ)

A 1
MET an 2 [ (7, 0) exp (—ikR) + Yy (0,0) exp (+ikR)| + O ( ; R)

Die Ergebnisse von Kapitel 14 ergeben:

20+1

Vis(m0) = \[Z = (-1
20+1

Also folgt
A J21+1
a%nl)u%nl) (R) RES1 o Zk\/T {exp (ikR) — (—1)lexp (—ikR)} '

Nun gilt

exp (ikR) — (=1)"exp (—ikR)
= exp (ikR) — ¢™ exp (—ikR)

— (B {exp [ (k:R - l)] ~exp [—i <I<:R - gzﬂ}
= i'-(2i) -sin (kR - 2[) :

Somit erhalten wir einerseits:

A 2041
agluy) (R) M 2n Z]\C\/T - (2i) - sin (kR—;Tl> (18.22)

dm (21 +1 T
= Ak‘ e zsm(k:R—Ql).

Andererseits folgt fir kr > 1 aus Gl. (18.19) fiir Bessel-Funktionen mit einem
halbzahligen Index v =1 + % die asymptotische Entwicklung:

JH( )kgl 7Tkrs.lll(/’m"—l;r),
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18 Elastische Streutheorie

d.h. es gilt auch:

agui) (R) = ai)VER T, 1 (kR) 5 (m)\/;sm (k‘R - lg) : (18.23)

Vergleich von Gl. (18.22) und GI. (18.23) zeigt, dass sich der Term sin(kR — [7)
auf beiden Seiten weghebt, so dass wir eine explizite Formel fiir die Entwicklungs-

koeffizienten a%?l) erhalten:
in A 21 1 .
agz,z) s - 2my ;L it

2/123“’ (r) = Aexp (ikrcos?)
(in) u(Ellnl) (T)

= agp , Yio (¥, =0)
1=0

Nach dem Gesagten ist

% 2l +1 ,Vkrdy i (kr)
e —2 2 -Y 19 e
5:0 2 ™ 5 ? . l,o( y P 0)
> 2l+1 Vkrdi (kr) 21 41
= A-. 2 P 7).
> o\ Ao

Damit ist jetzt die folgende Identitét bewiesen:
. T .l
exp (ikr cos ) = 2or > 20+ 1)i'P(cosd) - Jpa1 (kr). (18.24)
"i=0 :

Zugleich erhalten wir unter Verwendung von Gl. (18.20) hieraus eine Integraldar-
stellung fiir Besselfunktionen mit halbzahligem Index:

™ €
\/ %Jz% (kr) =

Die allgemeine Losung der stationdren Schrodinger-Gleichung ist fiir den Fall,
dass die einlaufenden Teilchen entlang der z-Achse mit Amplitude A = 1 einlaufen,
und das Streupotential V' (r) radialsymmetrisch ist, gegeben zu

sin (9') Py(cos ') exp (ikr cos ). (18.25)

o0

Vi (r) = Z CEl UEjn(T) . YE,O (197 Y= O)

> 20+1

_ ZCEluEl

P (cosd) .
r o Dileos?)
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18.1 Streuphasen

Zwar ist ug, (r) im AuBengebiet r > R, ebenfalls eine Losung der kréftefreien
Differentialgleichung, aber in der Wechselwirkungszone r» < R, wird die Losung
up, (r) durch das Potential V(r) beeinflusst. Deshalb ist im AuBlengebiet r > R
die allgemeine exakte Losung der Differentialgleichung eine Linearkombination von
Zylinderfunktionen:

CE,l " UE, (T) == \/H [(IEJ . Jl—i—% (k’T) + bE,l . Nl—&—% (/{37’)} . (1826)

Die bei r = 0 vorhandene Singularitit der Zylinderfunktion N 1 (kr) wirft jetzt
keine Probleme auf, da die Formel nur im Auflengebiet r > R. zum Einsatz kommt.
Im Innengebiet 0 < r < R. muss die radiale Differentialgleichung (18.12) in Gegen-
wart des Potentials V' (r) mit der Randbedingung lim,_,o ug; (r) = 0 noch geldst
werden, was in der Regel nur durch den Einsatz numerischer Verfahren méglich
ist. Stetigkeit von ug, (r) und der ersten Ableitung %UE’Z (r) bei r = R, liefert
dann fiir jeden Wert [ = 0,1,2,... jeweils zwei Bestimmungsgleichungen fiir die
unbekannten Koeffizienten az; und bg;.
Asymptotisch folgt fir » > R, und zugleich kr > 1 :

2
Jii1 (kr) k3! “Tk‘r sin (lm“ — lg)
r | 2
Nl"r% (k}’f’) kzl — % COS </{:7‘ — lg) .

Also folgt fir grofien Abstand zum Streuzentrum

- 2
cpaug (T) krx1 \/; [aE,l sin (kr — l;) — bp, cos (k’f’ — l;)} )

Wir tiiberzeugen uns jetzt davon, dass die Koeffizienten ag; und bg; reelle Zahlen
sind. Dazu betrachten wir den Gesamt-Teilchenfluss durch die Oberflache einer
Kugel mit Radius R > R, und nehmen an, dass gilt kR > 1. Mit v’ = Rn’ auf
der Kugeloberfliche mit Normalenvektor n’ in radialer Richtung folgt jetzt:

R? / AQjg - 1’
-r [ dQn/Z i {6 ()] (97 0) v (1)}

= Im R? / dQn,Z [ (Rn')]' aisz (Rn')

oo T
up, (R) |20 +1
gc}:ﬂ,l E;% ppm P, (cos 19)]
> ug. (R) 2[’ —I— 1
/ ’ \/ Py Y
V§O0E’l R . 1 (COS )

— Im R? / a0, "
1

w2
OR
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18 Elastische Streutheorie

20+1 21"+ 1
ZCEZCEZI\/ a \/l+ /dQ P, (cos ) Py (cos )

Ly

< { pih0 2 (1ar () }

*Z|CE1| Im{ EIR<R)£% <“EIR(R)>}
M;)Im{ \/g[aglsm(k:R—lg)—b;lcos(k:R—lg)}
(\F aElsm<kR—l )—bEJcos (kR—l;)D}

hk 2 & aElsm kR—l )—thvlcos(k:R—lg)
]

=—=—)% Im
uﬂlz(:) aElcos k:R—l >+bE,lsin<kR—lg

=2 2z+161 v

"R

Sei jetzt
ag; = l|ag|e e
bE,l = |bE,l| eiﬁE’l.
Dann ist
Im (CLTE,le,z) = |agi|[bp;|sin (Be; — ap;)
Im (bglaE,z) = —lag|[be,|sin (Be; — agp,)
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18.1 Streuphasen

und es folgt fir R% — 00:

R2 /dQn/jE . n,
hk 2 &

= —=> lap| |bg,|sin (Bey — apy) [sim2 (k;R — lw) + cos? (k;R _ l”)]
Ly 2 2
hk 2 &

= ;; Z lag||be|sin (Bey — agy)
1=0

= [ divip(r)
= 0 (Teilchenzahlerhaltung).

Somit gilt notwendig
BEl = agy, (18.27)

d.h. wir dirfen die Amplituden ag; und bg; nach Abspaltung eines gemeinsamen
Phasenfaktors e’®2: als reelle Zahlen ansehen!

Mit
ag; = Cp Ccosip
bE,l = —Cpg|l sin (SEJ
Cpy = €Z'O‘E’l\/’&E,l|2 + \bE,z\2
folgt dann

r 2 b
UEJ (T) kzl \/; [(Zf sin (k?’f‘ — l72r> — % COS (]{77’ — lg>‘| (1828)

2
:\/sin(kr—lﬂ%—él).
s 2

Das asymptotische Verhalten der ezakten radialen Wellenfunktion ug; (1) ist fiir
kr > 1 demnach vollstandig durch die sog. Streuphasen ¢; charakterisiert:

tan (0p,) = _bmi

ag;

Wie wir gezeigt haben, sind aufgrund der Teilchenzahlerhaltung alle Streuphasen
dg, notwenig reelle Zahlen!

Die Losung der stationaren Schrodinger-Gleichung ist fiir den Fall, dass die
einlaufenden Teilchen entlang der z-Achse mit Amplitude A = 1 einlaufen, und
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18 Elastische Streutheorie

das Streupotential V' (r) radialsymmetrisch ist, in groem Abstand zum Target
gegeben zu

Ve () "2 exp (ikrcos ) + f(l?)i exp (ikr)

sl ug (r
= > cpy £ (r) Y0 (0,9 =0)
-0 T

© 2041
= > cpy U (1) \/ i P, (cos?) .
= T 47

Um jetzt die Streuamplitude f(¢)) durch die Streuphasen §; auszudriicken, losen
wir nach dem Streuterm auf und erhalten:

CE,l'\/g\/meXp 7 kr—l§+6Eyl)]—exp[—z(kr—lg—l-&;J)]
T 4

2 , P, (cos v
_1?17«(21+1)exp< ”l) expli(kr—15)]- e"p[ i(kr—15)] } (cos V)

5 [ari1 e@[i(—15+9p.)]
1 ]{5 00 CE € T 47
- exp (ikr) 3120

z ) (cos )
_7(21+1)exp<”l) M }P( )

2

F(9) - exp (ir) 2" s 1) — exp (ikrcos )
_ i { CE,zuE‘Tl(T) ZEL P (cos ) }
B = —\/7(2l +1)4'P(cos ) - Jl+% (kr)
3y { o FE S TR (cos) }
1=0 _\/Tm (21 + )z P, (cos ) \/7$1n (kr — lg)

\/7\/mexp —l5+0E, }
—Lexp (—ikr) Y2, i exp| i(13)] P, (cos )

—7(21—1- )exp( El) : 27(1
2L exp |4 15+ g, 1
exp (zk‘r Zl 0 { \/7\/_7 2[ _{[ 1() Z)] } QiPl (COS 19)

_ (18.29)

P /21+1
—Lexp (—ikr) Y2, { \/; exp [~i0g.] } exp( )Pg (cos ).

—= 2+ 1) exp (zgl)

Da es bei stationarer elastischer Streuung nur eine auslaufende Kugelwelle % exp (ikr)
geben darf, ist zu fordern, dass im obigen Ausdruck der Koeffizient der einlaufenden
Kugelwelle * exp (—ikr) unbedingt gleich Null ist! Dies ergibt eine Bedingungsglei-
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chung fiir die Streuphasen e~*:

2 21 +1 K ‘ 1
Cel - \/; i exp <—221) exp [—idg,] = % (20+1).

Es ergibt sich somit der folgende Zusammenhang zwischen Streuamplitude f(1)
und den Streuphasen ¢§; fir [ =0,1,2,3,.. .:

1) = { \/7\/Eexp[( lg+5E,l>} }212,]31(00519)

—L@i+1)

> { At (f)“sE’l) } L Py cos)

_ i{exp QZ(SEZ) };(2[—}-1)3((30819)

Also
1 o

NOESDY (e sin 0, ) (21 + 1) i (cos ). (18.30)

Verschwinden die Streuphasen g, so findet keine Streuung statt, die einlaufende
(stationére) ebene Welle bleibt dann unverandert so wie sie ist.
Der hergeleitete Ausdruck fiir f(+9) dndert sich nicht, wenn wir substituieren:

(SEJ — 5E,l + .

Somit sind Effekte der Streuung in der Quantenmechanik periodisch mit der Peri-
ode 7, nicht mit der Periode 27, was man héitte vermuten konnen!

Fiir den totalen Streuquerschnitt folgt jetzt unter Verwendung der Orthonor-
malitatsrelation Gl. (18.20)

S 2w/“dz98m(19)|f(19)|2

4 &
— k:QZ (20 + 1) sin® (0,) -

Jede Partialwelle [ = 0,1,2,3,... liefert also hochstens den Beltrag T (204 1).
Dieser maximale Wert wird fiir §; = (n; + )7T angenommen, wobei 7, E Z

Man tiberzeugt sich leicht, dass der hergeleitete Ausdruck fiir oo in Uberein-
stimmung mit dem optischen Theorem Gl. (18.11) ist:

Otot, = ?Imf( 0)

= 4;-;ZIIH< “SEZSIH(SE[) (2l+1)

= kZZ (20 + 1) sin® (0g,) -
1=0
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18 Elastische Streutheorie

Die Methode der Partialwellen ist besonders niitzlich bei Potentialen mit kleiner
Reichweite. In dem Fall spielt nur der Term mit [ = 0, die sog. s-Welle, eine Rolle!
Um dies zu zeigen, betrachten wir die radiale stationare Schrédinger-Gleichung
(18.12) einmal mit und einmal ohne Potential:

n? 9 R+ 1) ]
7101_r>r(1)uEl(7") =0
h? o2 h2l<l + 1) (0)
l 2M6T2 + 2/”3 ] uE,l (T) 0 ( 8.3 )
lim )y (r) = 0.

Wie schon erwahnt besitzt die kraftefreie radiale stationare Schrodinger-Gleichung
zur Randbedingung lim,_, Ug,)z (r) = 0 die exakte Losung

ugy (r) = VhkrJy (kr) (18.33)
hk = \/2uFE.

Die erste Differentialgleichung (18.31) multiplizieren wir mit ug)l (r), die zweite

Differentialgleichung (18.32) mit ug; (r) und subtrahieren beide Ergebnisse:

N
87’E

0 0 2
00 (r) 5w (r) = gy (1) o i) <r>] = LU (D V(s (r).

Integration von r = 0 bis r = R liefert jetzt unter Beachtung der Randbedingungen
bei r =0

0 0
ug)l (R) }gn auEl (r) —ugy (R) hm E“El / druEl V(r)ug (r) .

Fir groBe Abstdnde kR > 1 diirfen wir die bereits hergeleitete asymptotische

Losung verwenden:
2 . T
ugy (R) — \/;sm (k:R — 15 + 5E,z)

>
W) (R) — \/;sin (kR—l;T).

298



18.1 Streuphasen

Es gilt dann fir kR > 1:

0 .0
uigy (R) lim =y (r) = up (R) limy =) (r)
= —k {sin (k:R — l) cos (k:R — lz + 6El)
s 2 2

— sin (k’R—lg—l—&E,l) COS( )}

_ 2 [(kR _ zg> <kR _ zg + 5El)]

Hicraus folgt, wenn wir noch fiir u) El ) (r) die exakte Darstellung GL. (18.33) einset-

Zen: Qk 9
= sin (95,) = hiz‘ 0

Aufgrund unserer Annahme, dass das Potential eine endliche Reichweite haben
soll, folgt jetzt der Ausdruck:

0o dT\/HJlJr% (kr)V(r)ug, (r) .

ksin (6g,) = _Zum dr\/HJH; (k) V(r)ugy ().
’ h? 2 Jo 2 ’
Offensichtlich ist dg,; eine positive oder negative reelle Zahl, je nachdem es sich
um ein attraktives Potential, V(r) < 0, oder ein repulsives Potential, V' (r) > 0,
handelt.
Zur Abschatzung der Groflenordnung der Streuphasen dg; setzen wir unter dem
Integralzeichen

upy (r) — uEl( )= \/_Jl+ (kr)
und erhalten 5 n
. pm [l 2
sin (0p;) ~ _ﬁ§/o drr [Jl+§ (kr)} V(r).
Einsetzen der Reihenentwicklung der Besselfunktionen liefert

. 24 (kR.)*! fie Ty
PR / drr - () Vi(r).
sin (0p,1) R1-3-5---(204+1) o " R, )

Die Streuphasen g, sind demnach ungerade Funktionen des Parameters k = M

Mit wachsendem [ nehmen die Streuphasen fiir kR, < 1 sehr rasch ab. Die Bedm—
gung kR, < 1 entspricht dabei der Streuung langsamer Teilchen. Bei der Streu-
ung niederenergetischer, langsamer Teilchen in einem Potential V(1) mit endlicher
Reichweite spielen demnach nur s-Wellen (I = 0) eine Rolle. Der differentielle
Streuquerschnitt fiir s-Wellenstreuung ist unabhéngig vom Streuwinkel!
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18 Elastische Streutheorie

Das Ergebnis ist anschaulich, denn ein schwaches kurzreichweitiges Potential
V(r) wird fiir [ > 0 iiberall von der Zentrifugalbarriere ﬁzllﬁl dominiert, d.h. alle
Streuphasen dp; sind in dem Fall fir [ > 0 klein! Das Potential V(r) kann dann
nur bei nicht vorhandener Zentrifugalbarriere, also fiir [ = 0, einen merklichen
Effekt haben, d.h. nur die Streuphase ép fiir s-Wellenstreuung (! = 0) ist dann

wichtig!

18.2 Die Stationare Schrodinger-Gleichung als

Integralgleichung
Die sog. retardierte Greensche Funktion
GV (r,s;6) = LN exp(ive|r —s|)
o 47 |r — s

Ime > 0

ist in der oberen Halbebene Ime > 0 der komplexen e-Ebene eine analytische
Funktion der komplexen Variablen ¢. Die Funktion G (r,s;¢) ist eine Losung
der speziellen inhomogenen partiellen Differentialgleichung

(Vf + 5) G (r,s:6) =6 (r—s).

Die Funktion G (r, s; e) beschreibt also im Grenzfall, dass man sich in der kom-
plexen e-Ebene der reellen Achse von oben nahert,

2
£ — h’l;EquOJr

eine auslaufende Kugelwelle mit dem Punkt s als Mittelpunkt.
Wir schreiben jetzt Gl. (18.2) um zu

(V2 + 5 B) i) = BV )0,

Mit Hilfe der retardierten Greenschen Funktion erhalten wir dann die folgende
Integralgleichung:

V() = i () 4 / PsG0 (r,5;¢) 2 2 () (s). (18.34)

Dabei ist jetzt ¢g“) (r) die allgemeine Losung der kraftefreien stationdren Schro-
dinger-Gleichung fiir das einlaufende Teilchen:

(v? h2E) )y — g,
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18.2 Die Stationdre Schrodinger-Gleichung als Integralgleichung

Angenommen das Potential V' (s) ist in der Region |s| > R, derart klein, dass
die Beitrage zum Integral aus dieser Region vernachléassigbar sind. Dann gilt, wenn
r’ ein Punkt innerhalb dieser Region ist, und r ein Punkt weit auflerhalb:

r—r| = Vror+r-r'—2r-r

r’ r —2r-r’
= |r|

x| :
|r|
Somit erhalten wir in fithrender Ordnung fiir den Fall |r| > R,:
1 z\fr —i eLs
‘ |exp(\/_|r_sy) \[T"

Die gefundene Formel bestéitigt am Ort r = rn’ fir die allgemeine Losung der
Integralgleichung unser stationires Bild der Uberlagerung einer homogenen ein-
laufenden ebenen Welle mit Propagationsrichtung n,

wgn)(r) — ei e nr

r =

12

mit einer richtungsmodulierten auslaufenden Kugelwelle:
Vel = 9+ [ @G (ei6) BV (s)0e(s)
1 1
_ iVenr 7/ d3
e I Joen T s ’exp(flr \) V(s)¥e(s)

. lf r-s
it guvene L[ o O e 2y
|s|<R. r

47
) z\fr 2% 1 )
_ ivenr H / d3 —z\/En’-sV
‘ v hdn Jger " (8)05(s)
ez\/gr

= ei\/gn'r+f(n,n) p

wobei exakt gilt:
’ 1 2[1/ 3 74\/’ /.
- _ d i\/en’ s )
flnn) = =78 [t S (s)(s)

In der Bornschen Naherung wird die Integralgleichung naherungsweise gelost,
indem unter dem Integralzeichen

Ui(s) = v (s) = €V
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18 Elastische Streutheorie

substituiert wird. Dann folgt die Streuamplitude in Bornscher Néaherung zu

12 (!
fenn) = _Ehi; / 3 stk -n)sy/ () (18.35)
k= Ve= QNE.
h
Variiert das Potential auf der Skala |s| =~ |k(112+n)| nur schwach, dann wird im

Hochenergie-Limes kR. > 1 der Beitrag zum Integral aufgrund des stark oszillie-
renden Integranden klein, d.h. die Bornsche Naherung wird in dem Fall eine hohe
Genauigkeit aufweisen. Im entgegengesetzten Fall niedriger Energie E der einlau-
fenden Teilchen muss fir die Giiltigkeit der Bornschen Naherung vorrausgesetzt
werden, dass das Potential V(s) nur ein schwaches Streuvermogen besitzt, d.h.
V(s)| < E.

Der Impuls der einlaufenden Teilchen ist
p = hkn,

wahrend
p = hkn’

der Impuls der in Richtung n’ auslaufenden Teilchen ist. Demnach ist die Streuam-
plitude in der Bornschen Ndherung fiir ein radialsymmetrisches Potential V(s) =
V' (|s]) nur noch eine Funktion des Impulstibertrags ik = |p — p’| der Teilchen
beim Streuvorgang:

p—-p| = hkvn-n+n'-n —2n-n (18.36)

= hk\/2(1 — cos?)

= 2hksin <19>
2

= hk.

Es folgt, wenn wir Kugelkooordinaten verwenden, und dabei die Polarachse par-
allell zum Vektor p — p’ orientieren:

2u 1

fe(n,n’) = fp(k) = 7 /OOO dssV (s)sin (ks). (18.37)

Offensichtlich verschwindet der Imaginéarteil:
Im fB(H) = 0,

d.h. die Bornsche Naherung verletzt das Optische Theorem!
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18.3 Coulomb-Streuung

18.3 Coulomb-Streuung

Das Coulomb-Potential, z.B. zwischen einem Teilchen mit Ladung =+ |e| und einem
Z-fach geladenem Atomkern, entzieht sich unseren bisherigen Methoden, da es von
langreichweitiger Natur ist. Wir fithren deshalb einen ,cutoff“-Parameter A > 0
ein, der das Potential bei grolem Abstand |r| > A zum Streuzentrum gentigend
schnell klein macht:

|r|

+7|e|*e s
drey  r|

V(r;\) =

Dieses sog. Yukawa-Potential fallt fir |r| > A\ derart rasch ab, dass man hoffen
darf, dass unsere bisherigen Berechnungsmethoden zur Behandlung von elasti-
schen Streuproblemen endlicher Reichweite des Potentials wirksam sind. Am Ende
der Rechnung betrachten wir dann den Limes A\ — 0 und zeigen, dass das Er-
gebnis auch fir das Coulomb-Potential physikalisch sinnvoll ist. Bei Problemen
der Festkorperphysik (Abschirmung von Ionen im Metall) bzw. der Kernphysik
(Meson-Austausch) ist das Yukawa-Potential schon fiir sich genommen ein Mo-
dell-Potential von erheblicher Bedeutung.

In der Bornschen Naherung resultiert fiir die Streuamplitude des Yukawa-Poten-
tials eine Funktion des Streuwinkels ¢ und der Energie £ = % der einfallenden
Teilchen:

2l o +Z|efPe N
fe(k) = —%—/ dss e[ e sin (ks)

ey ||

2u+7 e
= h/; 47r<|€0 p / dse™> sin (ks)
2utZz le]* 1
— ZIm / d >\+m S
"2 dmey K sel
2uZlef1
R dmey K _X + ik
. uxZ le]> 1
N h2 47’(’60 K2 + %
£ Z)e) 1
dmey  4F sin® (g) + %%

Im Limes A — oo héngt das Ergebnis fir die Streuamplitude fp(x) nicht mehr
vom Planckschen Wirkungsquantum £ ab! Es folgt fiir den differentiellen Wir-
kungsquerschnitt des Coulomb-Potentials im Rahmen der Bornschen Naherung
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18 Elastische Streutheorie

die schon aus der klassischen Mechanik bekannte Rutherford-Formel:

2
do 2 Z \e]2> !

ar e ‘ 18.38
a0 |f5(r)| ( dmeg ) 16 E2sin? (g) ( |

Die ezakte Behandlung der elastischen Streuung eines geladenen Teilchens im
Coulomb-Potential ist mathematisch anspruchsvoll, sodass wir sie hier nicht behan-
deln wollen (siehe z.B. Band 3 des Lehrbuchs der Theoretischen Physik von L.D.
Landau & E.M. Lifschitz, ,Quantenmechanik“, Akademie-Verlag Berlin, 1979).
Wichtig fiir uns ist an dieser Stelle, dass die exakte Rechnung als Ergebnis fiir den
differentiellen Wirkungsquerschnitt die klassische Rutherford-Formel liefert! Man
konnte sagen, das Ergebnis unserer Rechnung ist besser als die Herleitung, die ja
im Rahmen der Bornschen Naherung erfolgte. Allerdings ist die Streuamplitude
in der exakten Rechnung, in Ubereinstimmung mit dem optischen Theorem, eine
komplexe Grofle, mit einer vom Planckschen Wirkungsquantum A und vom Lo-
garithmus des Abstands zum Streuzentrum abhangigen Phasenfunktion. Bei der
Berechnung des Absolutbetrags der exakten Streuamplitude kommt es auf diesen
Phasenfaktor aber nicht an, sofern wir uns nur mit unterscheidbaren Teilchen
befassen!

Wir werden spéter noch eine Variante der Rutherford-Streuung, die sog.
Mott-Streuung, besprechen. Diese beschreibt die Streuung ununterscheidba-
rer geladener Teilchen, z.B. zwischen zwei Protonen oder zwei Elektronen, wobei
die komplexe Streuamplitude, wie sie aus der exakten Behandlung des Coulomb-
Potentials resultiert, die im Experiment beobachteten Oszillationen des differenti-
ellen Wirkungsquerschnitts in allen Einzelheiten quantitativ zu erkarten vermag!
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19 Systeme aus gleichartigen
Teilchen und Zweite
Quantisierung

Wir betrachten eine Anzahl N von ununterscheidbaren Teilchen der Masse p,
mit Ladung Z |e] und Spin s, die miteinander wechselwirken. In der nicht relati-
vistischen Physik sind die Geschwindigkeiten der einzelnen Teilchen relativ zum

Laborsystem gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ¢ kleine Groflen, also |#] <.

Dies bedeutet, dass man mit einem Hamilton-Operator H arbeiten darf, der im
einfachsten Fall (wenn kein duBeres Magnetfeld anliegt) nur von den Positionen
r) und den Impulsen p¥) = 2 ¥ ;, aller Teilchen des Systems abhéngt:

R N h2 1 N )
H = Z _Tvi(j) + 5 Z Vv (r(]), I'(k)) .
=1 =M

J,k=1

Der erste Term ist die gesamte kinetische Energie der Teilchen, der zweite Term
ist die gesamte potentielle Energie der Wechselwirkung, die wir hier als eine Zwei-
Teilchen-Wechselwirkung beschreiben:

1% (f(j)’ f.(k)> -V (f‘(k’)’ f.(j)) '

Wie man sofort einsieht, ist der Hamilton-Operator des betrachteten wechselwir-
kenden N-Teilchen Systems invariant bzgl. einer Vertauschung der Koordinaten,
(r0) r®) — (r® () und bzgl. einer Vertauschung der Impulse, (p), p*)) —
(Pp®), p1)), des j-ten Teilchens mit dem k-ten Teilchen.

Sei nun I@’jﬁk ein Operator mit der folgenden Wirkung: das Teilchen mit der
Nummer j am Ort r¥) wird mit dem Teilchen mit der Nummer k& am Ort r¥)
vertauscht. Dann gilt nach dem Gesagten fiir alle Paare j, k € {1,2,...,N}:

Pj,k oH=H OIP)J"]C.

Da die Teilchen als gleichartig angenommen sind, haben sie natiirlich alle die glei-
che Masse p, die gleiche Ladung Z |e|, und den gleichen Spin s € {0, %, 1, %, 2,...}.
Die einzelnen Teilchen des Systems konnen sich bzgl. des Spin noch bzgl. der
Quantenzahl m©) € {—=s,—s+1,...,5—1, s} unterscheiden.
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Demnach existiert eine Basis von Funktionen

\IIEJTJ-JC (r(1)7 m(l)a r(2)a m(2)7 s ;r(N)a m(N)) = \I}E,Tl']',k (17 27 cty N) )
die simultane Eigenfunktionen der hermiteschen Operatoren H und I@’j,k sind:

HVp,  (1,2,....5,....k,...,N) = EVp. (1,2,....5,....k....N)
PonWen, (1,2, ek, N) = W (1,2, kG N)
= Wj,k‘PE,ﬂj,k(1727~--7j;---7k;---7N)-

Nattrlich ist die urspriingliche Konfiguration bei zweimaliger Anwendung von

A

P; x auf den Zustand Vg ., (1,2,...,7,...,k,..., N) wieder hergestellt! Demnach
muss gelten:

A

o PV (1,2, 4, k. N)
= Piwo maVen, (1,2, 4. k. N
= (m3)’ Ve, (L2, fe ko, N)

= Upa, (L2, j ko N),

d.h. der Vertauschungsoperator ]f”j,k hat nur zwei mogliche Eigenwerte:

Bei unserem ,,Beweis“ haben wir stillschweigend eine eindimensionale Darstel-
lung angenommen! Es gibt aber auch mehrdimensionale Darstellungen der Permu-
tationsgruppe. Die entsprechenden , Teilchen“ geniigen einer sog. Para-Statistik.

Die Eigenfunktionen Vg 4 (1,2,..., N) zum Eigenwert 7, = 1 heiflen symme-
trische Funktionen, die Eigenfunktionen Uy _ (1,2,..., N) zum Eigenwert ;) =
—1 heifien antisymmetrische Funktionen. Da H und I@’M vertauschen, bleibt bei
der zeitlichen Entwicklung eines durch den Hamilton-Operator H beschriebenen
Systems eine zur Zeit t = 0 symmetrische Funktionen symmetrisch, und eine zur
Zeit t = 0 antisymmetrische Funktionen bleibt antisymmetrisch:

\I/i (1,2, e N,t) = ZCE’,:I:\I]E’,:N: (1,2, e N) exp (—;E%) .
El

Die moglichen Zusténde des Systems werden also nur durch solche Linear-
kombinationen dargestellt, die die Symmetrie-Eigenschaften bei Teilchenaustausch
(7,k) — (k,j) nicht verdndern. Die Symmetrieeigenschaften der Wellenfunktion
eines Systems unter Teilchenaustausch (j, k) — (k,j) konnen auch durch das Ein-
wirken duflerer Krafte nie verédndert werden!
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Antisymmetrische Wellenfunktionen werden zur Beschreibung von (einfachen
oder zusammengesetzten) Teichen mit einer halbzahliger Spin-Quantenzahl s €
%, %, ...}, symmetrische Wellenfunktionen werden zu Beschreibung von (einfa-
chen oder zusammengesetzten) Teichen mit einer ganzzahliger Spin-Quantenzahl
s € {0,1,2,...} verwendet. Teilchen mit antisymmetrischer Wellenfunktion heiflen
Fermionen, Teilchen mit symmetrischer Wellenfunktion heiflen Bosonen. In der
Natur kommen nur Bosonen oder Fermionen vor, was eine experimentelle Tatsache
ist!
Wir betrachten jetzt ein System von zwei gleichartigen Teilchen. Sei W (1, 2;1)
eine Losung der Zweiteilchen-Schrodinger-Gleichung;:

0 N
h— — H | W (1,2;t) =0.
(ingy ~ 1) wir.2u
Dann ist ¥ (2,1;t) = @172\11 (1,2;t) eine zweite Losung. Die speziellen Losungen
U, (1,2;¢) mit den erforderlichen Symmetrie-Eigenschaften zur Beschreibung von
Bosonen oder Fermionen sind dann gegeben zu

Uy (1,2;t) = Ny - (U (1,2;) £ U (2,1;0)).

Das beschriebene Verfahren zur Symmetrisierung bzw. zur Antisymmetrisierung
einer Wellenfunktionen von zwei Teilchen kann fiir ein System bestehend aus N > 2
gleichartigen Teilchen verallgemeinert werden. Sei W (1,2, ..., N;t) eine Losung der
N-Teilchen Schrodinger-Gleichung;:

(z’ha—ﬁ>\11(1,2,...,]\/;t)—0.

ot
Dann sind insgesamt N! verschiedene Vertauschungen von (1,2,...,N) nach
(m(1),7(2),...,7(N)) moglich, wobei 7 € Sy eine Permutation, also ein Ele-

ment der symmetrischen Gruppe Sy von N Objekten ist.
Beispiel: fiir N = 3 existieren insgesamt N! = 3! = 6 verschiedene Permutatio-
nen von drei Objekten 1,2, 3:

(1,2,3) 8 (1,2,3)
(1,2,3) B (2,1,3)
(1,2,3) 3 (3,2,1)
(1,2,3) & (1,3,2)
(1,2,3) & (3,1,2)

(1,2,3) B3 (2,3,1).

Also ist die symmetrische Gruppe der Permutationen von drei Objekten gegeben
zu
S3 = {mo, m1, T2, T3, T4, W5 } -
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Das Bild der Zahlen 1, 2, 3 unter der Permutation 7y ist geméafl unserer Zuordnung
gegeben zu

1 (1) = 2
m(2) =
1 (3) = 3.
Fiir ein System mit einer Anzahl N gleichartiger Teilchen ist die Linearkombi-

nation
Uu(L,2,...,Nst) =Ny Y sign(m) Ul (1),7(2),...,7m(N);
TESN
die antisymmetrische Losung, die Linearkombination
Us(1,2,...,N;t) =Ns > ¥[r(1),7(2),...,7(N);t]
TESN

ist die symmetrische Losung der N-Teilchen Schrodinger-Gleichung. Die Sum-
mation lauft iber alle N! verschiedenen Permutationen = € Sy der symmetrischen
Gruppe Sy von N Objekten. Die Zahl sign (1) ist gleich Eins, wenn die Permu-
tation 7 durch eine gerade Anzahl von Zweiervertauschungen erzeugt wird, sie
ist gleich minus Eins, wenn die Permutation 7 durch eine ungerade Anzahl von
Zweiervertauschungen erzeugt wird.

Wie schon in der Quantenmechanik eines einzelnen Teilchens nehmen die sta-
tiondren Wellenfunktionen

HY:(1,2,...,N;E) = EVU.(1,2,...,N;E)
¢ € {AS}

eines Vielteichensystems bei der Beschreibung der zeitlichen Entwicklung des Sys-
tems eine Schliisselrolle ein:

Ve (1,2,...,N;t) = ch(E)\Ifg(l,Z,...,N;E)exp (—;Et)
E

¢ € {45}
Ist der Anfangszustand U, (1,2,..., N;t = 0) bekannt, so sind die Entwicklungs-
koeffizienten C; (E) gegeben zu:
Cc (E)

= Z / d3rq Bry--- dBry
mD) (@ (V) Vol Vol Vol
—s<m<s

xWUL(1,2,...,N;E)¥¢(1,2,...,N;t =0)
= (W (L2,...,N;E), ¥ (1,2,...,N;t =0)).
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19.1 Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

Oft ist es moglich, Systeme aus gleichartigen Teilchen als schwach wechselwir-
kendes Gas zu beschreiben. In dem Fall liegt es nahe, die Zustiande des N-Teil-
chensystems als Linearkombination von Produkten von symmetrisierten bzw. an-
tisymmetrisierten Einteilchen-Wellenfunktionen darzustellen. Die folgenden aus
einem Satz {¢k,, Yk, ..., Yry} von linear unabhingigen (nicht notwendig ortho-
normierten) Einteilchen-Wellenfunktionen ¢y, (j) = v, (r¥), mY) konstruierten
antisymmetrisierten bzw. symmetrisierten N-Teilchen-Wellenfunktionen

qu(1727~‘-aN;wanpkm-”awkN) (19'1)

- \/% ZS: sign (1) Py [m (V)] - P, [ (2)] -+ iy [0 (N))]

bzw.

\IIS(1727"'7N;¢k17¢k2""7¢k1\7) (192)

- 7w 5 b (1]t )]+ [ (V)

stellen entsprechende linear unabhangige Basiselemente im Hilbert-Raum der anti-
symmetrischen bzw. symmetrischen N-Teilchen-Wellenfunktionen dar. Aufgrund
der Identitét

Uy [ (D] -y [ (2)] -+ iy [ (N)]
= Uiy (D) Yy (2) by, (V)

die lediglich eine Umstellung der Reihenfolge der Faktoren geméfl der zu 7 inversen
Permutation 7’ = 7! beinhaltet, folgt jetzt:

‘I’A(1727~--7N§¢k17¢k27~--7¢k1\,) <193)

w'=r 1 . /
= 7R T ) Vh (1) (20 Gy (V).

bzw.
\D5<1727"'>N;wk17wk27"'7wk1\r) (194)
=1 1
- U W’EZSN Uk (1) Wy (2) 0 Wk, (V)

Von besonderer Bedeutung ist das Skalarprodukt zweier derart aus Einteilchen-
Wellenfunktionen zusammengesetzten /N-Teilchen-Wellenfunktionen. Klar, das Ska-
larprodukt einer antisymmetrischen N-Teilchen-Wellenfunktion mit einer symme-
trischen N-Teilchen-Wellenfunktion ist identisch Null. Das Skalarprodukt zweier
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

solcher antisymmetrischen N-Teilchen-Wellenfunktionen ergibt dagegen:

<\I/A (T,?,...,N; ¢q1a¢q27"'7¢qN> ,\I/A (T,?,...,N;¢kl,wk2,...,¢kN)>

B ]\1[‘ wf% Slgn( )51gn( ) <¢qm) <T> o (bqﬁ(N) (N) ’wkw(l) (T) e 'wkw(m (N)>
- ]\1[‘ ﬂﬂzE:SNagn fom)

X D4z (D) s Uty D) (D0 @) s Uty @)+ (D) (V) Wiy (V) )

Wir summieren fiir festgehaltenes & € Sy iiber alle Permutationen
o =nmorteSy
und erhalten mit
sign (7 o ) = sign (7r o fr’l) = sign (')
nunmehr

1
N!

Z Z sign (7
S €Sy
T

X <¢Q1 (T) 7¢km(1) (T)> ’ <¢QQ (é) >¢km(2) (§)> e <¢CIN (N) ’wkw/(N) (N>>
= ) sign(n)

T'eSN
% (S (D) sy (D) - (D02 ) Py @)+ (B (V) ¥y (V)
= det(M).
Demnach ist das Skalarprodukt zweier antisymmetrischer N-Teilchen-Basis-

funktionen gleich der Determinante (sog. Slater-Determinante) der N x N Matrix
M mit Matrixelementen

M,y = (bg, (1), ¥, (1))
= [ @ (6 m®) v, (50, m®)
—s<mW<s” VO

die aus allen individuellen Skalarprodukten der Einteilchen-Wellenfunktionen auf-
gebaut ist.
Im symmetrischen Fall lautet das entsprechende Ergebnis:

<qu (T2 Nidg b2 0an ) Us (L2 Ntk G, Uy )
- < o (1) Yk (1 )> ' <¢‘12 (2) ¥y <§)> o <¢qN (N) » Vkas) (N)>
(M

' eSN
= perm (M).
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19.1 Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

An die Stelle der Determinante tritt im symmetrischen Fall die sog. Permanente!
Besondere Bedeutung kommt bei konkreten Berechnungen dem Problem zu,
eine allgemeine symmetrische bzw. antisymmetrische N-Teilchen-Wellenfunktion
U, (1,2,...,N; E) nach einem vollstdndigen System von symmetrischen bzw. an-
tisymmetrischen Basisfunktionen des N-Teilchen Hilbertraums zu entwickeln.
Dazu betrachten wir ein vollsténdiges orthonormales System von Einteilchen-
Wellenfunktionen {v, (r,m)},.; mit r € Vol, —s <m < s:

WD D)= X [ @O (x0,m®) g, (x0,m®) =5,

—s<m(D<s Vol

Sy, (r<1>7 m(l)) " (r/m, m/u)) _5® (ru) _ r/<1>) Bty )

“ A, (0, m®) = Oy, (x0,m0).

Der Index v € 7 dient der Abzdhlung der verschiedenen Zustande. Beim Wasser-
stoffatom ist z.B. ¢, (r) = ¥y 1m (72, 7y, 72), d.h. v ist ein Multi-Index. Wir konnen
aber stets einen Multi-Index v als einen eindimensionalen Index o umschreiben, so
dass der Index o nacheinander beginnend mit Eins die natiirlichen Zahlen 1,2, 3, . ..
durchlauft. Wir kénnen die Zusténde 9., Yay, - - - ; Yo, dann derart anordnen, dass
gilt a; <ap <--- < ay.

Ein geeignetes vollstandiges (und orthonormales) Basissystem fiir symmetrische
N-Teilchen-Wellenfunktionen, also Bosonen, ist dann gegeben zu

ap <ap <o <ay (19.5)

Up(1,2,...,00, + 4 Nay; Rays Rags - -+ s Nay)

1

\/nal!nazl C Mgy

1,2, ng, + -+ Nays
X \IJS ¢a17w0€17"'7‘1/)(117/4/}0627@&0(27"'7¢0427"'7/¢OCN’/I7Z}06N""7¢OZN

nal-mal na2-mal naN-mal
Hier zahlt die Zahl n,, = 0,1,2,3,... ab, wie oft der Einteilchenzustand 1, in
der Folge ¥a,, Vay, - - - Yay von Einteilchenzustdnden vorkommt. Man nennt 7,

auch Besetzungszahl des Zustands 1,
Das entsprechende vollstandige (orthonormale) Basissystem fir antisymmetri-
sche N-Teilchen-Wellenfunktionen ist gegeben zu

ap < ag << ay (19.6)

Ur(1,2,...,n0, 4 4 Nay; Mags Mags - - - s Nay)
=W4(1,2,...,00, F Moy Yars Yags -+ s Yoy )

N, €{0,1}.
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Fir antisymmetrische N-Teilchen-Wellenfunktionen, also Fermionen, ist die Be-
setzungszahl n,; eines Zustands 1, entweder gleich Eins oder gleich Null, n,; €
{0, 1}, anderenfalls verschwindet der Basiszustand identisch.

Die Vollstéandigkeitsrelation im Hilbert-Raum der symmetrischen bzw. antisym-
metrischen N-Teilchen-Wellenfunktionen lautet (es ist vorteilhaft, auf die Restrik-
tion oy < ag < -+ < ay fir Fermionen bzw. oy < ag < .-+ < ay fiir Bosonen zu
verzichten):

¢ € {5 A}

1
i S WL Nyt ) (L Ny

* v, N ET
— 50 (20— ) 60 (22 @)L 56 (p V) )

X(Sm(l)7m/(1)5m(2)’m/(2) s 5m(N)’m/(N).

Hier iiberstreichen die Variablen r) und ') sowie m) und m’) den Wertevorrat
fiir die Koordinaten des j-ten Teilchens.
Es gilt fiir symmetrische wie antisymmetrische N-Teilchen-Wellenfunktionen:

¢ {5, A}
\IJC(1727"'7N;w)\1aw)\27"'7w/\1\1)

= Z / d3ri~-/ d*rly
Vol Vol

m' D m/@ /)
—s<m’U)<s

< 5 (20— /) 660 (52 _ ) g6 () p())

X 0py(1) /(1) Oy () yr(2) * * * Opy(N) yr(N)
/ /.
X \I[C(l ""7N’¢>\171/]>\27--':7/)/\N)

= > APl [ Ay
/D (@) (V) Vol Vol
—s<m’UW<s

1
X S S W, Ny ) BL( Nty

S v,v2,. . WNEL

X \Ilﬁ(lla2/a"'>N/;w)\1>w/\27"'7w)\1\;)
= > (L, Ny, thy)

T v,ve,. VNEL

X > / d37"'1---/ d*rly
/(D) /(2 par(N) Vol Vol

—s<m’UW<s

X \If}(l’,...,N’;%l,...,%N)w<(1’,2’,...,N’;wl,%,...,wm)
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19.1 Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

=51 X V(L Nt )
T vi,v2,. VNEL
X AW (1 N5ty ) W (12 N g,y )
1
=5 X T Nty

t v,V vNEL

X Z 5{ <7,/)1,1 ) (0N x(1) ( >> <77Z)V1 ( ),%m) (§)> o <77Z)V1 (N) ’77%‘%(1) (N)>

TeESN
:6111,%7{(1) :51/2,A7‘,(2) :6111\7,)\71,(1)
1
- A (m) (1, 2Nt s ,%M))
' TESN
1
- ﬁ \/_ W; w/\fr’ow(l) ( ) ’ wATFIOTF(Q) (2) e w)\ﬂ'/oﬂ’(N) (N) )

verwende 7" = n’ o 7 fiir 7 fest gewéhlt,

N' Z \/_ Z 5C (7'('//) w)\ﬂll(l) (1) ’ /lfb)\ﬂ-//(g) (2) T I/JAW//(N) (N)

TESN w"eSn
———
=1

:\IJC(LQ?'"7N;77Z)>\17¢/\2a---7¢)w)'

Hier ist fir m € Sy definiert:

e {S,A}
0a(m) = sign(m)
55(7’(’) = 1.

Oft ist es zweckméafBig, die Zahl der Teilchen eines Systems nicht beginnend mit
N =1,2,3,... abzuzdhlen, sondern beginnend mit Null zu zédhlen. Der Spezial-
fall N = 0 ist der Zustand ganz ohne Teilchen. Die zugeordnete Wellenfunktion
Ve (N =0) = Wy, nennt man Vakuum-Wellenfunktion, ein (von Null verschie-
dener!) Skalar, dem wir den Wert Eins zuordnen wollen.

Fiir jede Zahl N = 0,1,2,... existiert somit ein Hilbert-Raum H®) zur Be-
schreibung eines Systems von N gleichartigen Teilchen. Bei vielen physikalischen
Prozessen ist die Teichenzahl nicht erhalten, d.h. Teilchen werden ,erzeugt® oder
wvernichtet“. Um solche Vorgénge (z.B. bei chemischen Reaktionen, bei inelasti-
schen Streuprozessen, usw.) zu beschreiben, wird ein viel groflerer Hilbert-Raum,
der sog. Fock-Raum Hpoe, benotigt, der aus allen Hilbert-Réaumen H™) fiir Teil-

chenzahlen N =0,1,2,... als orthogonale Summe zusammengesetzt ist:
HFock = @ H(N)
N=0
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Zustande mit verschiedener Teilchenzahl werden im Fock-Raum als orthogonal
angesehen.
Zwei Zustande U¢, ¢ € Hpoex besitzen demnach eine Darstellung der Form

¢ € {AS5}
_ (0) (1) (2 (N-1) () (N+1)

o = o o) + o v o™V o™ oMY 4.

" v e H™ firn=0,1,2,3,....,N—1,N,N+1,...

Das Skalarprodukt im Fock-Raum Hp.q. ist dabei definiert als Summe der Skalar-
produkte der Komponenten in den jeweiligen N-Teilchen Hilbert-Raumen H®):

(@, w0) = 0 fiir N # N oder ¢ # ¢

(B, Te) = i (o™, w™).

N=0
Die Vollstandigkeitsrelation im Fock-Raum lautet:
¢ € {54}

> 1
Zﬁ S WL Ny ) B N ty)
N=0

= tvi,v2,.. .WNEL
LN 50 (3 _ ) 6B (p@ _ @Y L 53 (p) _ )
3550 (50— 0) o (50— ). (10 1)

><(5m(1>7m/<1)5m(2)’m/(2> s 5m(N)7m/(N)

- 1Fock-

Wir definieren nun einen sog. Erzeugungs-Operator. Sei ¢ € H( ein Einteil-
chenzustand und W (1,..., N;t¢q,, ..., %ay) € HWN) ein N-Teilchenzustand. Der
Erzeugungs-Operator af (¢) fiir den Zustand ¢ € H ist eine lineare Abbildung
HWN) N+,

at (P)We (1,0, Nitbyys ooy ) = Ve (1,00, NN+ Labyy oo 0y, @) (19.7)

Man sagt, es wird ein Teilchen im Zustand ¢ (N + 1) erzeugt. Insbesondere gilt
fiir den Vakuumzustand N = 0:

A" (6) Uvae = V¢ (1;0) = ¢ (1).

Den zu af (¢) adjungierten Operator

[t (9)] =a(9) (19.8)
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19.1 Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

nennt man Vernichtungs-Operator. Dies soll durch die folgende Betrachtung
klar werden. Wir wahlen einen beliebigen (N —1)-Teilchenzustand W.(1,..., N —1;
Uxyy- -+, Uay_,) und berechnen das Skalarprodukt mit dem Zustand, auf den der
Vernichtungs-Operator angewendet wurde, a (¢) Ue(1,2,..., N3¢y, ..., 0, ):

Ce{S, A}

(We (1, N = L,y ) @ (8) We (1,2, Nty ) )
= (O (1,2, Nithuy, o thy) 0T (0) U (1, N = Lty sy, ) )
= (O (1.2, Nith ) W (L2, Nty g, 0))

<wu1 ) 7wb)\1> <w1/1 ; w)\2> U <w1/1 ) w)\N_1> <wl/1> ¢>
<Z/}V27 w/\1> <w1/27 1/5\2) T <1/}V27 w)\N—1> <7vbl/27 ¢>

Wi V0 Wons ) () W B,

wobei wir unter | M| im symmetrischen Fall ¢ = S die Permanente, im antisym-
metrischen Fall ¢ = A die Determinante der Matrix M verstehen wollen:

perm M falls ¢ = 5,

—1 falls¢= A,
+1 falls¢=S.

det M falls ¢ = A,
M, = {

¢ =

Die Entwicklung nach den Minoren der letzten Spalte ergibt (das Symbol €2(-)
bedeutet, dass dieser Faktor bei der Summation auszulassen ist):

o

()N (. 0)

7=1
(U (D, 00, (D) - (W (N =1), %N (N=D) T
< )
<¢VN(1)7¢/\1(1)> e <77DVN( - 1) w)\N 1( - 1)>
=(Ue (1,25, N=1ithu thug oo QW )ty ) We (Lo N=Lithxg sthngseeestor 1))
N
5( N - <¢ 'lvbu ><\IJ§ (1727~--7N_ 1;¢V1’¢U27‘“7Q(¢Vj)7“‘7¢VN> )
7=1

W (1,...,N— 1;¢>\17¢)\27"'7¢>\N71>>*
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

N
Z(&“NJ<¢ 1/)1/J>< (17~~-7N_151/0\171#)\27”'71%\1\/71)7
7=1

We (1,2, N = Lty U, Q1) Wy ) )

Da der (N — 1)-Teilchenzustand W¢(1,..., N —1;9,, ¢y, ..., ¥r,_,) beliebig ge-
wahlt werden darf, folgt somit:

¢ € {54}
()W (1,2,..., N;tbyyy oo, o) (19.9)
N
= Z 6CN ]<¢ wu>\IJC(1 2 —1;%/1,%/27---aﬂ(@buj)w--ﬂﬂuz\,)-

Die Anwendung des Vernichtungs-Operators a (¢) auf eine N-Teilchen-Wellen-
funktion V¢ (1,2,..., N;4,,, ..., 1, ) liefert demnach eine Linearkombination von
(N — 1)-Teilchen-Wellenfunktionen, bei denen jeweils der Einteilchenzustand ,,
nicht vorkommt Der Vernichtungs—Operator a (o) ist offensichtlich eine lineare
Abbildung H™N) — HWN=1_ Man sagt, es wird ein Teilchen vernichtet.

Wir untersuchen jetzt den interessanten Fall, dass wir in einem N-Teilchen-
System, bestehend aus Bosonen bzw. Fermionen, zuerst ein Teilchen im Zustand
¢ erzeugen, und danach ein Teilchen im Zustand ¢;; vernichten:

i(prr)al (6r) We (1,200, Nithyy, oy ty) (19.10)
:a(¢1[)\1j4<1527'-->NaN+1;¢V17"'7w1/1\m¢])

é'vzl (5C)N+1_j <¢II;¢W> \I}C (172’ - '7N;¢V1777Z)l/2’ e '7Q(¢Vj>’ e -%Naﬁbz)

- HO) TN S O U (1,2, N g, Q) - )

=1 =0 (1,2, Nty ooty )

0 - S0y (G (brr b, ) W (1,2, Ny, Y, QW) - Wy, 61)

+<¢117¢1>‘Ilg(1727'"7N;wl/17"'7wujv)7

wie zuvor bedeutet €(-), dass dieser Faktor auszulassen ist. Umgekehrt konnen
wir auch zuerst das Teilchen im Zustand ¢;; vernichten, und danach das Teilchen
im Zustand ¢; erzeugen:

&T (¢I)d(¢11) \Ij(: (17277N;¢V1771/JVN) (].9]_1)
N .
= aT (¢I) Z (5C)N7j <¢Ifawl/j> \IJC (172a s 7N - 1;wl/17w1/27 . '7Q(wl/j)> cee awl/N)
j=1
N .
=3 @) (o1, ) U (1,2, N1ty Y Q) Wy )
j=1
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19.1 Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

Wir sehen, dass es auf die Reihenfolge ankommt:

(. (¢rr) al (6r) — 0cat (61) @ (6r0)| W (1,2, Nyt b))
= <¢II)¢I>\IJC(1727"'7N;¢V17"'7¢VN)'

Da jeder Zustand im Fock-Raum als Linearkombination von Basiselementen
Ue(1,2,...,N;%,,,...,1¢,,) darstellbar ist, gilt nunmehr ganz allgemein im Fock-
Raum Hpya die Operator-Identitét:

a (o) a’ (¢r) — 6ca’ (¢1) a(orr) = (b1, 61) * Lrock- (19.12)

Und wenn nacheinander zwei Teilchen erzeugt werden?

af (¢r)al (1) e (1,2,. .., Nitbyy, .. thy)
= ' (b)) Ve (1,2, ., NN+ 154by,, o Wy, drr)
= U (1,2,..., NNN+1,N+2:0,,,...,%,y, b11,6r)
= 0 U (1,2, ,NyN+1,N + 2.9, ..., Yo, b1, O11)
= 6ca' (o) W (1,2,... NN+ 1Liby,, ..o o, O1)
= 5C&T<¢H>CALT(¢])qjg(1,2,...,N;’(ﬂyl,...,l/J,,N).

Wir sehen es gilt ganz allgemein:

a' (o) at (¢11) — dca’ (prr) al (¢r) = 0. (19.13)

Durch Adjungieren folgt dann ebenfalls:
a(érr)a(¢r) — oca(¢1)a(¢rr) = 0. (19.14)

Die Gleichungen (19.12), (19.13) und (19.14) sind die sog. kanonischen Ver-
tauschungsregeln fiir Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren fiir Bosonen
(0¢ = 1) und Fermionen (6, = —1) im Formalismus der ,,Zweiten Quantisierung*.
Fir die Addition (verschiedener) Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren gel-
ten Kommutativ- und Assoziativgesetz, fiir die Multiplikation von Erzeugungs-und
Vernichtungs-Operatoren gilt ebenfalls das Assoziativgesetz sowie das Distributiv-
gesetz. Allerdings ist, wie in Gl. (19.12) gezeigt wurde, die Operator-Multiplikation
nicht kommutativ. Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren befolgen die Regeln
einer nicht kommutativen Algebra.

Nach dem Gesagten gelten fiir Systeme gleichartiger Teilchen bestehend aus
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Bosonen bzw. Fermionen die folgenden fundamentalen Kommutator-Regeln:

Bosonen

(19.15)

a' (¢rr)al (¢r) —a' (¢r)at (o) = [af (¢11),a" (¢1)L =0

d<¢l>d<¢ll> - &(¢II)&(¢I) = [d (¢I)7

i(¢)]_ =0

a(¢m)at (¢r) —a' (¢r)a (o) = [d (¢rr) @' (¢I)L = (¢11, 1) - Trock,

Fermionen

af (¢1r) af (¢1) + af (¢1) af (Pr1) = [ (¢r1) ,
)

a(or)a(or) +a(om)a(er) = la(er),
(o) al (¢r) +a' (¢r)a(on) = [d (é11)

af
a(¢r
af

(19.16)

(¢1)}
N, =0
(61)], = (11.61) - Troar.

_l’_

Oft schreibt man, wenn es sich um die Elemente ¢,, ¢g eines vollsténdigen Sys-

tems von (abzéhlbaren) orthonormalen Einteilchen-Wellenfunktionen {¢, (1)}

(auch Orbital genannt) handelt:
af (¢a) = &l
a(Pa) = da-

Dann erhélt man unter Berticksichtigung von

3 / &gt (ra)’ m(l)) s (T(n

—S<m)<s

veLy

m®) = (P, 93) = Gz

die Vertauschungsregeln fiir Bosonen bzw. Fermionen in der tiblichen Form:

Bosonen

st At Attt ~t1 A

aLaﬂ — aﬂaL = [ 1 aﬂ} =0

300 — Gals = [ap,d44]_ =0

Qo — hia = [0a,a5] = 0ap- Iroa
Fermionen

stat o oatat o [at At] A

a];aﬁ + aﬂal = [ajl, %Lr =0

CLgCLa + aaag = [&5, &a]+ = 0

aaaﬁ + aﬁaa = [da, &EL = 6o " LFock
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19.1 Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

Der Erzeugungs-Operator !, fiigt in das ,,Orbital“ ¢, (1) ein Fermion ein, falls
das ,,Orbital“ ¢, (1) vorher unbesetzt war, der Vernichtungs-Operator d, entfernt
aus dem ,Orbital® 1, (1) ein Fermion, falls das ,,Orbital“ v, (1) vorher besetzt
war! Anderenfalls liefern beide Operatoren den Wert Null:

Fermionen
(6o = 0=(al)".

Insbesondere findet man geméf unserer Uberlegungen fiir die Zustéinde ¥ p in
der Besetzungszahldarstellung Gl. (19.5), (19.6):

af, Vg r (1,2, . ,N;nal,nw,...,n%,...) (19.17)
= /N, +1-V¥pp (1,2,...,N+ L nay, Nags - - - Nay —i—l,...)
o, VB F (1,2, o N Ny Ny Ny ) (19.18)

= /Mo, VB F (1,2,...,]\7—1;na1,na2,...,naj —1,...)

c {0,1,2,3,...} fir Bosonen,
“ {0,1} fir Fermionen.

Die in (19.17) angegebene Regel fir die Wirkung des Erzeugungs-Operators
dL], auf einen Besetzungszahl-Basiszustand g £(1,2,..., N;nay, Nags - - s - - )
folgt unmittelbar aus der Definitionsgleichung (19.7). Die in (19.18) angegebene
Regel fir die Wirkung des Vernichtungs-Operators d,, auf einen Besetzungs-
zahl-Basiszustand Wp (1,2,..., N;Nay, Nay; - - -, Nay, - - - ) folgt dagegen unmittel-
bar aus Gl. (19.9), wobei in der in Gl. (19.9) auftretenden Summe iiber alle Mi-
noren eine Mehrfachbesetzung des Zustands v,, zu einem Faktor n,; fihrt, der
mit einem zweiten Faktor 1/ \/Ta,, der vom Normierungsfaktor des Besetzungs-
zahl-Basiszustands Vp p(1,2,..., N;nq,, Nay, - - - Na,, - - . ) herriihrt, insgesamt zu
einem Faktor N fithrt.

Fiir Bosonen ist die Analogie zu einem Systen entkoppelter harmonischer Os-
zillatoren manifest. In dem Fall ist das Wirken der Operatoren dLj und d,,; auf
die Zustande Wp(1,2,..., N;na,, Ny, - - ., Na,) analog zum Wirken der Aufsteige-

und Absteige-Operatoren beim eindimensionalen harmonischen Oszillator (siche
Kapitel 10). Die Besetzungszahldarstellung fiir Boson-Vielteilchenzustande ¥ g ist
demnach aquivalent der Beschreibung der Schwingungen des harmonischen Os-
zillators in der Sprache der Anregungsquanten, der sog. Phononen. Die analoge
Besetzungsdarstellung fiir die harmonischen Schwingungsmoden des elektromagne-
tischen Feldes in einem Hohlraum fiihrt entsprechend auf den Begriff des Photons.

Die Anzahl der Einteilchenzustdnde mit Quantenzahl o; im System ist dann

gegeben zu ng;, d.h. der betreffende Teilchenzahl-Operator fiir die Besetzung des
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Orbitals v, (1) ist

also
Na].\I/RF (1,2, - ,N;nal,na2,...,naj,...)
—na\IfBF<12 N,nal,naw...,naj,...).
Insbesondere gilt fiir den Vakuum-Zustand Wy,:
ley; Pvae = 0.

Ausgehend vom Vakuum-Zustand Wy,. konnen wir jetzt beliebige Vielteilchen-
zustande fiir ein System von N gleichartigen Teilchen durch Superposition der
Basiselemente

a; < < ay (19.19)

2
At Na At Moy At Moy
(a - (ah,)™ (al,)
\IIB,F(1727"'7N;na17na27"'7naN) - : ‘IJVaC

\/May! Ny ! Ny !

nOéN+"'+nOéz+n011 =

darstellen.

19.2 Ideales Fermi-Gas bei Temperatur 7' =0

Wir betrachten die Einteilchen-Wellenfunktion ¢y a7 (r, m) eines Fermions, das sich
im Inneren eines Kastens mit Volumen V = L,L,L. bewegen moge, z.B. ein Elek-
tron (oder ein *He-Atom) mit Spin s = d h. es gibt in dem Fall fiir den Spin
nur zwei Einstellmoglichkeiten: M, m € { 5,1} Dann ist bei Abwesenheit von
Spin-Bahn Wechselwirkung die Wellenfunktion ¢y 5/ (r,m) ein Produkt aus einer
Bahn-Wellenfunktion ¢ (r) und einer Spin-Eigenfunktion x as:

s (r,m) = i () Xs,s (M)
> [§2}m7m/ Xor (M) = A*s(s+1) xeur (M)

—s<m/<s

Z [S’z} - Xs,M (m,) = hMXs,M (m') .

—s<m/<s

Es ist demnach x; s (m) die m-te Komponente des Spin-Eigenzustands x; ». Ein
gegebener Spin-Eigenzustand y; s hat 2s + 1 Komponenten y; s (m) fir m €
{—s,—s+1,...,s}, und es gibt 2s+1 zueinander orthogonale Spin-Eigenzustande
xs,m fir M € {—s,—s+1,...,s}.
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19.2 Ideales Fermi-Gas bei Temperatur 7' =0

Wir wollen (der Einfachheit halber) periodische Randbedingungen postulieren:

Cbk (I‘ + Laea) = ¢k (I‘)
a {z,y,z}
V = L,L,L..

m

Also folgt

1
r) = —exp(k-r
b(x) = e (k)
k-r = kyry +kyry+Ek.r.
ky = —ng ky=—

Ng, Ny, N, € 7.

Der Erzeugungs-Operator dL v = a1 (¢ ) fiigt dem System ein Teilchen mit
Wellenzahl k und Spin-Quantenzahl M € {—1, 1} hinzu, der Vernichtungs-Ope-
rator dx s = @ (¢x ) entfernt ein solches Teilchen aus dem System.

Der gefiillte Fermi-See bei Temperatur T = 0 ist der Grundzustand Vg freier
Fermionen (ohne Magnetfeld). In der Notation der Zweiten Quantisierung schrei-
ben wir

Uy = I1 afe vy Uvac-
I, M
[k|<kr
Me{—s,—s+1,...,s}

Hier ist kp der grofitmogliche Betrag des Wellenzahlvektors k, bis zu dem alle

Einteilchenzusténde ¢y ps (r,m) besetzt sind. Dann gilt fiir die Besetzungszahl

Nk, = <\IJF7 &L,Mdk,M‘IJF> = <Nk,M>\I,F
der Zustande ¢ ir, da sich aufgrund des Pauli-Prinzips keine zwei Fermionen im

selben Quantenzustand befinden konnen:

1 falls |k| < kp,
n =
M0 falls k| > ke

Das ist leicht zu zeigen:

Nenr = Gl prim
Nk,M‘I’F = nk,M‘I’F
(Up, V) = 1.
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Die Gesamt-Teilchenzahl im System ist
N = Z <Nk’M>\II = Z Nk, M-
K, M PooxM

Fiir ein (eindimensionales) Integral gilt (unter gewissen Annahmen fiir den In-
tegranden), dass das Integral durch eine Summe approximierbar ist. Man kennt
das z.B. von der Trapez-Regel. Umgekehrt geht es auch: eine Summe kann durch
ein Integral (und weitere Restglieder) approximiert werden. Die Fehlerabschatzung
hierzu liefert die Eulersche Summenformel. In unserem Fall verschwinden die
betreffenden Restglieder in der Eulerschen Summenformel fiir eine grofie Kasten-
lange L, — oc:

S = Zf(Zm)

Na €L
o0 2m 1
[t (gm)+o(z)
Ly [
- / dkf (k).
27 J -0
Demnach folgt in D = 3 rdumlichen Dimensionen:

domem= ), D1
k,M M= K

=—S
|k|<kp

12

%
- (2541 — d*k
&y (27)® /k|§kF

Entartung des Spin
Kugelkogdinaten (28 n 1) ‘ Vig /kF dk;k;z
(2m)” Jo
V ok
o2 3
Demnach ist der Fermi-Wellenzahlvektor kr fiir ein ideales Fermi-Gas mit Spin-

Entartung 2s + 1 im Limes grofler Teilchenzahl N > 1 allein durch die Teilchen-
dichte

=(2s+1)-

bestimmt:

6 B
fp = 2) .
E (25+17TV

Hat ein Teilchen im Kasten den Energie-Eigenwert

322



19.2 Ideales Fermi-Gas bei Temperatur 7' =0

so ist die Gesamtenergie E des Systems gleich der Summe aller besetzten Ein-
teilchen-Zustande (ohne Magnetfeld liegt fur Fy s bzgl. der Spin-Quantenzahlen
Me{-S —-S+1,...,S} eine (25 + 1)-fache Entartung vor!):

| &’k K2 k|
E— E Eulersche Su:mmenformel 2s+1)- V /
> Exmnim (i,_), K<ke (21)° 2u

k,M Entartung des Spin
ugelkoord. 4 h2 k
Kugelkoord (25+1)-vigf/ " dkk? (19.20)
(27)" 21 Jo
V h2k.2 /{73
(2s+1) 27 20 5
——
=FEr
1% k3
(2s+1) 52 F g
Vv 1 6 N
=(2s+1) —Ep- - 2)
(2s+1)- 55 EF 5(28+17T %
Hier ist
B h2k2, _ h’ (236+17TQV>§ _ n? (2£17T2%)§
By 21 2p

die sog. Fermi-Energie, also die kinetische Energie eines Teilchens an der Fermi-
kante mit Wellenzahlvektor |k| = kp. Vergrofiert sich das Volumen V' des Systems
bei festgehaltener Teilchenzahl N, so nimmt Er ab:

A PEarN) a4
avr 2 av
3 24 '

Also folgt eine Anderung der Gesamtenergie E des Systems bei festgehaltener
Teilchenzahl (!) infolge einer Volumenanderung V- — V +dV zu

df = — P dV
-~

Druck
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Nach dem Gesagten existiert in einem idealen Fermi-Gas bei Temperatur 7' = 0
ein endlicher Druck von

3 d
P = —SN.|—E
5 (dV F)
h? (25(-117T2N)
2

6 ,\3 A (N\3
(25+17T) Q,M(V)

Die Zustandsgleichung des idealen Fermi-Gases bei Temperatur 7' = 0 lautet somit

Wi

_5
3

2
3

3
5
2
5

2
PV = _NEy. (19.21)

Der Erste Hauptsatz der Thermodynamik in der Form
E=TS+uN - PV

liefert fiir das chemische Potential i des idealen Fermi-Gases bei Temperatur
T = 0 das Ergebnis

 E+PV  ((NEp+2INEy)
- N N

14 = FEp. (19.22)

Das Pauli-Prinzip ist demnach die tiefere Ursache fiir die sehr bemerkenswerte
Eigenschaft des idealen Fermi-Gases, dass selbst am absoluten Nullpunkt 7" = 0 ein
endlich grofler Druck herrscht, der allein von der Teilchendichte % abhangt. Dies
ist z.B. fiir das Verstdndnis von sog. ,,Weilen Zwergsternen® in der Astrophysik,
fiir die Theorie der Metalle in der Festkorperphysik, oder fiir die Eigenschaften
von fliissigem 3He fundamental.

19.3 Operatoren im Formalismus der Zweiten
Quantisierung

Der eingangs betrachtete Hamilton-Operator eines Systems von N gleichartigen
Teilchen mit Masse p kann ohne weiteres verallgemeinert werden, um z.B. fiir die
Teilchen des Systems die Zeeman-Wechselwirkung der Spins mit einem (schwa-
chen) duBleren Magnetfeld, oder auch zusdtzlich zur potentiellen Energie der ska-
laren Dichte-Dichte Wechselwirkung eine vom Spin abhéngige Teilchen-Teilchen
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19.3 Operatoren im Formalismus der Zweiten Quantisierung

Wechselwirkung (z.B. magnetische Dipol-Dipol-Wechselwirkung) zu beschreiben:

H = HY4+7® (19.23)

N
gL — > Hon) s (r(3)7r’(3))

j=1
(2) LS 1@ (p0) )

— J

|4 9 Z [V . )}m<j>,m/<j>;m(k>,mf<k>'

7,k=1

J#k

Hier ist H.,,,6) i) (r), r')) ein Integralkern, der ausschlielich auf den j-ten Ein-
teilchenzustand wirkt, und zugleich alle iibrigen Einteilchenzustédnde unbeeintrach-
tigt lésst. Bzgl. der Spin-Freiheitsgrade handelt es sich um eine (2s+1) x (2s+1)-
Matrix:

Hon) (r(j), r/(j))
[—%me +U (r(j)ﬂ O /()

5D (r/(j) _ r(J’)) LI - [S(j) Bext) (r(j)> .

Entsprechend ist auch

[V(Q) (I‘(j), I'/(j); I.(k)7 r/(k))}m(j)’m/(j);m(k)’m/(k)

= 5O (r© — ) P (¢ — x®) PO (20 )]

ein Integralkern, der jetzt simultan auf den j-ten und den k-ten Einteilchenzustand
wirkt, wiahrend alle {ibrigen Einteilchenzustiande unbeeintrichtigt bleiben. Bzgl.
der Spin-Freiheitsgrade handelt es sich um eine [(2s + 1) x (2s + 1)] x [(2s +
1) x (25 4 1)]-dimensionale Block-Matrix, da der Operator V@ per definitionem
auf eine Vielteilchen-Wellenfunktion wirkt, die aus einem Produkt von mindestens
zwei Einteilchen-Wellenfunktionen zusammengesetzt ist:

[V(Q) (r(j)’ r(k))] M) /(@) m (k) (k)

5] )
o2 () (3 (k) gt (k)

de- 1 ) ) a€{z,y,z}
yro |r(j)7r(k)‘5m<]>,m/<a)5m<k),m/<k> + RERNEY

M) /(@) m (k) (k)

a€{z,y,z} a’e{z,y,z}

_ l 3 s;ﬂ.(ru)_r(k))a] [ > sz)'(‘”(j)_r(k))ar]
m(3) ! (5)

(k) (k)

|p() —r(0) ’5

_ 81 5(3) (r(j) _ r(k)) . {ngj)}

. [s ] .
3 acloys) m() m!G) [a m (k) (k)
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Sei ¢y, () = ¢, (r), m)) Eigenfunktion des Einteilchen-Hamilton-Operators
H(j) = [Hm(1>7m/(g)(r(]) r'U))] zum Eigenwert ¢, fir j =1,2,..., N:

/dDR/ S Huar (R R) 60 (R, M) = 23y (R, M)

—s<M'<s

A€ T,

Die Indexmenge Z dient der Abzéhlung aller Eigenzusténde des Einteilchen-Ha-
milton-Operators H (j) fir j = 1,2,..., N. Das bedeutet, fir das j-te Teilchen,
genau wir fiir das k-te Teilchen, gibt es ein und dieselbe Indexmenge Z,, um die
verschiedenen Einteilchen-Eigenzustiande ¢, abzuzéhlen.

Da # (j) hermitesch ist, gilt

Z N (r( ) ng ( /(J m/U )) _ 5D (r(j) _ I./(j)) 8 mi) (19.24)

)\EI¢
(G ox) = 3 / dPrOgh (r9, mD) gy (r9),mP) = 6, (19.25)
—S<m<s
AN € T,

Demnach erhalten wir jetzt fiir einen aus solchen Einteilchen-Wellenfunktionen
Orys - - - Py aufgebauten N-Teilchenzustand W, geméf Gl. (19.3), (19.4):

¢ € {S A}
IA{( )\Ilg(l N¢A17"-7¢)\N)
N
= Z -,N;¢A17""¢>\N)
N
= ngj‘IlC 7'--7N;¢>\17"'7¢>\N>
i=1

AEL

= (Z&)\TLA) ‘I/g(17---7N;¢>\17~--7¢>\N>'

Hier ist n, die Besetzungszahl des Einteilchenzustands ¢, (+). Fir Bosonen ({ = 5)
ist ny € {0,1,2,3,...}, fiir Fermionen (( = A) ist ny, € {0,1}. Mit Hilfe des
Besetzungszahl-Operators

Ny = al(¢3)a(en)
N)\\IJC(1a27"'7N;¢>\17"'7¢)\N) = n/\\DC(1727'"aN;¢A17"'a¢)\N)
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19.3 Operatoren im Formalismus der Zweiten Quantisierung

folgt nun

f{(l)\pg(1,2,...,N;§Z§)\1,...,¢)\N)

= (Z&T}\N)\)\Ilc(l,27~H;N;QS)\U""QS)\N)

)\EI¢

= > ead (g2 a(or) Ve (1,2,..., Nidn, ... day) -

\EZ,

Nun diirfen wir identifizieren, da jeder Vielteilchenzustand als Linearkombination
der Basiselemente U, (1,2,...,N; ¢y, ..., ¢x,) im Fock-Raum darstellbar ist:

HY = 5" cyal (o) a (o).

)\EZ¢

Sei nun ¢Yr y eine spezielle Einteilchen-Wellenfunktionen, die ein am Platz R
lokalisiertes Teilchen im Spin-Eigenzustand x s beschreibt. Zur Erinnerung (sie-
he Kapitel 13): Jeder der insgesamt 2M + 1 linear unabhéngigen und orthogonalen
Spin-Eigenzustédnde x, s zum Spin s kann als Vektor mit 25 + 1 Komponenten
Xsar (M) dargestellt werden, wobei der Index m) € {—s,—s+1,...,s} die
betreffende Komponenten von x, s spezifiziert. Auf die Angabe der Spin-Quan-
tenzahl s als ,,Label“ bei der Einteilchen-Wellenfunktion ¢r s kénnen wir im vor-
liegenden Fall verzichten, da wir ja identische Teilchen behandeln. Also

Y, (j) = Yrum (r(a‘),m@)) = () (r(j) _ R) XoA (m(j)> (19.26)
D = 1,2,3 raumliche Dimensionen.

Hier ist 57(7’3 )(r¥) — R) eine geeignete Regularisierung der Dirac-Deltafunktion,
z.B. ein auf Eins normiertes Gaufisches Wellenpaket mit Varianz 7. Diese Einteil-
chen-Wellenfunktion ist (fir n — 07) sowohl eine Eigenfunktion des Orts-Opera-
tors #) (kartesische Komponenten a € {x,y, z}) als auch des Spin-Operators S¥)
und des Quadrates Y oep,,.1 SYSY) des Spin-Operators:

)b ar (rm, m(j)) = Rutr.u (rm, mm)

= |5 sosp

—s<m/(<s Lac{z,y,z}

Yrar (19, m' D) = s (s + 1) Yo (x0, m@)

m@) m!()

5 (851 e () = Rt ()

—s<m/(1<s
mW, m'W M e {-s,—s+1,..., s}
r) R e Vol.
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Wir sehen, der Multi-Index v = (R, M) € Z, in der Einteilchen-Wellenfunktion
Y, (5) = Yrou(r0), m)) zeigt die Position R an, bei welcher das j-te Teilchen
lokalisiert ist, sowie dessen Spin-Eigenzustand x; . Die Indexmenge Z,, = Vol x
{=s,—s+1,...,s} beschreibt also den Wertevorrat aller méglichen Positionen
R € Vol und aller Spin-Quantenzahlen M € {—s, —s+1,..., s}, die das Teilchen
annehmen darf.

Fir das Skalarprodukt zweier solcher lokalisierter Einteilchen-Wellenfunktionen
gilt

(o, ) = X tmoar (7) e (7)

_ _SS%)SS . aPrOy oy (19, m9) v par (x0), m®)
. /V AP (29~ RSP (10 <R Y vt () v (m)
—s<m<s

= 0P (R =R)Suar
= 5V,V’-

Die Vollstandigkeitsrelation lautet entsprechend:

S o)) = % dPROYE (r(j),m(j)) YR (r/(j)7mf(j)>

veLy —s<M<s Vol
_ 5D (r(j) _ I-(j')) On) ()

= 0jj.

Wir betrachten jetzt spezielle Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren, be-
zeichnet mit a' (¢Yr as) und @ (Yr ar). Der Operator af (¢r as) erzeugt ein an der
Position R € Vol lokalisiertes Teilchen im Spin-Eigenzustand x; s, der Feldope-
rator a (g ) vernichtet ein solches Teilchen.

Die allgemeinen Vertauschungsregeln fiir die Operatoren a (¢) und a' (¢), wie
in den Gleichungen (19.12), (19.13), (19.14) angegeben, implizieren jetzt entspre-
chende Vertauschungsregeln fiir die speziellen Operatoren a (¢r as) und a' (Yr ar):

@ (Wran) i (Wrear)] = (Urar (7) drear (7)) 1= 0 (R = R) darand
At (Wran),a (Wwar)] = 0= [a(Wran),a (Urear)l, -

Zunichst beobachten wir, dass jeder Erzeugungs-Operator a' (¢) bzgl. seines
Arguments eine lineare Abbildung darstellt:

al (c1or + crrdr) = CI&T (pr) + CHdT (é11)
Cr,Crr € C.
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19.3 Operatoren im Formalismus der Zweiten Quantisierung

Die Linearitit ist eine unmittelbar aus der Definitionsgleichung (19.7) ablesbare
Eigenschaft des Erzeugungs-Operators. Somit gilt:

al (Z CA¢A) = Y cal(¢n) (19.27)

AeZ AEZLy
c\ € C.

Fiir den zu a' (¢) adjungierten Operator [dT (gb,\)]T = G (¢,) folgt nun mit der zu

cx komplex konjugierten Zahl c;:

a (Z CA¢A) = > Aa(en). (19.28)

\ETy AETy

Man sagt auch, der Vernichtungs-Operator a (¢, ) ist ,anti-linear®.
Nun besteht aufgrund der Vollsténdigkeitsrelation Gl. (19.24) fir die Einteil-
chen-Wellenfunktionen ¢, (r"), m¥)) die Relation

> )k (k) = G

)\GI¢

3 6 (I‘(j),m(j)) o (r(k)’ m(k’)) = D) (r(j) — r(k)) O (k) -

)\EI¢

Somit gilt

Uy (j) = Z by (K
= Zng)\ wu()

= AZ 6 <j>2¢1 (k) ¢y (k)
= > o (j) (D th)
ATy

Damit ergibt sich fiir fest gewdhlten Index » = (R, M) mit R € Vol und M €
{=s,—s+1,...,s} die folgende Darstellung als Superposition der Eigenfunktio-

nen oy:

¢I/ - Z u)\l/¢)\7

\EZ,

wobei die Entwicklungskoeffizienten wu,, zu

Uy = <¢)\7¢V>
el )

- ¥ / 4P gl (I.@),m(j)) by (r(j)7m<j>)

—s<m()<s Vol
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

gegeben sind. Dies hat zur Folge

at (b)) = a*(zuwx) (19.20)

)\EI¢

= Z U,\u&T (¢A) .

/\€I¢

Durch Ubergang zum adjungierten Operator folgt hieraus

a(yy) = a (Z UAV¢A) (19.30)

)\EI¢

/\€I¢

Umgekehrt liefert die Orthogonalititsrelation Gl. (19.25) den Zusammenhang:

Z U;V/(AIT (wl/’)

>y D uxwd (ox) (19.31)
V'ELy NeT,
Yo>T unug,al (6x)
NET, v'ETy
Z Z <¢/\’7¢1/> <¢A7¢V’>*&T <¢/\’)
N€ET, v'ETy
S S {dn, ) (W, dr) af (o)
NETy V€T,
> lng;/ (j) Y (j)] [Ziﬂlf (k) ox (k)] it (o)
NETyV'ETy | J k
> Yol () { S W (5) W), (k:)] ox (k) a' (o)
NE€Ty jk V' ETy
:5j,k

> [Z oL (5) ba <j)] a (o)
NETy | J

li AT /
XEZ% <¢A5;ZZS,A>G (éx)
al (¢y) -
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19.3 Operatoren im Formalismus der Zweiten Quantisierung

Damit ist gezeigt:

&T (¢A> - Z u)\z/ 1/

VGId,

= Z <¢/\7 %>* &T (wu)

V€I¢

= > (b,o)a (v,

VGIw

Wiederum folgt durch Ubergang zum adjungierten Operator:

a(n) = Y una(y)

V€I¢

= Z <¢)\7 ¢1/> a (%) :

I/EIw

Wir erhalten jetzt

om — ZHW<J)m ( j /(J))

= ZéTACL (r) @ (9n)

AEZ,

(19.32)

= Y ey (W on) at () D (et a(vy)

NIy  VvELy v'eLy

- 5 T S [Sdoa0)] [Sdww e]aw
v, V' €Ly, ALy | J k

= Z dT (Q/JV) Z ( Z ¢>\ 5>\¢)\ ) ¢l/’ (k) a Ww)
v,V €Ly, 7.k AELy

= > Al w) vl () | X eL (k) H () o (j)) Vo (k) a ()
v,V €Ly, 7.k AELy

= > a' ()Y Wl () (Z o} (k )@by (k) & ()
v,V €Ly, 7.k AELy

=61

= > > Al W)U (DHG) Y ()a(ww)
J v'€ly komplexe Zahl

= Z d”Raf (wR,M) Hur (R, S) a (¢R,M/) .

_s<Mm,mr<s Vel

331



19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Im Unterschied zur Darstellung des Einteilchen Hamilton-Operators (sog. erste
Quantisierung)

N
HY =3"H, 6w (I'(j),r/(j)> (19.33)
i=1

fiir ein System von N identischen Teilchen, lautet die entsprechende Darstellung
fir H™ im Formalismus der zweiten Quantisierung:

AO= [ PR [ APRG e Hagar (ROR) @ Wrar) . (19.34)

—S<M,M'<S

Offensichtlich kommt in diesem Ausdruck fir H® die Teilchenzahl N nicht mehr
explizit vor!

In dieser Unabhéngigkeit von der Anzahl N der Teilchen des Systems ist der we-
sentliche Vorteil der Methode der Zweiten Quantisierung zu sehen! Der Hamilton-
Operator hat jetzt eine viel tibersichtlichere Struktur. Zugleich ist die Berechnung
von Erwartungswerten physikalischer Observablen per constructionem derart an-
gelegt, dass das Pauli-Prinzip automatisch berticksichtigt ist. Die Verwendung von
Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren erlaubt es, iiber die N-Teilchen-Schro-
dinger-Gleichung hinaus physikalische Prozesse zu beschreiben, bei denen die Teil-
chenzahl nicht erhalten bleibt.

Ganz analog zur voherigen Betrachtung erhélt man z.B. fiir die Ausdriicke fiir

Teilchendichte n (R), Stromdichte j, (R) oder Spindichte m, (R)
N -
n(R) =3 0" (R -1
1 Y , b . .
=3 2:: [ ( r(])) + 6D (R _ I.(J)) pl(lj)}
N . .
me (R) = Z 5D) (R _ I.(J)) SC(LJ)7

im Formalismus der Zweiten Quantisierung die Ausdriicke:

aR)= > a (Yru)a(Wru) (19.35)
_S<M<S
iR) = o (dT (Ym,m) FJVR@ (wR,M)] — VivR&T (wR,M)] a WR,M))
H _s<n<s t v
(19.36)
PaR) = T () Sl ). (19.37)
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19.3 Operatoren im Formalismus der Zweiten Quantisierung

Es verbleibt noch die Aufgabe, den Wechselwirkungsterm

%o :; g: VO (20, ®)] (19.38)

@) ;m! () s (k) (k)

in Zweiter Quantisierung darzustellen. Offensichtlich handelt es sich dabei um
eine Uberlagerung der Beitrige der Zwei-Teilchen-Wechselwirkung zwischen allen
Paaren (j, k) des Systems.

Dazu sei angemerkt, dass wir V@ stets als Summe von Termen V@ schreiben
diirfen, die jeweils fiir sich bzgl. der Spin-Freiheitsgrade eine separable Struktur
aufweisen:

per = Ly pes
2
b

Um den (jetzt als separabel vorausgesetzten) Zwei-Teilchen-Term V(2 in Zwei-
ter Quantisierung darzustellen, ist es zweckméfig, dazu spezielle Vielteilchenzu-
stdnden W¢(1,...,N; wl(f;), wl(,’;), . ,wl(f]’g) als Basis im Fock-Raum zu betrachten, die

bzgl. der Ortsvariablen r') aus lokalisierten Einteilchen-Wellenfunktionen w® ()

zusammengesetzt sind und bzgl. des Spin-Freiheitsgrades aus (noch zu bestimmen-
den) Linearkombinationen von Spin-Eigenzustédnden aufgebaut sind:

v = (R,M)
S0 () = W (9, m9) = 6P (x9) — R) 0%, ()

= U (m9)

V-
’)

-y o] o (m?)

M=—s
Rar) = 3 Ul ()
Yrar (j) = Mi_ OO, e ()

Hier werden die Koeffizienten U ](\Z) A derart gewéhlt, dass inbesondere das Produkt
ng’_) (7) wl(,z) (k) von zwei solchen Einteilchen-Wellenfunktionen jetzt bzgl. der Spin-
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Freiheitsgrade eine Eigenfunktion des Integralkerns V2? ist:

V&Y 6 ,® (5)w® (k) (19.39)

Vi
- Z {V(va) (r(j)’ r(k))} m@) m/(0);m k) m! (k)

m/G) (k)

<)y, (1, m ) wfd) o (28, )

(2,b) (%) G) )Y, 0

= [69] WO ()w® ().

Vi,V

(£®), m®)

Wir verabreden jetzt zur Vereinfachung der Notation den Index b fortzulassen,
sofern keine Verwechslungsmoglichkeit gegeben ist. Es folgt dann geméaf Gl. (19.9)

0" (wyy) @ (wiy,) @ (@ur,) @ (Wo) We (1,0 Ny Wiy
= af (ww) af (wl/n)
N .
X A (wy,,) 2 (5C)N7] <w,,1,w,,j> U, (1, o N = LW, Wy, (W), - ,wVN)
’ N ‘ N
= dT (WlfI) dT (wyn) Zl (6C>N_j <wl/17w1/j> kzl (Uj,k) <Wull7wuk>
= —

x W (1,...,N— 1;wyl,w,,2,...,Q(w,,j),ﬂ(w,,k),...,w,w),

wobei wie zuvor Q(+) bedeutet, dass dieser Faktor bei der Summation auszulassen
ist. Bei Bosonen kommt es nicht auf die Reihenfolge der Einteilchen-Zusténde w,,
und w,, an. Bei Fermionen berticksichtigt der Faktor (¢;y), ob der Zustand Wy,
in der verabredeten Folge von Zustanden w,,,...,w,, nun vor dem Zustand w,,
angeordnet (j < k) ist, oder dahinter (j > k):

0:0) )N falls j < k,
Ojk) =
P (60N falls K < .

Dann folgt unter Berticksichtigung von

<wu]7 wl/j> = 61/[,Vj
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19.3 Operatoren im Formalismus der Zweiten Quantisierung

die Relation

Q>

f (W) af (Wurp) @ (Wyp) @ (W) v, (1. . Nswy, oo wyy)
N
N N A
Z 5( - 5V1 vj (UJ k) 51’1171/1@ al (WVI> al (wVII)
1k=1

x W, (1, oy N = 25w, Wy, Q(wy,), Qwy, ), - ,wl,N)

I
M=

<.
I

N N N
= Z ((54) ! 5V1,Vj (O-J}k) 5VII,Vk
j=1 k=1
X W, (1, oy N Wy Wy Q(wy,), QW) - - ,wl,N,w,,”,w,,I)

N
(0)™ ™ Qv Our i, Ve (1, o Nywy Wy, QW) ,wl,N,wl,,)

I
e
M=

<
Il
—
T
—_

61’],1’j61’1[7’/k‘yc (17 oo Ny Wy, Wy - aWuN> )

I
M=
™=

<
Il
-
Eonl
Il
-

dabei bedeutet €(-) Auslassung des Faktors bei der Summation. Also folgt das
Resultat:

PEOw (1, Nl )

N
- J'El [S(Z’b)}ijk ‘IJC (1 , Vs Wzgl;), e Igl])\)f)
Gk
= > [ee],,, at (W) al () a (W) a ()
VI,Vir
xWe (1, Nl wg’g)

_ D p(1) D p(I1) 2,6)
B /vold r AR Z Z {5 }RuxMu);R(m,M(m

Vol M =—s MUD=_g

A (b) ot (o® A, (0) A, (B)
xa (WRU) M) @ \Wrun pan ) G\WRan ppan ) G \WR )

X W (1 , N wil),...,w(b))

VN
Wir entwickeln jetzt die Einteilchenzustande wg?M bzgl. des vollstandigen Or-
thonormalsystems der lokalisierten Einteilchen-Wellenfunktionen vg a;:

Unter Verwendung von Gl. (19.29) und (19.30) erhalten wir fiir unsere Erzeugungs-
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

bzw. Vernichtungs-Operatoren bzgl. so eines Basiswechsels

i () = ( S U9

M'=—s

= Z )M,a ¢R M')

M'=—s
S
i (0)) - ( 5 UA@WR,M,)
M'=—s

= 2 [0 o,

Es folgt nun wegen der linearen Unabhéngigkeit und Vollstandigkeit der Basisele-
mente U, (1,..., N; w£1)7 ..., w®) im Fock-Raum ganz allgemein (unabhéngig vom

betrachteten Basmzustand!).

7(2,6) D p(I) D p(I1) . - (2,b)
v B /Vol 4" Vold R Z Z {g ]R(I),M(I);R(H),MUU
MD=—s MUID=—g

a(w®
R(II) M(II)

x af (wﬁ?n M(z)) a' (Wg%m M(U)> a (Wgzﬂ M<”>)

DY z/mdDR [ aPRUD

——s M!"UII)=_g p(I) =

M/ =—g M) =
(2,0)
y ZM‘”—*S ZM“”?S [5 R(D MD;RUD A
(b) Ol (b)
><U]\/[(I),]\/[/(I)U (D prn U M#UD AU U M) M)
; sieche GI. (19.39)

E[V(Q’b) (R(I) ’R(H))]M’(I) (D) g (D) /7 (TT)

X &T (wR/(I) M/(I)) &T (¢RI(II)7M/(II)> d <'17DR//(II)’MN(II)) & (wR”U),M”(I))
Das Ergebnis unserer Betrachtungen ist eine Darstellung fiir den Wechselwir-
kungsterm in Zweiter Quantisierung, ausgedriickt durch die sog. Feldoperatoren

al WR,M) und a (TPR,M)3
~ 1 ~
e = -3 e (19.40)
b
L's vy v v PR [ qPRUD
2 M D= MDD =g AU ——g pr(D— Vol Vol

x af (wR(I),M/(I)) af (wR(U) Jp ) [V(Q (R ,R(H)H

X d <¢R(U)7M”(11)) & (wR(I),M”(I)) .

M’(I),M"(I) ;M/(II)7MI/(II)
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19.3 Operatoren im Formalismus der Zweiten Quantisierung

Es sieht so aus, als hdatte man den Erwartungswert der potentiellen Energie mit
,,Wellenfunktionen“ CALJr (wR(I) MDD )CALJr <¢R(11) pygess )d(@DR(H) MU )&(1/1R(1) M) ) gebil—
det. Diese sind jedoch, wie wir ausfiihrlich dargelegt haben, Operatoren auf dem
Fock-Raum. Die Wellenfunktionen werden demnach zu Operatoren, wahrend die
vormals verwendeten Operatoren fiir die kinetische und die potentielle Energie in
der Zweiten Quantisierung nunmehr zu komplexen Zahlen ,degradiert* werden.
Daher der Name ,Zweite Quantisierung".

Bemerkung: Die gefundene Formel kann jetzt, nachdem die Struktur des Ope-
rators in Zweiter Quantisierung fiir eine Zwei-Teilchen Wechselwirkung klar ist,
ohne weiteres auf die Wechselwirkung V") zwischen mehr als zwei Kérpern (n > 2)
verallgemeinert werden. Fiir eine Drei-Korper-Wechselwirkung

N
(3)( (). (k). (l))}

kz [V =T mG) m/ @) ;m k) /(&) (D) ! (1)

J

J#k

erhélt man demnach in Zweiter Quantisierung;:

po = Ly poes
31
b

1

4 Z / a2 RW 4P pUD aP pUID

6 M/ A ID g (ID) A (T g p(ID) (T Vol Vol Vol
e{-s,—s+1,...,s—1,s}

(T/)R(I) M/(I)) (’l/}R(II) M/(II)) <¢R(III) M/(III))
2) ). I). p(III)
X |:V (R 7R 7R M/(I)’M//(I);M/(II)7M//(II);M/(III)’M//(III)

X a (1/JR(III)’M//(III)> a (Q/JR(11)7M//(11)> a (@DR(I),M”UO .

Zu beachten ist allerdings bei Fermionen die umgekehrte (!) Reihenfolge der
Indizes bei den Vernichtungs-Operatoren im Vergleich zur Reihenfolge bei den
Erzeugungs-Operatoren!

Oft schreibt man Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren fiir lokalisierte Ein-
teilchenzustande

drou (r,m) = 857 (R — 1) xo s ()

in der verkiirzten Form

ay (R) = a(Wrwm)
L(R) = af (Yr,m) -

Die Operatoren dy (R) und al, (R) mit Spin-Index M € {—s,—s+1,..., s} be-
zeichnet man in der Literatur oft auch als Feldoperatoren. Der Feldoperator

j=)3
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

ap (R) vernichtet ein Teilchen mit Spin-Quantenzahl M € {—s,—s+1,...,s}

am Ort R € Vol, der Feldoperator @}, (R) erzeugt so ein Teilchen.

Fir ein Teilchen im rechteckigen Kasten mit Volumen V' = |Vol| = L, L, L, sind
bei Vorgabe von periodischen Randbedingungen die Einteilchen-Eigenfunktionen

der Schrodinger-Gleichung gegeben zu:

6zk-r

P (r,m) = WXS’M (m)

k-r = kx'l"z -+ kyry + kzrz

2
k, = —n, mitn, € Z.
Lan mit n

Es folgt dann aus den in Gl. (19.31) und (19.32) angegebenen Relationen fiir
den Wechsel von der Basis der lokalisierten Zustande g s (r,m) zur Basis der

ebenen Wellen ¢y s (r,m) der Zusammenhang:

L, ekR
&T (gbk,M) = v 1d R \/V aT (¢R,M)
R e kR
a (Qbk,M) = Vol d”R \/V a (¢R,M) :
Wir schreiben jetzt
dLM = a ()
ko = a(dm)
und erhalten folgerichtig
; kR ;
o—ikR
Ay = d’R iy (R).

Umgekehrt ist

ot efzk-RAJ[
Ay (R) = Z \/V Qg n
k
eik-R
ay (R) = Z \/V&IQM
k

(19.41)
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19.4 Das Jellium-Modell des Elektronengases

Fir den Teilchenzahl-Operator folgt, wie man leicht nachrechnet:
N = / dPRn (R)
Vol

= /vmdDRdT (Yr.ar) @ (YRr,ar)

—S<M<S

= Z Z P Re't RCLT e -
_sShi<siw V /el

Nun gilt (Ubungsaufgabe!)

1 -
4 dP ReikK R _ 5(D)
V' Jvol c Kk
Demnach
N = > af (19.42)
—S<M<S k

Der Teilchenzahl-Operator N ist hier dargestellt als die Summe der Besetzungs-
zahl-Operatoren dL wlxar, die abzahlen, wie oft der Zustand ¢y s (z.B. fir ein
Teilchen im Kasten, eine elektromagnetische Hohlraum-Mode, eine elastische Schwin-
gungsmode im Kristall, usw.) besetzt ist.

19.4 Das Jellium-Modell des Elektronengases

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist ein ladungsneutrales System beste-
hend aus einer Anzahl N negativ geladener (mobiler) Elektronen an den Orten
r(®) und einer Anzahl N positiv geladener (ruhender) Ionen an den Orten RV,
wobei j,k € {1,2,..., N}. Das System wird durch einen Hamilton-Operator

H = Kel + V;al,el + ‘/el,ion + Vion,ion

beschrieben, der sich aus der Wechselwirkungsenergie Vion ion der positiv geladenen
Ionen (Ladung + |e|) untereinander, der Wechselwirkungsenergie Vg ion der Ionen
mit den negativ geladenen Elektronen (Ladung — |e|), und schlieflich noch aus der
Summe der kinetischen Energie K der Elektronen und der Wechselwirkungsener-
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

gie Vg o der Elektronen untereinander zusammensetzt:

G - 1
ion,ion 47’(’60 i) |R(J (k)|
(J#k’)
e & 1
‘/elion = - -
) Areg j%—:l ’R(J) — I‘(k)’
(i#k)
N 2 2 N
h le]” 1 1
Kel‘i“/el,el = (—Vf()> + —
jzz:l o " ¥V 4ﬁ502j§1 xG) — )|
(37#k)

Um einen sinnvollen thermodynamischen Limes bilden zu konnen, d.h. V' — oo,
N — oo mit % = const, ist es zweckméfig, die Reichweite des Coulomb-Potentials
durch einen Trick abzuschwéchen:

1 e Klrl

L

Fir die weitere Rechnung verabreden wir jetzt die folgende Grenzwertbildung:

zuerst ist der Limes Volumen V = L3 — oo, im zweiten Schritt der Limes x — 0 zu

nehmen. So ist fir die Abschirmlange % stets die Bedingung 1 < kL gewahrleistet.
Mit Hilfe der Ionen-Dichteverteilung

1Y :
Nion (R) = v S 0@ (R(J) - R)

j=1
folgt nun
2 —k|R—R/
Vi . — ﬂ} d3R d3R/ni0n (R) Nion (Rl) e
ion,ion 47’(’50 2 Vol Vol |R o R/|
V. e Z o (R) e "R
eljon = 47r€0 =1 vOl R — ()|

Die Verwendung der Methode der Zweiten Quantisierung zur Beschreibung der
Freiheitsgrade der Elektronen (Spin-Quantenzahl s = 2, o€ {—5, 51 ={L1}hH)
ergibt nun

N h2
Ko = Y[ dval (o (—vz) . ()
- J Vol
P = A Iy [ [ aial (v)al, () O () a0 (1)
ehel dmeg 2 2 Jvol Vol 7 o r—r/| ° 7
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19.4 Das Jellium-Modell des Elektronengases

Im Rahmen des Jellium-Modells wird die Ionen-Dichteverteilung durch eine ho-
mogene raumlich konstante Teilchendichte approximiert:

N
Nion (R) — 7 const.

Dann folgt
o R-R’
1 /N
‘/ion ion — () dSR dSR/
’ 4775 2\V /) Jval Vol R — R/|
v P N el
ehion = Y /\/01 IR —r®)|’

Die Substitution
R =R-s

liefert bei festgehaltenem R.:

lef” 1 (N>2 FE 5 e "
‘/Eonion = Pl e / R/ d’s .
’ 477'602 Vv Vol Vol |

Entsprechend ergibt die Substitution

s=R —rk

bei festgehaltenem r*):

‘6’2 N N . e~ Hlsl
Virion = — 102 / d .
ehion dmey V kzz:l Vo s

Das Integral iiber die Variable s ist unschwer in spharischen Koordinaten zu be-
rechnen:

€7K‘S|
d3s = 47 lim
Vol |s| L0 Jo

L
= A7 lim/ dsse™"*

L—oo

= 47 lim (—)/ dse ™"
L—oo

_ rL
— 4r <_8> lim l—e™
Ok | L—oo K
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Folglich ist

- 1N
ion,jon — o 2V 12

le]> N2 1

‘/elion = T3y 5

’ o V K2

Addieren der beiden Hintergrund-Beitrédge der Ionen im Rahmen des Jellium-
Modells ergibt:

V;:l,ion + Vgon,ion - T T I x5 o5

Unser Ziel ist die Berechnung der Grundzustandsenergie des Elektronengases
als Funktion des mittleren Teilchenabstands oc é Dazu ist es niitzlich, die Fel-
doperatoren als Superposition von Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren der
Einteilchenzustande ¢y, eines Elektrons im Kasten mit Volumen V' darzustellen:

7zk ‘r

af (r) = Z
da(r) - Z

Z

Einsetzen liefert fiir den Term der kinetischen Energie der Elektronen

N h2
Ke - / 3 Ajr AO’
1 Z VOld ra) < qur) Gy (1)

s () () (5 )
= ZZV Pret0r s

o kK Vol

—5®

h? L
— ;;Mkﬁaggak,a.
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19.4 Das Jellium-Modell des Elektronengases

Fir die Coulomb-Wechselwirkungsenergie ergibt sich

—k|r—r’|

2
1
3 2 fo & foy 1l 02k ) e (1) 20 1)

477'60 2

Z/ d3 / d3 /
47r50 Vol Vol
Z —zklr Z e—ik2~r’&T e—HII‘—I'II
o | \ & Ve e

ey

elel —

2 —klr—1'|
el” 1 1 el R
_ le] 1 Z = / REN dBreilks—ki)T : pilka—ko)r
Ame0 2 T ) T, Vo Vol Vol lr — 1|
X al _al dw, a4
ky,0%ka, 0’ ky,0'Uk3,0+
Die Berechnung des Matrixelements ergibt
1 fn|r7r’| ]
O [ [ @rreitkekont Ttk
V2 Jvol Vol v —r/|
1 . . e—fi\r—r’\
— / d37,,/ ez(k4—k2+k3—k1)‘r’ d37,,el(k3—k1)~(r—r/)
V2 Jvol Vol lr — /|
Substitution s = r — r’ bei festgehaltener Variablen r’,
s=r—r’ 1 3,1 i(ka—kotks—k 5 ikg—ky)s€
I 43y eika—katks—ki)r’ d3geilks—k1)s
V2 Vol Vol |S|
_1/s® _ 4
V6k1+k2 k3+ky _n2+\k17r—k3|2

Das zweite Integral wurde schon bei der Bestimmung des Streuquerschnitts der
Coulomb-Wechselwirkung (siehe Kapitel 18) ausgerechnet. Somit

% e 11 3) T 4mr
Voral = 4reg 2V Z (5k1+k2’k3+k4 k1 ,0%%2,0" 5 k, — k 2 Aky,0' Uk3,0-
02V k) ks ks ke e k2 + |k — k|

Wir definieren neue Variablen k, k’ und q:

ki = k+% (19.43)
ky, — k’—%
ky — k—%
k, = k’+%
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Offensichlich ist die Bedingung der Impulserhaltung erfiillt:

k1+k2 = k3+k4:k+k/
kl—k3 = q:k4—k2.

Dabei ist q der Impulsiibertrag bei der Streuung von zwei Teilchen. Wir erhalten:

1

‘/el el — Z Z Z T+q &k/_7 o ak/+%70/&k,%70.

250 q k' o0’ K2+|q|

Die Summe tiber die Wellenzahlen q spalten wir in einen Term mit q = 0 und
die iibrigen Terme mit q # 0 auf:

At At A
2 ak oAk ,o! H2 ak' /ak70+
o lelf1

olel = 260 %4 ~T

k,k’ 0,0’ +Za a a 2ak/ a /CL _a
) ) k k/,, 52 +3 k o
a0 +3,0 i +|q\ 2

Unter Verwendung der kanonischen Vertauschungsregeln fiir Fermion-Erzeu-
gungs- und Vernichtungs-Operatoren Gl. (19.14), (19.13) und (19.12) folgt dann:

AT AT A A At At oA oA
Ay oAy 50K o'k, = Oy oAy 5 0k,0cAK 0’

= —il, (0 ool — treoitly o) G o

S AT A (3) S
=yl oly 51 5" = O3 00,0/ Oy o Ok o

~ ~ (3) ~
= Nk,eNk' o' — 5k/7k50',0’nk,07

1 (A ~ (3) ~
2 w2 (nk,ank’,a’ - 5k/,k50,a’nk,o
‘A/ |€| 1
elel — T
280 4 k. k' o,0/ + Z CLk+ o_CLL,_f ol 2 Qak/+ /CALk,E o
a20 K +|q| 2

Mit Gl. (19.42) erhalten wir jetzt:

1 8o N
L)
‘A/ | |2 1 K
elel — I
’ 2e0 V ~
0 + > KQH E > Zak+q ak, 1 ,ak/+qa/ak,%70.
q#0 qa k. k’'o,0!

Da der Hamilton-Operator mit dem Teilchenzahl-Operator vertauscht, kénnen
wir bei Anwenden von N auf einen (auf Eins normierten) N-Elektronen-Zustand
U € Hpoe einfach den Operator N durch seinen Eigenwert N ersetzen. Es folgt
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19.4 Das Jellium-Modell des Elektronengases

dann im Rahmen des Jellium-Modells
<FI>\I, = <[A(el + ‘A/el,el + (V;ﬂ,iOn + Vgon ion) >

i K (M),

1 AT
le ‘ E § § <a a a q Qs a ,a q >
20 Vq;éo”2+|q‘2kk/aa k5.0 K/ =G0/ K 3.0 k5.0

+5%;?V<NQ 'N>W“5§%§§?(®w'

Da es schwierig ist, exakte Berechnungen in einem wechselwirkenden System
anzustellen, machen wir eine Variationsrechnung, um so eine obere Schranke fiir die
Grundzustandsenergie Eg zu gewinnen. Als Variationswellenfunktion verwenden
wir den Grundzustand

H aL7T€LL7\L\DVaC
[k|<kp

des idealen Fermi-Gases. Dann gilt, wie bereits im Abschnitt tiber das ideale Fermi-
Gas gezeigt wurde:

1 falls k| < kp,
Nk,e =
’ 0 falls k| > kp,

N\ 3
kF = (37'('2‘/) y

denn fiir Elektronen mit Spin s = % ist der Spin-Entartungsgrad zu 2s +1 = 2 ge-
geben. Wir erhalten somit fiir die Energie des Grundzustands des Elektronengases
(als Funktion des Fermi-Wellenzahlvektors kr) eine obere Schranke:

2

_LfAN 49 ¢ |k|
2 2y
. o |k\<kF
E, <<H> —
AT ef? 1 .
—|——— <a a a 49, /a _a >

Das eigentliche Problem besteht jetzt darin, den Beitrag der Wechselwirkung
auszurechnen:

<d1T<+ ale g, T P | U>\PF (19.44)

— AT At
— <\I[F, ak+%7o_ak/_%70_,a/k/+%70./ak7%70_\1}F

= <6Lk/_%70./ak+%7o.\llp,ak/+%701ak_%’0\1/F> .
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Da der Fermi-See U gefiillt ist, sind notwendigerweise die Einteilchen-Zustande
qﬁk,%’g und ¢y +4 o0 SOWie Qbkug,o' und ¢y +3,0 besetzt, damit der Erwartungswert
Gl. (19.44) uberhaupt von Null verschieden sein kann:

‘k—g' < kp (19.45)
k’+% < kp
k’—g < kp
k+% < kp

Die beiden Vielteilchen-Zustande &k/+%,0/&k_%7g\lf r wie auch dk/_%,U/&kJr%J\IJ F
haben je eine Anzahl von N — 2 Elektronen, falls die angegeben Bedingungen
in Gl (19.45) erfiillt sind. Das Skalarprodukt der beiden Vielteilchen-Zusténde
ist gleich Null, da die Zustande zueinander orthogonal sind, es sei denn, es ist
entweder q = 0, oder es ist k = k/ und zugleich ¢’ = ¢. Der Fall q = 0 ist schon
ausgeschlossen, da die Summe nur Terme mit q # 0 beriicksichtigt. Es bleibt somit
nur der zweite Fall zu betrachten:

(#),, =

ﬁl 1 <AT At N A >
+250 % 2 w2+|q? %; ak+%,aak_%7aak+%7aak,%7g

q7#0 Up

Nun gilt aufgrund der Vertauschungsregeln fiir Erzeugungs- und Vernichtungs-
Operatoren von Fermionen:

A
ay

)

A _ A At .
~30Mk+50 = Tt o0k, fir q # 0,
und deshalb
<dT q &T q &k a &k a > — - <€I/T q &k a &T q dk a >
k+3,0 'k—3,0 kt5,07k=5,0 Ty k43,0 kt+5,07k—9,07k=5,0 Ty

= - <Nk+%,oNkf%,o>\PF

Fiir den Erwartungswert des Produkts der Teilchenzahl-Operatoren ]\Afkigﬁ er-
halten wir, da U ein auf Eins normierter Eigenzustand dieser Operatoren ist:

1 O q q
<Nk+%,0Nkf%,a>\IjF = Nk+doNk-90 = O (kF - ’k + QD On (kF - ‘k - 2’)
1 falls x > 0,

@ p—
i () {o falls = < 0.
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19.4 Das Jellium-Modell des Elektronengases

Berticksichtigen wir noch einen Faktor 2 wegen der Spin-Entartung, >, = 2s+1 =
2, folgt jetzt:

(i, -
4 5y 0w (b~ e 8) 0 (ke - 8.

aZo "+l

Der Beitrag der kinetischen Energie wurde schon im Abschnitt , Ideales Fermi-
Gas bei T' = 0“ bestimmt:

h? h?
> o I me =2 3 oo kP
ko 2H k| <kp “H
1% B2
~ 2 3/ Br k[
(2m)" Jikl<kr 24
3
— ZEpN.
5 F

Wir berechnen jetzt fiir konstant gehaltenen Impulsiibertrag q das Integral:

Jy = YOy (kF—’k+‘21D Ou (k:F—’k—(21> (19.46)
k
14 3 q q
= Gy [ 4 (ke — fic ) 0 (ke — = ).

Wir wéhlen 0.B.d.A. die 2-Achse entlang der Verbindungslinie der beiden Punkte
§ und —3. Das Integrationsgebiet im k-Raum ist offensichtlich die Schnittmenge
zweier Kugeln mit Radius &z, deren Mittelpunkte einmal am Punkt § = (0,0, ),

und einmal am Punkt —& = (0,0, —£) positioniert sind:

q 2
K2+ K+ (k; — 2) = k% (19.47)

k2+k2+(k +q>2 = k;
T Yy z 2 F-

Die Oberflachen der beiden Kugeln schneiden sich in der Ebene &, = 0 auf einem

Kreis mit Radius
q?
kf() — k2F — Z,

q
O0< =<k
2 F

falls die Bedingung
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

erfiilllt ist. Das Volumen des Integrationsgebietes fiir das Integral Gl. (19.46) ist
somit gleich dem doppelten Volumen einer Kugelkappe, die durch die Ebe-
ne z = 0, z.B. von der unteren Kugel mit dem Mittelpunkt bei (0,0, 1), jetzt
mabgeschnitten* wird:

J, = ——2. / . (k2 +12) (19.48)
27T N

Kreisflache

Volumen einer Kugelkappe

- (2‘; 27r/0k . lk%— <k+gﬂ
_ (2‘%27%%/0 & dt[ (H?ZF) 1

t=1—

V 1 q \?* Tir
= ——2nk} t—(t >
P AN ]
' 11 3
- (QV)?’QW% 1‘(2/3)‘3*3(213)]
s i F F
V [2 q 1/ g \3
- i )36
2P 13 T k) T3 ks

Offensichtlich ist Jq =0 fur - > 1:

Vo dr 3/ q 1/ g \? q
e o) o)
T @n)? 37" l 22ty ) T2 2 " 2
Wir berechnen nunmehr den Beitrag der Coulomb-Wechselwirkung der Elektro-
nen im Limes x — 0 zu

1 1

27q
Vazor® +1dl

12

1 . 1
a3 J
<2w>3/ T+l
V 1 2kr 1 Ar 3/ q
= : 4/ dgq? ———— — I 1—()
T L = F[ > *
\%4 1 47r q 3
~ o Ar R 2k /d( ) 1-2
(2)? (27?) Ty e 2k l 2
Vv

4, 31,
p— . — 1_7 J—
(2r)° 37TkF/0 dx{ 2x+2x}

= Y 4k a:—§a: —|—1:z:4
o@en)? 3 " 47 "8

r=1

=0
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19.4 Das Jellium-Modell des Elektronengases

Vo4 3.1
< kOt
(2n)® 3 © 173
Vo1
(2r) 27

Insgesamt erhalten wir:

. e 1N 3 le]? 1 1
< >pr 2e9 K2V + 5 €0 Vq;éo'fQ + |‘1|2 :

2 2
11 1
= <3E id )N—|e| v Kz

5 F 2e0 K2V

€0 (27r)3 Cop

Wenn wir, wie verabredet, zuerst den Limes V' — oo und dann x — 0 vorneh-
2
men, ist der Term %H%% gegeniiber dem konstanten Energiebeitrag %E r vernach-

lassigbar. Wir erhalten demnach unter Beachtung von

N\ 3
b = (3°7)

fiir die Energie pro Teilchen im Grundzustand des Elektronengases die Abschét-
zung:

Eg <ﬁ>%_3E el V 1k;j%k

IN

N N 5 g n)? 2N
3 le]*> 3
5T g 1672
_ 3R%kE e” 3 L
520 e l6m2
Mit den Groflen
V = Z?a%rg -N
agrg : Teilchenabstand
ag : Bohrscher Radius
rs : dimensionsloses Maf fiir die Dichte des Elektrongases

folgt jetzt der Zusammenhang

1 \°  /om: 1
kF—<37r24ﬂa3T3> —(4) —
3 “B'S BTS
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Nun ist (vgl. Kapitel 15) der Bohrsche Radius gegeben zu:

o h2 47780

agp = ——5.
iolel
Unser Variationsansatz fir die N-Elektronen-Wellenfunktion Wz liefert also fiir
die Energie E—]\f pro Teilchen im Grundzustand als Funktion des dimensionslosen

Parameters rg die folgende obere Schranke:

Eolrsl iy jim (), _ 31k |’ 3
N = ks0vos N 5 2u e 1672

_ 3 (as le (%)5 L]l 3 (%) 1
5\ 2 4meg 4 ) ari| Amegdm [\ 4 ) aprg

ol

_ ol 1t 3(%)31_3<%>%1
" dmeg2ap |5\ 4) rE 2r\4) rg

L ~2.21 0.916
lel> 1 [2.21 0.916
dmeg 2ap | 1% re |

Der erste Term ist die kinetische Energie der Elektronen. Sie dominiert fiir r, — 0.
Der zweite, negative Term ist die sog. Austauschenergie. Das Minimum der
oberen Schranke wird bei
(18) iy = 4.83
angenommen. Bei so einer fiir Metalle typischen Dichte ist die Energie pro Teilchen
negativ:
B ()] _ ol
N - 47T€0 26LB
Setzt man experimentelle Werte, z.B. fir das Alkali-Metall Natrium (Na) ein,
so folgt fiir den Dichteparameter rg ein Wert von

- (—0.095) =~ —1.29 [¢V].

(rs) ya = 3.98.

Fiir die Energie pro Teilchen, die aufzuwenden ist, um vom der festen Phase in die
Dampf-Phase des Metalls Natrium iiberzugehen, wird experimentell ein Wert von

FE
) =11
( N)Na 3 (V]
gemessen.

Fazit: das sehr einfache Jelium-Modell liefert eine tiberzeugende physikalische
Erklarung fiir die beobachtete Groflenordnung der Bindungsenergie von Metallen.
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19.5 Austauschwechselwirkung

Eine bessere quantitative Ubereinstimmung mit dem Experiment ist erst moglich,
wenn die periodische Anordnung der Ionen im Gitter sowie die Eigenschwingungen
der Tonen um ihre Gleichgewichtslage explizit berticksichtigt werden. Mehr zu den
grundlegenden Problemen der Materialwissenschaften erfahrt der interessierte Stu-
dierende in den Vorlesungen ,, Theorie der Kondensierten Materie® und ,, Theorie
korrelierter Vielteilchensysteme®.

19.5 Austauschwechselwirkung

Wir betrachten ein ladungsneutrales System bestehend aus zwei Atomen, genauer
zwei (einfach) positiv geladene Ionenrtimpfe und zwei Elektronen. Zur Vereinfa-
chung nehmen wir an, dass die Distanz R4 — Rp zwischen beiden Atomkernen
eine vorgegebene Konstante ist. Dann lautet der Hamilton-Operator H des Sys-
tems, wenn sich die zwei (negativ geladenen) Elektronen an den Plitzen r4 und
rg befinden:

H = Hjis+ Hp+Vyp
—h?_, le|? 1

Hy = H(ras;Ra) = —
A (rA’ A) 2me ra 47T€0|I‘A—RA|

H H(rp: Ry) = -2 el 1

= Ir: = —
B By 2B 27716 'B 471'60 |I‘B — RB|
Vap = V(ra,rp;Ra,Rp)

le|? ( 1 1 1 1 )
= - - + + :
471'80 |I‘A—RB| |I‘B—RA| ‘I‘A—I'B’ |RA—RB’

Das Wechselwirkungspotential Vg enthélt insbesondere die Coulomb-Absto-
Bung zwischen beiden Elektronen! Da H 4 bzw. Hp fiir sich genommen ein isolier-
tes Wasserstoff-Atom beschreiben, ist der Hamilton-Operator H ein Modell zur
Beschreibung der elektronischen Bindungszustdnde eines Wasserstoff-Molekiils als
Funktion des Abstands |[R4 — Rp|.

Das Vorhaben, die Energie E; des Grundzustands V¢ der beiden Elektronen
als Funktion des Abstands |R4 — Rp| der Atomkerne exakt zu bestimmen, ist
ein schwieriges Problem der Theoretischen Chemie und Molekiilphysik. Dennoch
kann die wesentliche Physik des Problems mittels eines einfachen Variationsan-
satzes verstanden werden. Dazu betrachtet man fiir eine gegebene Position R des
Atomkerns zunéchst die elektronischen Eigenfunktionen

Pro (1) = ox (r = R) X1, (1)

des isolierten Atoms. Beim Wasserstoffatom représentiert A die Quantenzahlen
n,l,m mit n € {1,2,...}, 1 € {0,1,...,n—1}, m € {=l,=l+1,...,1l}, 0 €
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

{- ;, 5} ist die Spin-Quantenzahl, r spezifiziert den Ort, an dem die Wahrschein-
lichkeitsamplitude des Elektrons ausgewertet wird, u spezifiziert die Komponente

des Spin-Eigenzustands X1, des Elektrons.

Fiir den Bahnanteil gb,\ der elektronischen Eigenfunktionen gilt demnach fiir

IR4 — Rp| — oo, d.h. fiir weit entfernte, voneinander isolierte Atome:

H(ra;Ra)ga(ra—Ra) = Expa(ra—Ra)
H(rp;Rp)¢u(rp—Rp) = E.b.(rz —Rp).

Zwar ist fiir beliebige Werte des Distanzparameters |R4 — Rp| jetzt
[H (ra;Ra) + H(rp;Rp)|ér(ra —Ra) ¢, (rpg — Rp)
= (Ex+ E,) ¢ (ra —Ra) ¢, (rp —Rp),

jedoch ist der von den Positionen Ry und Rp der Atomkerne parametrisch
abhangende Operator H (ra;R4) + H (rp; Rp) leider nicht invariant bzgl. der
Vertauschungsoperation (ra,rp) — (rp,ra) der Elektronen-Positionen:

2

—h2 72 le| 1

2me vrA 4dmeg [ra—Roa|
H(ra;Ra) + H (rp;Rp) =

—h? v? 6\2 1

2me " 4meo rp—R3B|

1% 72 lef® 1

QmEv " 4meo rp—R4]
H (I‘B; RA) + H (I‘A; RB) =

. VQ le] 2 1

2me Y TA  4dmeg ra—Rp|

Wir sehen, dass gilt:

[H (ra;Ra) + H (rp;Rp)] — [H (rp; Ra) + H (ra; Rp)]
le|? 1 1 1 1

— — - -
dreg | |ra—Ra|l |re—Rp| |rg—Ra| |ra—Rp|
= V(rBarA;RAaRB) _V(rAarB;RAaRB)'

Es folgt zugleich, dass der urspriingliche Hamilton-Operator H invariant bzgl. der
Vertauschungsoperation (ra,rg) — (rp,ra) ist, wie es ja auch sein muss:

H(rq;Ra)+ H (rp;Rp) + V (ra,r5;Ra, Rp) (19.49)
= H
= H(rB;RA)+H(rA;RB)+V(rB,rA;RA,RB).

Die symmetrisierte bzw. anti-symmetrisierte Zwei-Teilchen Bahn-Wellenfunkti-

on

¢ (ra—Ra)d, (rp — Rp) = dx (rp — Ra) ¢r (ra — Rp)
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19.5 Austauschwechselwirkung

ist aus den genannten Griinden zwar kein Eigenzustand von
H (I‘A;RA) -+ H (I’B;RB) s

sie geniigt aber dem Pauli-Prinzip! Heitler und London (1927) verwendeten deshalb
so eine Wellenfunktion als Variationsansatz fiir die Zwei-Elektronen-Wellenfunk-
tion ¥ (r4, rp; Ra, Rp) des Wasserstoff-Molekiils. Da der Hamilton-Operator keine
Spin-Bahn-Wechselwirkungsterme enthalt, gibt es zwei Moglichkeiten:

1. die Spins der beiden Elektronen bilden einen Singulett-Zustand: S =0, .5, =
0

Vg = Ug(ra,rp;Ra,Rp)

O (ra—Ry)dyr (rg — Rp) 1 (4) B) ) B
l‘i‘ﬁb}\(rB—RA)qﬁ)\(rA—RB)]\/§(X1 ® X1 X“@X%T).

2. die Spins der beiden Elektronen koppeln zu einem Triplett-Zustand: S
1,8, € {~1,0,1}

Ur = Up (I'AJ"B;RA,RB)
- R -R 1
- l ¢r(ra —Ra) éx (r5 — Rp) ] ( (;¢)®X(B)

1
27

V2

Die diesem Ansatz fiir die Zwei-Elektronen-Wellenfunktion Vg7 (ra,r5; Ra, Rp)
zugeordnete obere Schranke Eg bzw. Er fir die Energie Es des Grundzustands
des Molekiils ist dann gegeben zu

B < Bor = (Vsr,[H (ra;Ra)+ H(rg;Rp)+V (ra,rp;Ra,Rp)| Ysr)
¢ < Esr= .
(Wsr, Usr)

Arbeiten wir mit auf Eins normierten atomaren Eigenfunktionen,
R
<>U::@@—m

Jerld® @f = 1= (0. o)
HmR>Au>zﬂm@@»

und definieren wir das Uberlapp-Integral zu

(4) (B)
—¢x(rp —Rya) ¢r (ra — Rp) %¢+X ¢®X1T>'

A = (650,608, (1950
so berechnen wir ohne Weiteres:
(Us, Vs)
= [ara [ [of (0a) o (r) + 6 (v5) 7 ()
= 2(1+ |Aasl’),
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

bzw.
\IlTa‘I]T
_ /d?’rA/d?’ ‘¢<RA) ) 6E8) (1) — B (1) ) (rA)]2
= 2(1—|Aasl?).

Unter Verwendung der Symmetrie Gl. (19.49) erhilt man nach einigen elementaren
Umstellungen das Ergebnis:

(s, [H(ra;Ra)+H (rpg;Rp)+V (ra,rp;Ra,Rp)| Ysr)

E —
5T (Vsr,¥Ysr)

J(C) + 705

= 2B, + —— 7
1+ |Ag sl

Hier bezeichnen J,ES% und JX% die sog. Zwei-Zentren-Integrale

2 2
JG = /d3rA/d3rB\¢<RA> (ra)| V (ra, v Ra, Rip) [0 (x)[ (19.51)
I8 = [dra [ dra [o ()] [65° (rp)]' (19.52)

XV (Ta,Tp; RA, RB> B (0) 9 (r4) .

Der Term Jfg entspricht dem klassischen Beitrag der Coulomb-Wechselwirkung

zur Energie. Dagegen beschreibt Jf(i(b-), die Austausch-Energie. Die Existenz die-

ses Terms, der unanschaulich ist und der in der klassischen Elektrodynamik nicht
vorkommt, ist eine unmittelbare Konsequenz des Pauli-Prinzips. Mit zunehmen-
dem Abstand |R4 — Rp| wird JX(B) aber rasch sehr klein im Vergleich zu Jfg;.

Fiir nicht zu kleine Werte des Distanzparameters |[R 4 — Rp| ist der Uberlapp der
beiden atomaren Wellenfunktionen ¢%*) und ¢{™*) bereits klein, d.h. |A aplt < 1.
Dann folgt fiir die Singulett-Triplett-Aufspaltung

Es — Ep ~2J5}. (19.53)

Fiir nicht zu grofien Abstand |R4 — Rp| ist beim Wasserstoff-Atom, wenn zur
Berechnung der Zwei-Zentren-Integrale mit atomaren Wellenfunktionen gbgl:) (r)
gearbeitet wird, die Austausch-Energie positiv, JX(B) > (. Dies bedeutet, dass beim
Wasserstoff-Molekiil der Grundzustand ein Spin-Singulett-Zustand ist.

Unsere Uberlegungen sind nicht auf das Wasserstoff-Molekiil beschrinkt. All-
gemein lasst sich die Wirkung des Hamilton-Operators H fiir zwei Elektronen,
die sich im Coulomb-Feld zweier benachbarter (einfach positiv geladener und an
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19.5 Austauschwechselwirkung

Gitterplatzen R4 und Rp fixierter) Ionen-Riimpfe bewegen, in einem durch Vg
und die drei Triplett-Zustande U, aufgespannten 4-dimensionalen Unterraum im
Rahmen eines Pseudo-Spin Modell erfassen:

H=a-1-b- Z JJ(A)@O'J(»B).
Jj€{z,y,2}

Die Parameter a und b des Modells sind dabei zu

1

a = Z (ES + 3ET)
1

b - Z (ES - ET)

gegeben. Zur Erinnerung:
0_01 J_O—i 0_10 0_10
*~\1ro) v\ o) 0 -1) P70 1)
(1 (0
Xzr = \o) Xt \1)-

Man rechnet leicht nach

S o ael® (e - oxf)
Je{x7y7z}
=-3 <X(IAT) ® X(B) x(1 ) X X(lBT))
27 )

> o way” (X(lA) ® XY, T X1 ® x(lBT)>
k) 27 27

je{x7y72}
Folglich ist
A B A B A B A B
a (x(1 ) ® x(%f — X(%j ® XET)) = (a+3Db) (x(“) ® X(%j - x%,j ® x;})
_ (A) o (B) (A o (B
= Es ( 10X X ® X;,T>
H (X(lA) @ Xy + i) ® X(lBT)> = (a-0) (X(f? @ X Ay @ X(B)>
27 27 27 2 3>

Fir b < 0 ist der Singulett-Zustand bevorzugt, d.h. die Spins der Elektronen
sind fiir b < 0 anti-parallel orientiert. Man spricht von einer anti-ferromagne-
tischen Ordnung. Fir b > 0 ist der Triplett-Zustand bevorzugt. Die Spins der
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19 Systeme aus gleichartigen Teilchen und Zweite Quantisierung

Elektronen sind fiir b > 0 parallel orientiert (wir nehmen an, fiir die drei Zustan-
de des Tripletts S =1, S, € {—1,0, 1} existiert eine energetische Bevorzugung des
S =1, 5, =1 Zustands, z.B. infolge einer ganz schwachen Spin-Spin-Wechselwir-
kung). Man spricht dann von einer ferromagnetischen Ordnung.

Obwohl die Korrelationen davon abhéngig sind, dass Elektronen einen Spin-
Freiheitsgrad besitzen, rithrt die energetische Groflenordnung der gefundenen
magnetischen Wechselwirkung tiberhaupt nicht vom magnetischen Moment des
Elektrons her! Vielmehr ist es die Austauschwechselwirkung der Elektronen,
reprasentiert durch das Zwei-Zentren-Integral Jf({f{B), die den fundamentalen Grund
fiir den Heisenberg-Ferromagnetismus in der Festkorperphysik darstellt.
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