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Aufgabe G1

In einem Parallelogramm ABCD mit AB > BC seien die Winkelhalbierenden
der Innenwinkel bei A, B, C und D konstruiert. Dabei auftretende Schnittpunkte
von Winkelhalbierenden seien so mit Sy, S, S; und S, bezeichnet, wie aus der
nachstehenden Abbildung ersichtlich wird.

Ss

a) Beweisen Sie, dass das Viereck S;S,S53S, unter diesen Voraussetzungen
stets ein Rechteck ist.

b) Zusatzlich werde nun vorausgesetzt, dass der Punkt S; auf der Strecke
CD liegt. Ermitteln Sie das Verhaltnis AB: BC.

Lésung

a) Gegenuberliegende Winkel im Parallelogramm sind gleich.

Dies gilt also auch flir die griinen Winkel « bei A und C. Analog sind die
blauen Winkel {3 gleich.
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Damit sind die Winkelhalbierenden durch die gegenlberliegenden Eckpunk-
te des Parallelgramms A und C parallel und ebenso die Winkelhalbierenden
durch B und D.

Far die Winkelsumme des Parallelgramms gilt

360° = 4ot + 4B = o+ P = 90°.

Betrachten wir exemplarisch nun das Dreieck CDS; mit den Winkeln «, 3
und y dann gilt

vy =180°— a— 3 =180° — 90° = 90°.
b) Durch Aufgabenteil a) sehen wir, dass alle entstehenden Dreiecke kon-

gruent sind.Insbesondere sind also die Dreiecke AS;S,, S3BS, und BCS,
kongruent. Bezeichnen wir deren langste Seite jeweils mit a:

so liest man direkt ab:

AB:BC=2a:a=2:1.
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Aufgabe G2

Gegeben ist der Graph einer Funktion

f(x) =a- sin (b(x—c)) +d.

10

—10 5 5 10
2

—4

Man schéatze (so prazise wie anhand der Abbildung mdglich) die Parameter
a,b,cd.

Hinweis: Eine Genauigkeit von 0,5 ist im Zweifel ausreichend.
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Lésung

|
—

Die Amplitude a ist die halbe Differenz (blau) von maximalem und minimalem
y-Wert. Also

Die Sinusschwingung schwingt symmetrisch um die x-Achse. Sie wurde hier um
d ~ 3 nach oben verschoben.

Die Periode der normalen Sinusschwingung betragt 27t. Die Priode der vorliegen-
den Funktion liest man ab aus dem Abstand von 2 Hochpunkten (6 — (—6,5) =
12,5 ~ 4m). Der Ablesefehler der x-Koordinate von Extremstellen ist aber relativ
groB. Deshalb verwendet man besser den doppelten Abstand von 2 Schnittpunk-
ten (gran) mit der um d = 3 verschobenen y-Achse (orange). Daher betragt

2n 1

b~ it

Die Sinusfunktion geht durch den Ursprung und steigt dann an. Die Funktion
muss also etwa um 3 nach links verschoben werden, damit die um 3 nach
oben (oder 2kmt — 3 nach rechts) geschobene Sinusfunktion bei 3 die y-Achse

schneidet. Also ¢ =~ 3.

f(x) ~ 65sin (%(x _ 3)) +3.
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Aufgabe G3

In einen grinen Kreis mit Radius 1 Meter ist ein Quadrat einbeschrieben und
blau gefarbt. In dieses Quadrat wird ein Kreis einbeschrieben und grin geféarbt.
In diesen wieder ein Quadrat. Wir stellen uns vor, dass das immer so weiter geht.

Welcher Anteil der Flache des groBen Kreises ist dann grin gefarbt?
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Lésung

-

Die Flacheninhalte der griin und blau geféarbten Flachen eines jeden Kreisringes
stehen immer im gleichen Verhaltnis, daher sind die Farbungsanteile in jedem
Ring gleich und damit auch im gesamten Kreis. Es gentgt daher den griinen
Anteil am duBersten Ring zu berechnen.

Wenn der duBerste Kreis den Radius R hat und das Quadrat die Seitenlange 2r,
dann hat der nachste Kreis den Radius r mit r2 + r> = R? und es gilt:

Fx = R?n (Flache groBer Kreis)

Fi = r’n (Flache kleiner Kreis)

Fo = (2r)? (Flache Quadrat)

Fy = Fx — Fq = R*rt — 4r? (grune Flache)

Fo=Fq— Fx=4r* —rPn=r?(4 —n) (blaue Flache)
F F

(Anteil grine Flache)

F,+F»  Fx—Fr
_ RPm—4r®  2r°m—4r®
 R2r—r2m 2r2m—rin
B 2m—4 4

—2_ =
Tt 7T
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Aufgabe G4

Der Weihnachtsmann hat von seinen Wichteln eine Lichterkette mit 365 Lamp-
chen geschenkt bekommen. Die Lampchen sind alle von 1 bis 365 nummeriert
und kdnnen einzeln ein- und ausgeschaltet werden. An Heiligabend (24.12.) wird
die Kette Uberreicht und alle LAmpchen leuchten. Am darauffolgenden ersten
Weihnachtsfeiertag (25.12.) werden zunachst alle L&mpchen ausgeknipst. Am
zweiten Tag nach Heiligabend wird jedes zweite Lampchen wieder eingeschal-
tet. Am dritten Tag wird jedes dritte LAmpchen umgeschaltet, also ausgeknipst,
wenn es leuchtete und angeknipst, wenn es aus war. Und so weiter. Am k-ten
Tag nach Heiligabend wird jedes LaAmpchen dessen Nummer durch K teilbar ist
umgeschaltet.

a) Brennt das Lampchen mit der Nummer 24 am nachsten Heiligabend?
b) Brennt das Lampchen mit der Nummer 144 am nachsten Heiligabend?
c) Wieviele Lampchen leuchten am nachsten Heiligabend nicht?

Lésung

Um zu entscheiden, ob eine Lampe mit Nummer n leuchtet, muss man die
Anzahl der Teiler von n finden. Hat n eine gerade Anzahl von Teilern, ist sie an
Heiligabend an, denn am ersten Tag wird sie ausgeknipst, dann bei jedem Teiler
umgeschaltet und dann noch einmal am n-ten Tag. Bis Heiligabend, nach 365
Tagen, wurden dann alle Teiler gefunden.

Vorbemerkung/Vereinbarung:

Sein e Nmit n > 2. Wir nennen dann n und 1 die trivialen Teiler von n, alle
Ubrigen Teiler echte Teiler von n.

a) 24 hat die sechs echten Teiler 2, 3, 4,6, 8, 12. Deshalb leuchtet die Lampe
mit der Nummer 24 (natirlich) zu Heiligabend.

b) 144 = 2:-2-2-2-3-3 = 232 hat die Teiler 2'3 mit / € {0,1,2,3,4}
und k € {0,1,2}. Fir die Wahl von i gibt es funf, fir die Wahl von k
drei Méglichkeiten. Das ergibt 3-5 = 15 Kombinationen. Dabei sind die
Kombinationen 2°3° = 1 und 2432 = 144 keine echten Teiler. Die Zahl der
echten Teiler ist also ungerade, also brennt Lampe 144 nicht.

c) Ob ein Lampchen mit einer bestimmten Nummer leuchtet oder nicht, hangt
offenbar alleine von der Anzahl seiner Teiler ab:

+ Bei einer geraden Anzahl von (echten) Teilern leuchtet das Lampchen
am nachsten Heiligabend.

» Bei einer ungeraden Anzahl von (echten) Teilern leuchtet das Lamp-
chen am nachsten Heiligabend nicht.
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Es qilt: Nur Quadratzahlen haben eine ungerade Anzahl von Teilern.
Begriindung: Ist d ein Teiler von n, so ist auch J ein Teiler von n.Die Anzahl
der Teiler von nist also gerade, es sei denn in einem Teilerpaar sind beide
Teiler gleich. Das ist genau dann der Fall, wenn & = d ist, also wenn n = d?
eine Quadratzahl ist.

Da 192 = 361 < 365, brennen am nachsten Heiligabend genau die 19
Birnchen mit den Nummern der ersten 19 Quadratzahlen nicht.
Alternativer Weg:

Sei n die Nummer einer Birne und

Ny N n
n:p11p22...pkk

die Primfaktorzerlegung von n, dann sind genau die Zahlen m Teiler von n,
die sich darstellen lassen als
m = pqmpg’Z .. plTk
Dabei muss gelten: 0 < m; < n;. FUr jedes m; hat man also n; + 1 Mdglich-
keiten und es gibt genau
k
[T+

=

]
mogliche Teiler (inklusive 1 und n).
Das Lampchen brennt, wenn es geradzahlig viele Teiler hat und dazu
genlgt es, dass ein n; ungerade ist. Das Lampchen brennt nicht, wenn alle
n; gerade sind und das passiert genau, wenn n eine Quadratzahl ist.

Da 192 = 361 < 365, brennen am nachsten Heiligabend genau die 19
Birnchen mit den Nummern der ersten 19 Quadratzahlen nicht.
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Aufgabe E1

Fir eine vierstellige Zahl abecd mit den Ziffern a, b, ¢ und d betrachten wir:
 die Quersumme: a+b+c+d
« die alternierende Quersumme: —a+b—c+d
+ und die gewichtete Quersumme: 4a+ 3b+2c + d

Fir die Zahl 2023 ist die Quersumme 7, die alternierende Quersumme —1 und
die gewichtete Quersumme 15.

Finden Sie eine weitere vierstellige Zahl abcd, bei der die Quersumme, die
alternierende Quersumme und die gewichtete Quersumme jeweils den selben
Wert ergibt wie bei 2023. Wie viele solche Zahlen gibt es?

Hinweis: Bei einer vierstelligen Zahl abcd darf die erste Ziffer a nicht 0 sein.

Lésung

Die vier Ziffern a, b, ¢ und d missen das folgende Gleichungssystem erflllen:

atb+c+d=7 (1)
—a+b—-c+d=-1 2)
4a+3b+2c+d =15 (3)
Daraus erhalten wir:
(1) +(2): 2b+2d=6=b+d=3=d=3->
(1) —(2): 2a+2c=8=a+c=4=c=4—2a

Einsetzen in (3) ergibt:

43+3b+8—-2a+3—-b=15

= 2a+2b+11 =15
= a+b=2
= b=2-—a

Insgesamt erhalten wir, dass fir a, b, c und d also gelten muss:
b=2-a, c=4-—a und d=3-b=3—-(2—a)=1+a

Nach Aufgabenstellung sind a, b, c und d Ziffern und es muss a > 0 gelten. Aus
b=2— afolgt a=1 oder a = 2, sonst wird b negativ. Wir erhalten fir a = 2 die
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bekannte Lésung 2023. Fir a = 1 erhalten wir die vierstellige Zahl 1132.
Die Probe

1+1+3+2=7
141 -3+2=—1
4+3+6+2=15

zeigt uns, dass dies tatsachlich eine Lésung ist. Somit gibt es genau zwei Zahlen,
die die Bedingungen erflllen.
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Aufgabe E2

In einer kugelférmigen Tiefseetauchsonde mit Durchmesser 1 Meter soll ein
maoglichst groBer zylinderférmiger Tank eingebaut werden.

——-—— - ——
- -
- ~o

Wie groBB3 muss die Hohe des Zylinders gewahlt werden, damit er ein maximales
Volumen besitzt? Geben Sie flr diesen Fall das Volumen konkret an.

Losung

Der Durchmesser der Kugel sei D = 2R = 1 (in Metern), wenn R der Radius
der Kugel ist. Der Radius des Zylinders sei r, seine Hohe sei h, dann ist das
Volumen V = r2nh.

Zentrum flir Mathematik - Tachauer StralBe 4 - 36119 Neuhof - 06655-9176355
Internet: www.z-f-m.de - Email: tdm@z-f-m.de



Tag der Mathematik 2023
Aufgabe E2 mit Losung

Dabei gilt:
D? = 4R? = 1m? = h* + (2r)®
1—h
2 _
= rr=-—
R 3
V:rzrrh:1 hﬂh:h4hﬂ:V(h)
AR
V’(h):1 43h7't
V'(h)=0
1
— h=—
V3
h—h® h 1
= V =r?nh= n=(1-m)-n=—=mn
g ==

Alternativer Weg: Elimination von h statt r.
D? =4R? =1m? = h* + (2r)?
= h=+1—4r?
V =r2nh=r’ny1—4r2 = V(r)

1 1
V/(r) = 2rm/1 —4r2 + rzﬂi—w(—Sr

_2rm(1 —4r?%) —4r’n

)

V1—4r2
V/(r) =0
— 2rm(1 —4r?) = 4r’*n
2 1—4r2 =2/
£2 r—
V6
1
= h=—
V3
1 1
V=r’th= —n—
6 V3
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Aufgabe E3

Gegeben sei ein Quadrat, dessen Diagonale Léange 2r hat. Um jeden der 4
Eckpunkte des Quadrats wird ein Kreis mit Radius r gezogen, auBerdem um den
Mittelpunkt des Quadrats ein Kreis mit Radius 2r. Es entsteht die abgebildete
Figur.

a) Zeigen Sie, dass die Flachenstiicke F; und F; gleich groB sind.
b) Berechnen Sie den Flacheninhalt von F; in Abhangigkeit von r.
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Lésung
a) Der Flacheninhalt der Vereinigung der vier kleinen Kreise ist

4 - (Flache eines kleinen Kreises) — 4 - F;
= Flache des groBen Kreises — 4 - F».

Da die vier kleinen Kreise zusammen den gleichen Flacheninhalt wie der
groBe haben (namlich 4 - r’rt = (2r)?m), sind F; und F, gleich groB.

b) Eine Halfte von F; entsteht aus einem Viertel des kleinen Kreises, indem
ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit Kathetenlange r entfernt

wird.

Also qilt
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Aufgabe E4

a)

b)

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, die Zahlen 1, 2, 3 so anzuordnen, dass
keine Zahl an inrem Platz steht (also 1 nicht an erster Stelle, 2 nicht an
zweiter, 3 nicht an dritter)?

Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 so anzuordnen,
dass keine Zahl an ihrem Platz steht?

Lésung

a)

Insgesamt gibt es 3-2-1 = 6 Anordnungen (Permutationen) der drei
Zahlen:

123 213 312
132 231 321

Es ist leicht zu sehen, dass nur die beiden Anordnungen 231 und 312 keine
Fixpunkte haben.

Insgesamt gibtes 5-4-3-2-1 =120 Anordnungen (Permutationen) von
finf Zahlen. Wir z&hlen die mit Fixpunkt und ziehen diese Zahl von 120 ab.
FUr jede der funf Zahlen 1,...,5 gibt es 4-3-2 -1 Anordnungen, die diese
Zahl festlassen. Das sind zusammen s; = 5-24 = 120 Anordnungen.
Dabei sind Anordnungen mit zwei Fixpunkten doppelt gezahlt; davon gibt
es fur jedes Paar sechs Stlck, zusammen also s, = 10 -6 = 60. Beispiel
Ziffer 1 und 2 fest, Ziffer 3,4,5 beliebig.

Anordnungen mit 3 Fixpunkten sind in s; und in s; jeweils dreimal gezahlt.
(In s¢ fOr jede der 3 Ziffern und in s, flr jede der 3 Ziffernpaare.)

Beispiel: 12354 taucht auf wenn 1 und 2 fix sind, aber auch wenn 1 und 3
fix sind oder 2 und 3.

In sy — s, wéren sie also gar nicht berticksichtigt. Wir missen also diese
s; = 10-2 = 20 wieder hinzufiigen. Anordnungen mit vier oder funf
Fixpunkten gibt es nur eine, namlich 12345. Diese ist in s; finfmal und in
S, und s; je zehnmal gezahlt worden, in sy — S, + s3 damit finf Mal, also
s4 = 4 Mal zu oft. Wir haben also s; — s, + s3 — s, = 76 Anordnungen mit
Fixpunkt.

Die gesuchte Anzahl ist damit 120 — 76 = 44.

Alternatvier Weg: Wir starten mit der Zahl 12345.

Fall 1: Ziffer 1 tauscht den Platz mit einer anderen Ziffer (4 Mdglichkeiten),

dann missen die anderen drei Ziffern ihre Positionen untereinander
so tauschen, dass keine auf inrem Platz bleibt. Daflr gibt es 2 Méglich-
keiten. Also insgesamt 4 - 2 = 8 Moglichkeiten (mit 1 im Zifferntausch).
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Fall 2: Ziffer 1 wandert an den Platz einer anderen Ziffer (4 Mdglichkeiten)
und diese wandert an die Stelle einer dritten Ziffer (3 Mdglichkeiten)
und diese dritte Ziffer wandert an Position 1 (Dreierzyklus). Dann
mussen die verbliebenen 2 Ziffern die Positionen tauschen. Das geht
nur auf eine Weise. Also insgesamt 4 -3 -1 = 12 Mdglichkeiten (mit 1
im Dreierzyklus).

Fall 3: Ziffer 1 wandert an den Platz einer anderen Ziffer (4 Mglichkeiten),
diese wandert an die Stelle einer dritten Ziffer (3 Mdglichkeiten) und
diese dritte Ziffer wandert an die Position einer vierten Ziffer (2 Még-
lichkeiten). Die vierte Ziffer darf dann nicht an Position 1 gesetzt
werden, weil sonst die funfte Ziffer an ihrem Platz stehen bleiben
muss. Die vierte Ziffer muss dann also ohne Wahlmadglichkeit an die
Stelle der flnften Ziffer und diese dann an Position 1 (Flnferzyklus).
Also insgesamt 4 - 3 - 2 = 24 Mdglichkeiten (mit 1 im Funferzyklus).

Alle drei Féalle zusammen ergeben dann 8 + 12 4 24 = 44 Mdoglichkeiten.
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Aufgabe H1

Drei Stabe der Lange a werden so gelegt, dass entsprechend nachstehender
Abbildung ein Viereck ABCD entsteht. Dabei tritt der Winkel « mehrfach auf.

Wie groB ist er?

Losung

Das Dreieck ABC und das Dreieck ACD sind gleichschenklig, folglich sind die
Basiswinkel gleich.

AABC:

(—PB) + 2 = 180°
B =30 — 180° (1)
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CABCD:
4o+ B = 360° 2)
4o+ 30— 180° = 360° (2) in (1)
L _540° _ 3n
-7 7
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Aufgabe H2

Schreiben Sie die Zahlen von 1 bis 15 so in die 15 K&stchen, dass die Summe
der zwei Zahlen von benachbarten Késtchen jeweils eine Quadratzahl ergibt.

Lésung

Man ermittelt zuerst fir jede Zahl mdgliche Summenpartner zur Bildung einer
der Quadratzahlen 1, 4,9, 16 oder 25. Die nachste Quadratzahl 36 ist zu groB3
und kann nicht mehr gebildet werden.

1:

9:
10:
11:
12:
13:
14:
15:

hat mégliche Partner 3,8 und 15.
hat moégliche Partner 7 und 14.
hat mdgliche Partner 1,6 und 13.
hat mdgliche Partner 5 und 12.
hat mdgliche Partner 4 und 11.
hat mogliche Partner 3 und 10.
hat mdgliche Partner 2 und 9.
hat einzig mdglichen Partner 1.
hat einzig moglichen Partner 7.
hat mégliche Partner 6 und 15.
hat mdgliche Partner 5 und 14.
hat mdgliche Partner 4 und 13.
hat mogliche Partner 3 und 12.
hat mégliche Partner 2 und 11.
hat mdgliche Partner 1 und 10.

8 und 9 haben nur einen mdglichen Partner. Sie missen also am Rand stehen.

Fall 1:

Ziffer 8 steht ganz links und 9 ganz rechts ergibt die Nachbarn 1 und 7:

8 | 1 719

7 hat dann als anderen Nachbarn 2, 2 als anderen Nachbarn 14, 14 als
anderen Nachbarn 11, 11 als anderen Nachbarn 5, 5 als anderen Nachbarn
4, 4 als anderen Nachbarn 12, 12 als anderen Nachbarn 13, 13 als anderen
Nachbarn 3 und man erhalt:
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3 hat zwar drei mégliche Nachbarn (1,6,13), aber 1 ist schon verbraucht.
So erhélt man 6,10 und 15:

8| 11510 6 | 3 |13 (12| 4 | 5 |11 |14| 2 | 7 | 9

Fall 2: Setzt man Ziffer 8 nach rechts, erhalt man die Zahlen in umgedrehter
Reihenfolge:
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Aufgabe H3

Frieda hat eine Reise geplant, bei der sie bei einer Durchschnittsgeschwindigkeit
von 60 km/h gerade noch rechtzeitig zu einem wichtigen Treffen ankommt.
Wegen mehrerer Staus erreicht sie auf der ersten Halfte der Strecke nur eine
Durchschschnittsgeschwindigkeit von 40 km/h.

Wie schnell muss Frieda die zweite Hélfte der Strecke im Mittel mindestens
zurlcklegen, um noch rechtzeitig anzukommen?

Lésung

Die Lésung ist nicht 80 km/h, sondern 120 km/h.

Die Durchschnittsgeschwindigkeit ist nicht das arithmetische Mittel der gefahre-
nen Geschwindigkeiten der beiden Streckenhalften. Braucht Frieda fiir die erste
Streckenhélfte mit v = 60 km/h die Zeit T, so braucht sie bei 40 km/h die Zeit
h=2T=23T.

Es bleibt fur die zweite Streckenhalfte statt T nur noch die Zeit t, = 2T — t; = 1
Ubrig. Daher muss Frieda die zweite Streckenhalfte mit 120 km/h fahren.

Bei gleicher Gesamtdurchschnittszeit muss also fiir die Geschwindigkeiten gel-
ten:

2T:t1+t2:V1T+1T
1

V2
1 1 vy + V.
= 2T:vT[—+—}:vT1+2
V4 Vo Vi Vo
=T 1
w T

Dies ist das harmonische Mittel der Geschwindigkeiten auf den beiden Strecken-
halften.
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Aufgabe H4

Von einem Polynom
PX)=71+a X+ -+ aX"

mit einer natdrlichen Zahl n und ganzzahligen Koeffizienten ay, ..., a, sei be-
kannt, dass eine natirliche Zahl y € N existiert mit y < 71 und P(y) = y.

Man bestimme y.

Lésung
y=Ply)=T1+ay+---+any"
=71=y(1—a— - —ay"")

Dabei ist die Klammer ganzzahlig und folglich ist 71 durch y teilbar. Da aber 71
eine Primzahl ist und y < 71, kommt nur y = 1 in Frage. Da es laut Aufgaben-
stellung mindestens eine Lésung gibt, ist diese y = 1.

Bemerkung: Dabei missen die Koeffizienten

P)=71+aj+- +a,=1

erfillen, sonst gibt es gar keine ganzzahlige Lésung.
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Aufgabe H5

Wie viele Mdglichkeiten gibt es, das abgebildete Rechteck der GréBe 6 x 2 mit
Steinen der GréBe 2 x 1 oder 1 x 2 zu fullen?

Lésung

Es gibt 13 Mdglichkeiten.

Zunachst erkennt man, dass horizontale Steine in den beiden Reihen genau
untereinander liegen missen, da versetzt liegende Steine vom Gebiet 2 Teil
Restgebiete mit ungerader Kéastchenzahl abtrennen die nicht geflllt werden
kénnen.

Es genigt also zu zahlen, auf wieviele Arten man die Steine mit Liicken in der
ersten Zeile horizontal legen kann. Die Licken werden dann durch senkrechte
Steine geflllt. Es kénnen 0,1,2 oder 3 Steine in der ersten Reihe horizontal
gelegt werden. Es gibt dabei

» 1 Mdglichkeiten null Steine horizontal zu legen. (Dann liegen alle Steine
senkrecht.)

» 5 Méglichkeiten einen Stein horizontal zu legen
» 1 Mdglichkeit drei Steine horizontal zu legen

* 6 = 3+ 2+ 1 Mdglichkeiten zwei Steine horizontal zu legen. Dabei mit dem
ersten Stein entweder ganz links beginnend, oder beim zweiten Kastchen,
oder beim dritten Kastchen, wie in den nachfolgenden Abbildungen.
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FiOr den zweiten Stein hat man dann noch 3, beziehungsweise 2, bezie-
hungsweise nur eine Wahlmaglichkeit.

Insgesamt gibt es also 13 Mdglichkeiten.
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Aufgabe H6

Die Oberflache eines Oktaeders besteht aus 8 Seitenflachen, die gleichseitige
Dreiecke sind. Er hat 6 Ecken, 8 Flachen und 12 Kanten.

N~ —,

/X

Bei einem Oktaederwdrfel sind die acht dreieckigen Seitenflachen des Oktaeders
so mit den Zahlen 1 bis 8 beschriftet, dass die Augensumme von gegenuberlie-
genden Seitenflachen immer gleich ist.

Erganzen Sie die fehlenden Augenzahlen 5 bis 8 in dem unten abgebildeten
Oktaedernetz, sodass daraus ein ordentlicher Oktaederwurfel gefaltet werden
kann.

Lésung
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Aufgabe H7

Eine Normalparabel y = f(x) = x? reflektiert alle senkrecht von oben kommen-
den Lichtstrahlen in einen Brennpunkt auf der y-Achse, wenn man sich den
Graph der Parabel verspiegelt denkt (Parabolspiegel). Gesucht ist eine nach
unten verschobene Normalparabel y = f(x) = x2 — a, die alle senkrecht von
oben kommenden Lichtstrahlen in den Koordinatenursprung reflektiert.

Ay

V><

Wie groB ist die Verschiebung a zu wahlen?

Hinweis: Die in der Aufgabenstellung genannte Reflexionseigenschaft der Nor-
malparabel darf ohne Beweis verwendet werden.

Lésung

Da alle senkrecht einfallenden Strahlen zum Ursprung hin reflektiert werden mus-
sen, genlgt es, einen einfallenden Strahl zu reflektieren und den Schnittpunkt
des reflektierten Strahles mit der y-Achse zu berechnen. Dieser Schnittpunkt
muss dann der Ursprung sein. Wahlt man dazu den Strahl (blau), der die Parabel
an der positiven Nullstelle x, trifft, muss er horizontal (griin) reflektiert werden.
Die Rechnung wird dann besonders einfach.
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V><

Die Steigung der Parabel an der Nullstelle muss 45° betragen, also
f'(x,) =1 =tan(45°).

(Man kann natrlich auch jeden anderen Strahl nehmen, nur werden dann die
Rechnungen mihsamer.)
Damit gilt
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Aufgabe H8

Eine k-stellige natlrliche Zahl n = zz,. ..z mit den Ziffern z,..., zx heilBBe
ziffernmonoton, wenn flir benachbarte Ziffern stets gilt:

Zi < Zjyq.

Beispiel: 123579 ist ziffernmonoton, 12557 nichtda z; =5 £ 5 = z,.

Wieviele 6-stellige ziffernmonotone natlrliche Zahlen gibt es?

Lésung

Die Ziffern einer ziffernmonotonen Zahl sind alle verschieden. Die erste Ziffer
kann nicht 0 sein, daher kommt 0 Uberhaupt nicht vor. Um eine 6-stellige ziffern-
monotone Zahl zu erhalten wahlt man also aus den Ziffern {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
beliebige 6 Ziffern aus und diese missen dann der Gr6Be nach angeordnet
werden. Alternativ wahlt man 3 Ziffern aus, die man nicht verwenden mdchte.

Dafir gibt es
9 9 9-8-7
= = = 4
(6) (3) 3-2-1 8

Alternativer Weg: Ohne Kenntnis von Kombinatorik.

Man wahlt der Reihe nach 3 Ziffern aus, die man nicht verwenden méchte.
FUr die erste Ziffer hat man 9 Mdéglichkeiten, fir die zweite 8 und fur die dritte
7, also insgesamt 9-8-7 = 504 Mdglichkeiten. Da es auf die Reihenfolge
nicht ankommt, mit der die drei Ziffern gezogen werden, und drei Ziffern auf
sechs Arten in verschiedener Reihenfolge gezogen werden kénnen, muss man
die erhaltene Zahl noch durch 6 teilen. Daher gibt es (ohne Beachtung der
Reihenfolge) nur 504/6 = 84 Mdoglichkeiten drei Ziffern zu wahlen und die
anderen sechs der Gr6Be nach zu ordnen.

Mdglichkeiten.
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Aufgabe H9

Ein Stammbruch ist ein Bruch }7 mit 2 < n € N. Jeder Bruch § mita< b e N
kann als Summe von verschiedenen Stammbriichen dargestellt werden.
Beispiel:

2 1.1
3 2 6
ist eine solche Stammbruchzerlegung. 2 = 1 + 1 ist hingegen nicht erlaubt.

Finden Sie eine Stammbruchzerlegung von 2, das heiBt schreiben Sie 2 als
Summe verschiedener Stammbriche.

Lésung
3 1 1 1

7 3 11 + 231
Bemerkung: Die Ldsung ist nicht eindeutig, aber die obige Lésung erhalt man
auf dem unten beschriebenen systematischen Weg. Andere Lésungen (es gibt
unendlich viele) sind zum Beispiel

Lésungsweq:
Zu einem Bruch % sucht man zunéachst den kleinsten Stammbruch :—7 der gerade
noch gréBer oder gleich % ist. n erhalt man durch Division ohne Rest (n =
N div Z). Ist der Rest Null, geht die Division auf und % kann zu dem Stammbruch
% geklrzt werden und man ist fertig. Ansonsten gilt:

1 Z

1
nt1 "N n

und man zerlegt % in den Stammbruch ,71? und die Stammbruchzerlegung von
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ZIN

— Far S bedeutet das:

7 div3 =2 (Rest1)

357 2
3 1 9-7 2
7 3 21 21
21 div2 =10 (Rest 1)
1.2 1
11 21 10

2 1 22-21 1
21 11 231 231
3 1 1 A

73" 11 231
Bemerkung: Eine solche Zerlegung ist immer mdglich. Die Zahler der Briche

werden bei dieser Methode immer kleiner, bis man bei einem Stammbruch
ankommt.

Beweis: Sei

dann gilt
nZ>N>(n—1)Z.

Man bildet nun
Z 1 nZ — N

N n  nN
Die Annahme (nZ — N > Z) fihrt dann auf ((n—1)Z > N) und damit zum
Widerspruch

< —.
n—1 N
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