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Faktorenanalyse
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Faktorenanalyse

» Problemstellung der Faktorenanalyse

» Faktorenanalyse: Modell, Schaetzung von Parametern.
» Faktorenanalyse: Hauptkomponentenmethode.

» Faktorenanalyse: Maximum-Likelihood Methode.

» Bestimmung der Anzahl der Faktoren

» Beispiel

Dr. Prohl Silika Faktorenanalyse



Faktorenanalyse

Faktorenanalyse
Modell:
Y1 = M+luaFi+.. . ikFk +E1
Yp = Up+lpiF1+...IpkFk +Ep
Y-y = LF+E
YT = (Yi,...,Yp) Zufallsvektor, beobachtbar
po= E()
L = (lj)(pxq)-Matrix der Faktorladungen
FT = (F1,...,Fk) Faktoren, Zufallsvektor, nicht beobachtbar,
gemeinsame Faktoren
ET = (Es,...,Ep) Vektor der spezifischen Faktoren
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Faktorenanalyse

Faktorenanalyse

Annahmen:
1. E(F)=0
2. V(E)=W=diag(¥?,...,¥2)
3. Cov(F,E)=0
V (F) = | orthogonales Faktor-Modell

Fundamentalgleichung - orthogonales Faktoren-Modell:
VY)=Z=LL'+W¥
Cov(Y,F)=L
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Rotationsproblem

Nichteindeutigkeit der Loesung:

Die Matrizen L und F sind durch die Fundamentalgleichung
nicht eindeutig bestimmt.

Sei T orthogonale Matrix:

F* = T'F
L* = LT
Y-u = LTTTF4+E=LF
S o= LWW4+W=LTTL W= W
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Kommunalitaetenproblem

Waehle W, k, so dass

minrg(z—W¥) =k

Y>0

2 — WY positiv definiert

Beachte: Eindeutige Loesung nur fuer k minimal und unter
bestimmten Bedingungen.
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ML-Faktoren-Analyse
Schaetzung von Parametern:
T=LLT W
Nebenbedingung: LW~1L diagonal

S = ﬁ (y —y)(yi —y)" empirische Kovarianz

M=

S besitzt Wishart-Verteilung
1(%;S) =c-|S|(N-P~2)/2|g|-(N-1)/2
exp[—((N —1)/2)tr (ST

Man erhaelt ML-Schaetzer von A und W durch Maximierung
von |(%;S)
f(I,W) =In|Z| +tr(SZ°1)
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Bestimmungsgleichungen

(1) L=Ss1IL S=L"+®
(2) diag (%) = diag(S)
(3) LY-1L diagonal

» Loesung durch Iteratives Verfahren
» Asymptotische Eigenschaften
> I:,QJ sind konsistent und asymptotisch normalverteilt.
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Faktorenanalyse

Identifikationsbedingungen

T = LLT+w
Lpfl/ZZl_IJfl/Z - 3*
Y12z w2 — 5
(Z* 1) = QAQT
L = wl2Qnl/?
LLT = -

qul/Z(Z_qJ)qul/Z — (qul/ZL)(qul/ZL)T
Es qilt:

LTLlJflL :Al/ZQT l_pl/zl_pfll_pl/ZQAl/Z =A
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Faktorenanalyse

Bestimmung der Anzahl der Faktoren

Ho : T=LLT+¥ w>o0
Hy : S € RPP positiv definiert
lb = _max I(ZS)=I(LLT +¥)
2 € Hp
L = I(S)
ol (N—=1)[In|Z| —In|S|+1tr(S=1) —p]

l1
= (N—1)-[In[Z[ - In|S[] = Ex
Ey ~ x2(df)
d = p(1+1)]2—[pk+p—k(k—1)|2]
df: Zahl der Freiheitsgrade

k = 0: Test for Sphericity
> = V=diagonal
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Hauptfaktorenanalyse

T=LLT 4y
MeisAt wird die Korrelationsmatrix benutzt
Sei W Schaetzung fuer W
W = diag(1-h%,...1-h2)

h? = 1-W? Kommunalitaeten
Betrachte Spektralzerlegung

=-®) = TATT
N = diag(Aq,...,Ap)

L = TAY?
LLT = TAY2AY2TT = (s @)
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