Statistik II

PD Dr. Joachim Grammig, Wintersemester 2000/2001

Wichtige Hinweise:


Schreiben Sie Ihre Lösungen NICHT in das  Aufgabenblatt!

Bei Ihren Aufgabenlösungen muß der Lösungsweg klar erkennbar sein. Ohne ersichtlichen  Lösungsweg werden keine Punkte vergeben.

Schreiben Sie den bei der Klausurfrage in eckigen Klammern enthaltenen Verweis zu Ihrer Lösung, so daß erkennbar ist, zu welcher Frage Ihre Antwort gehört. Z. B. 

[S1] Die Lösung ist ....

____________________________________________________________________________________

Aufgabe 1: Stichproben und Parameterschätzung (24 P)

Eine Zufallsvariable X ist in der Grundgesamtheit Poisson-verteilt, X~PO(() . Dies impliziert, daß 
[image: image1.wmf](

)

EXVar(X)

==l

.  Aus der Grundgesamtheit wird eine Zufallsstichprobe der Größe n gezogen.


[S1]  Wie ist jede der n Stichprobenvariablen 
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(3 P)


[S2]  Ermitteln Sie den Erwartungswert des arithmetischen Mittels der Stichprobenvariablen 
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(3 P)

[S3] Ermitteln Sie die Varianz des arithmetischen Mittels der Stichprobenvariablen, 
[image: image4.wmf]Var(X)

.
(3 P)
[S4] Welcher Verteilung nähert sich die Verteilung von 
[image: image5.wmf]X

 für große Stichprobenumfänge n an? Bezeichnen Sie diese Verteilung:  
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(3  P)
_____________________________________________________________________________________

Nehmen Sie an, in der Grundgesamtheit ist die Zufallsvariable X exponentialverteilt mit Parameter (, 
[image: image7.wmf]X~EX()

l

. Aus der Grundgesamtheit ziehen Sie eine Zufallsstichprobe der Größe n.

[S5] Leiten Sie den Maximum Likelihood-Schätzer für den unbekannten Parameter  ( her. 
        Lösungshinweis: Dichtefunktion der Exponentialverteilung: 
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(6  P)
[S6] Begründen Sie, warum der  in [S5] abgeleitete Schätzer auch als Momentenschätzer aufgefasst werden kann. Hinweis: Wenn X~EX((), dann ist E(X)= 
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(3  P)
[S7] Schlagen Sie einen weiteren Momentenschätzer für den Parameter ( vor. Beachten Sie hierzu den Lösungshinweis in [S6].









(3  P)

Aufgabe 2: Diskrete Zufallsvariable (20 P)

In einer Grundgesamtheit von 10 Investoren befinden sich 2  „Insider“. Es  werden 3 Investoren zufällig ausgewählt. 

[D1] Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daß sich unter den ausgewählten Investoren genau ein „Insider“  befindet. 










(5 P)
Lösungshinweise: 

Eine hypergeometrisch verteilte Zufallsvariable X~H(n,k,r) hat die Wahrscheinlichkeitsfunktion 
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Lies:

n= Größe Grundgesamtheit

r = Stichprobengröße

k= Anzahl „defekte Teile“ in Grundgesamtheit

x = Anzahl „defekte Teile“ in Stichprobe
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[D2] Erläutern Sie verbal die Bedeutung der drei Binomialkoeffizienten, die in der hypergeometrischen Wahrscheinlichkeitsfunktion erscheinen: 
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 (5 P)
________________________________________________

Gegeben ist ein Zufallsvektor 
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, wobei X und Y diskrete Zufallsvariablen sind. Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion 
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  ist in der folgenden Tabelle beschrieben:
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	y
	
	

	x
	0
	1
	2

	0
	0,10
	0,20
	0,10

	1
	0,05
	0,30
	0,05

	2
	0,05
	0,10
	0,05


[D3] Ermitteln Sie die marginalen Wahrscheinlichkeitsfunktionen 
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 und 
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(5 P)
[D4] Ermitteln Sie die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion 
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Aufgabe 3: Univariate und multivariate Verteilungen (24 P)

Eine auf über dem Intervall [a;b] gleichverteilte Zufallsvariable X~R(a,b) hat die Dichtefunktion 
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[V1] Ermitteln Sie die Verteilungsfunktion  F(x).


 



(3 P)
[V2]  Für a=0 und b = 1 ergibt sich F(0,5) = 0,5. Geben Sie eine verbale Erläuterung dieses Ergebnisses.
                                                                                                                                             

(3 P)
Die Verteilungsfunktion einer exponentialverteilten Zufallsvariablen T~EX(() ist 
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[V3]  Nehmen Sie an, eine Zufallsvariable T ist exponentialverteilt mit Parameter ( = 1.  Ermitteln Sie 
[image: image24.wmf]P(1T2)
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(4 P)
[V4] Ermitteln Sie die Quantilsfunktion der Exponentialverteilung und berechnen Sie den Median der Exponentialverteilung für ( = 1 .








(5 P)
____________________________________________________________________

Ein Zufallsvektor 
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 sei bivariat normalverteilt, 
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[V5] Geben Sie die marginale Verteilung der Zufallsvariablen X und Y an (keine Herleitung notwendig!) Schreiben Sie: X~...... und Y~...... 






(3 P)

[V6] Nehmen Sie an, daß X und Y unabhängig sind sowie daß [image: image27.wmf]22
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.

Berechnen Sie 
[image: image28.wmf]XY
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, d.h. den Wert der gemeinsamen Verteilungsfunktion an der Stelle X=5, Y=5.  Geben Sie eine verbale Erläuterung Ihres Ergebnisses.





 (6 P)

Lösungshinweis:

Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsvariable Z~N(0,1):

	F(z)
	0.5
	0.75
	0.95
	0.975

	z
	0
	0.6745
	1.6449
	1.9600



Aufgabe 4: Hypothesentests (22 P)

[H1] Erläutern Sie verbal den Begriff des Fehlers 1. Art. 





(2 P)
[H2] Erläutern Sie verbal den Begriff des Fehlers 2. Art. 





(2 P)
[H3] Erläutern Sie verbal den Begriff der Macht eines Tests. 




(2 P)

Im folgenden erhalten sie Informationen über das Design von Hypothesentests und über eine Realisation der Prüfgröße bzw. das empirische Signifikanzniveau. Entscheiden Sie über Annahme oder Ablehnung der Nullhypothese und begründen Sie Ihre Entscheidung.

Wählen Sie Ihre Antworten zu den folgenden Fällen aus den folgenden Sätzen (ein Satz kann für mehrere Antworten verwendet werden, einige Sätze sind unsinnig):

Die Nullhypothese kann auf dem 5 % Signifikanzniveau nicht verworfen werden.

Die Nullhypothese ist mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % richtig und wird daher angenommen.

Die Nullhypothese kann auf dem 1 % Signifikanzniveau nicht verworfen werden.

Die Nullypothese ist wahr und wird daher angenommen.

Die Nullhypothese wird auf dem 5 % Signifikanzniveau verworfen.

Die Nullhypothese ist mit einer Wahrscheinlichkeit von nur 5 % richtig und wird daher verworfen.

Die Nullhypothese ist falsch und wird daher verworfen.

Die Nullhypothese wird auf dem 1 % Signifikanzniveau verworfen.

Fall 1:

Unter der Nullhypothese ist eine Teststatistik standardnormalverteilt. Die Alternativhypothese ist zweiseitig, das Signifikanzniveau ist 0,05. Die Berechnung der Teststatistik liefert den Wert 3,2.

[H4] Entscheidung und Begründung 







(4P)
Fall 2:

Unter der Nullhypothese ist eine Teststatistik (2 (1)-verteilt. Das Signifikanzniveau ist 0.05. Die Alternativhypothese ist einseitig (d.h. Ablehnung von H0 für große Werte der Teststatistik). Eine Berechnung der Teststatistik liefert den Wert  2,5.

[H5] Entscheidung und Begründung 







(4P)

Fall 3: 

Testdesign wie in Situation 2: Die Berechnung der Teststatistik  liefert ein empirisches Signifikanzniveau (p-Wert) von 0,015.

[H6] Entscheidung und Begründung 







(4P)
Fall 4:

Unter der Nullhypothese ist eine Teststatistik Student-t verteilt mit 4 Freiheitsgraden. Die Alternativhypothese ist zweiseitig, das Signifikanzniveau 0,01. Die Berechnung der Teststatistik liefert einen Wert von 4,1.

[H7] Entscheidung und Begründung 







(4 P)

Lösungshinweise: 

Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung:

	F(z)
	0,500
	0,750
	0,950
	0,975
	0,990
	0,995

	z
	0
	0,6745
	1,6449
	1,9600
	2,3263
	2,5758


Verteilungsfunktion der (2 –Verteilung mit einem Freiheitsgrad

	F(x)
	0,500
	0,90
	0,950
	0,975
	0,990
	0,995

	x
	0,455
	2,706
	3,841
	5,024
	6,635
	7,879


Verteilungsfunktion der Student-t Verteilung mit 4 Freiheitsgraden:

	F(t)
	0,600
	0,900
	0,950
	0,975
	0,990
	0,995

	t
	0,2672
	1,5332
	2,1318
	2,7764
	3,7470
	4,6041
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