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Chapter 1

Nichtlineare Schwingungen in
optischen Medien

1.1 Lineare und Nichtlineare Optik

e Nichtlineare Medien

Nichtlineare Optik betrachtet Licht in optischen Medien. Dies kénnen Gase und Fliis-
sigkeiten sein, die einigermaflen transparent sind. Am wichtigsten sind jedoch Kristalle,
die meist synthetisch hergestellt werden. Wir betrachten hier ausschliefllich Kristalle.
Welche Effekte treten auf?

e Lineare Optik (kleine Intensitéten):
— Absorption

Die Lichtleistung ist hinter dem Kristall um einen bestimmten Prozentsatz reduziert.
Dieser Prozentsatz ist unabhéingig von der Eingangsintensitiit.

— Dispersion
Die Lichtwelle ist gegeniiber einer Welle, die nicht durch den Kristall lduft phasenver-
schoben. Der Brechungsindex im Kristall ist von 1 verschieden. Bei Ein- und Austritt
aus dem Kristall tritt Brechung auf. Der Brechungsindex ist ebenfalls intensitétsun-
abhéngig.

e Nichtlineare Optik (grofie Intensitéiten):

— Absorption wird intensitéitsabhéingig.
Das Medium bleicht aus und wird transparenter. Die Absorption sittigt.



Sattigungsspektroskopie
Mehrphotonenspektroskopie
Nichtklassisches Licht
optische Bistabilitéit in Resonatoren: optische Schalter.
— Dispersion wird intensitédtsabhéngig.
Der Brechungsindex wird durch die lokale Lichtintensitdt moduliert.
Solitonen
Zweistrahlkopplung
phasenkonjugierte Spiegel
optische Bistabilitdt in Resonatoren
— Nichtlineare Frequenzkonversion.
Energietibertrag zwischen Wellen verschiedener Frequenzen
Frequenzverdopplung
Summenfrequenzmischung
Parametrischer Oszillator

e Die Entwicklung der nichtlinearen Optik

— Zwischen 1960 und 1980 wurde durch den Laser stark gefordert, mit dem Labor-
experimente bei hoher Intensitéit durchgefiihrt werden konnen. Dafiir gab es 1981
den Nobelpreis fiir N. Blombergen.

— Heute findet die nichtlineare Optik vielfache Anwendung in der Spektroskopie und
der Entwicklung von Laserquellen (Frequenzverdoppelte YAG-Laser, Verdoppelte
kompakte Diodenlaser, Parametrische Oszillatoren).

e Nichtlineare Absorptionseffekte

werden in dieser Vorlesung kaum eine Rolle spielen. Wir interessieren uns hier nicht fiir
Vorgiinge bei denen Licht in Wirme umgewandelt wird sondern wollen solche Verluste
moglichst vermeiden.

1.2 Anharmonischer Oszillator und Yy?-Suszeptibilitiit

e klassiches Modell
Elektronen im Coulombpotential ortsfester Kerne
Licht ist elektromagnetische Welle und regt die Elektronen zu Schwingungen an.
Elektronen bilden Polarisationswelle
Elektronen sind kleine Hertzsche Dipole und wirken wie Antennen

Die abgestrahlten Felder iiberlagern sich und bilden neue Lichtwellen mit bestimmten
Frequenzen und Richtungen.



Polarisationswelle

PO NS arts i N SN H

Nichtlineare Schwingungen kommen bei der Erzeugung der Polarisationswelle ins Spiel.

Linearer Resonator mit Antrieb

Man kann die erregende Kraft in Fourierkomponenten zerlegen und jede Komponente
einzeln behandeln
&+ wir = F, cos(wt),

mit der Kreisfrequenz

und der riicktreibenden Kraft

Die Losung lautet
z(t) = z,, cos(wt + @),
Unterhalb der Resonanz kann man die Absorption vernachléissigen und die Phase lautet

=0 fir w<wp

Entscheident ist, dass
x, ~ F,.

Besteht die antreibende Kraft aus mehreren Frequenzkomponenten, so iiberlagern sich
die jeweiligen Losungen linear. Es gibt keine gegenseitige Beeinflussung, keinen En-
ergieaustausch oder sonst eine Kopplung.

Grofle Auslenkungen

Abweichungen vom Hook’schen Gesetz.

A Potential U

-
Auslenkung x



Das Potential ist anharmonisch. Bei einer harmonischen antreibenden Kraft ist die
Schwingung verzerrt. Die Fourier-Zerlegung enthélt hhere Harmonische.

Hooksches Gesetz plus quadratische Korrektur

F=—mw’r—m-a-2°

Potential hat keine definierte Symmetrie

1 1
U=— [ Fdt=-m-w* -2+ -m-a-2°
Vv v
symmetrisch antisymmetrisch

TV
keine definierte Symmetrie

Bewegungsgleichung mit antreibenden Lichtfeld F(t)

i+ 2vi + wlz 4 az® = —EE(t).
m

Losung durch Stérungsrechnung.

Einfiihren eines Parameters A\ mit dem man die Stdrke des Antriebs einstellt (also die
Lichtstérke)
E(T) — \- E(t)

Fiir die Elektronenbewegung macht man den Ansatz:
z(t) = A 2®W A2 @ 3B

Fiir schwaches Lichtfelder ist A << 1 und nur der erste Term spielt eine Rolle. Je
stidrker das Licht umso grofler ist der Beitrag der weitern Terme. Fiir jeden Wert
von A soll der Ansatz oben eine Losung ergeben, wobei die (M), 23 ... nicht von
A abhédngen sollen. Das geht nur, wenn alle Terme mit gleicher Potenz in A sich
gegensietig aufheben. Denn wenn A groB ist, tragen nur hohe (™ bei und umgekehrt.

Einsetzen des Ansatzes ergibt

MM 422z
+29\ M 4 2y N2 )
+2 (M@ 4 222 )
Fa( 2 £ N3 20 @ L NI(®R ML @)y 4
e
= —\E(t
— (t)



Sortieren nach Potenzen von A fithrt zu:

iV 42y 4 W22 = —e/m - E(t)
i® 4 2yi® 4+ 2® = —2qzM) . 2@

Die erste Gleichung ist der getriebene geddmpfte harmonische Oszillator. Der Treibert-
erm der hoheren Komponenten besteht aus dem Produkt der Losungen der niedrigeren
Komponenten.

Losung mit zwei Antriebsfrequenzen:
E(t) = Eje™ ™" + Eye ™' 4 c.c.

Die eingeschwungene Losung zur ersten Gleichung:

e E., . e~ twit B, - e~ wat
2W(t) = —— ( 2 1 2 ' T : 2 : )
m \ws — wi — 2wy w5 — wj — 29wy

oder mit der Abkiirzung
D(w) = w? — w? — 2iwy

und
[ E j

~m D(w)
e (1) = 2O (wy) et + 20 (wy) ™2 + c.c.

2 (wy) =

Zweite Gleichung liefert Summenfrequenzen
Fur (m(l))2 erhilt Exponentialterme der Form

—iwit | —iwal

e e ,

e’iwlt . e*i&)gt7

w1t . iwat

€ €

also die Frequenzen 42wy, £2ws, & (w; +ws), £(w; — wy). Die Amplitude 2(? besteht
also aus der Summe all dieser Komponenten. Um z. B. die Amplitude der Schwingung
mit 2w, zu bestimmen, muss man die Gleichung

D?(w;)

—2iwit
i@ + 298 4+ w22 = —q (3E1>2 i
m

losen. Man erhilt wieder die Losung eines getriebenen, geddmpften, harmonischen

Oszillators '
$(2) (t) — x(2)(2w1) '672zw1t
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wobei jetzt
—a(%E1)2

D(2wq) - D?(wy)
Entsprechend lauten die anderen Amplituden:
—CL(%E2)2
D(2ws) - D?(ws)
—2a(£)’E; - By
D(wy + w3) - D(wq) - D(ws)
—2a(£)*Ey - E3
D(w1 —wy) - D(wy) - D(—ws)
2a(£)?E, - B} N —2a(£)*E, - E3
D(O)-D(wl)-D(—wl) D(0) - D(w2) - D(—ws)

2 (2w;) =

2 (2wy) =

2P () +wy) =

:c(2)(w1 —wy) =

z2(0) =

Resonanzen treten immer dann auf, wenn eine der beteiligten Frequenzen in der Nihe
von w, zu liegen kommt.

@

etc.

0)320)1+0)2

etc.

(,03=O)1 - (1)2 O)3=(1)1 - (1)2

03=0 - O,

e Suszeptibilitét.



Die Polarisation eines Ensembles mit der Atomdichte N lautet:
P=—-N-e-z.
Und entsprechend kann man die Polarisation zerlegen

PY(w)= =N -e-zV(w)

Mit
PY(w;) = xD(wi) - B(wy)
folgt dann
PY(w) = =N -e-zW(w)
und damit N2
(1) N e m

Entsprechend erhilt man aus
PP (2uw;) = xP (2w, wyi,wr) - E*(wy)

mit
2 _ _a(%EV
ZL’( )(QCUI) - D(2W1) . D2(C&J1)

die nichtlineare Suszeptibilitit

N(e*/m?)-a
D(?Wl) . D2(u)1)'

X(2) (2&}1, Wi, wl) —

Das lisst sich interessanterweise schreiben als

m-a 2
X 2wy, wi,wr) = N263X(1)(2W1) (M (w1))”
Die anderen Suszeptibilititen lauten:
N(e*/m?)-a

(2) -
% (wl + wao, lew2) D(wl + w2>D(w1)D(w2)

m-a
NTQ:SX(I)(M +ws) - xW(wr) - XM (ws)

und schliefilich:

N(e?/m?)a
D(.O)D(wl)D(—wl)

— N x(l)(O) .X(l)(wl)x(l)(_wl)

X(2)(07W1; —Wl) =




e Millers Regel
Empirisch ist fiir alle Kristalle der Ausdruck

X(2) (wl + w27W1,w2)
XM (wy +ws) - XM (wr) - xP(w2)

konstant . Dies ist nach dem obigen der Fall, wenn 7% fiir alle Kristalle gleich ist.
N ist in allen Kristallen etwa gleich. Abschitzung fiir a: lineare und der quadratischer
Term etwa gleich, wenn die Auslenkung d etwa einer Atomgrofie entspricht, also

mwid = m-a-d*
o
a = —
d

Da w, und d auch in etwa gleich ist fiir alle Kristalle, ist auch a eine konstante Grofle
und Millers Regel ist plausibel. W
e Zahlen

Wie grof} ist
N(e*/m?)a
D(w; +ws) - D(wy) - D(ws)

Fiir den nichtresonanten Fall gilt w < w, und damit

X(Z) (wl + W, W1, wQ) —

2

D(w) = w? — w? — 2iwy ~ w2

o= wenn w <K wo.

Auflerdem ist

1
N ~ E
und mit
we
a ~ E
gilt
NORS _e
T omiwidt
Also
1

wy ~ 1-10%= d=3A, e=4.8-10""su
S

m = 9.1-107%g
x? ~ 3.107%esu

In SI-Einheiten gilt

4
@) — = 71TO4 x? [esu] = 4x - 10722,

%

X



e Suszeptibilitdtstensor

Die Suszeptibilidt zweiter Ordnung verbindet zwei elektrische Feldvektoren zu einem
Polarisationsvektor. Er ist also ein Tensor zweiter Stufe, also ein Objekt mit 3 Indizes
mit Werten 1,2 und 3.

ﬁ(w) = X(2)'El (Wl)'E2 (w2)
Pi(w) = D Xih(w, wn, wm) Ej(wn) - Exlwnm)

jk mm

Die insgesamt 27 Koeffizienten (bei nur zwei einfallenden Frequenzen) reduzieren sich
bei einer gegebenen Strahlgeometrie und Polarisation der einfallenden Felder zu einer
einzigen Zahl d. sy, die dann die Amplitude der Polarisationswelle mit den Amplituden
der Felder verbindet.

P(w) = degg - By (w1) - B (w2)

Wie man d.¢¢ aus den kristallographischen Daten und aus der Geometrie des Lichtfeldes
bestimmt ist im Anhang A und B beschrieben.
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Chapter 2

Wellengleichungen mit
v2)-Suszeptibilitt

e Physikalisches Bild

Dipole werden durch das einfallende Feld zu nichtlinearen Schwingungen z. B. bei der
doppelten Frequenz angeregt. Die von den Dipolen abgestrahlten Wellen haben eine
feste Phasenlage, die durch das einfallende Feld bestimmt ist. Optimale Lichtleistung
bekommt man, wenn alle abgestrahlten Wellen konstruktiv interferieren, d.h. ”Phase-
nanpassung’ erfiillt ist. Wie grof} ist dann die abgestrahlte Lichtleistung?

2.1 Ableitung der Wellengleichung

e Maxwell Gleichungen

V.-D 4mp
V-B 0
L 15
VxE = —=-B
C
L. 15 41 -
VxB = -D4+-2J
C C

P = 075207
B = H,
D = E+47r]3

11



Es bleibt also

V-B

vV.-D

VxFE = ——B
c

. 15

VxB = =D.
c

Wir bilden die Wellengleichung nach dem iiblichen Muster:

LS 1o & 15 15 0,
VXVXE =--VxB=—-=D =—-—(E+4nP)
—_—— c c? c?
~V2E+V(V-E)
5 15 47 5
—V2E+E =——P
c c

Hier haben wir angenommen, daf V-E=0. Das gilt nur fiir lineare Medien denn aus

-]l

V-D=0
folgt
V- (E+47P) = 0
V-E = —47V.-P.

Fiir den Fall, dass die Polarisation linear vom elektrischen Feld abhéngt, also dass

folgt
was nur erfiillt ist falls

Fiir nichtlineare Medien wird der Term V - E im allgemeinen also nicht verschwinden.
Er ist aber klein und kann vernachlissigt werden. Fiir ebene Wellen verschwindet er
sowieso.

Nichtlineare Polaristion

Zerlegen der Polarisation in einen linearen und einen nichtlinearen Term:

—

P P 4 plan),

12



Entsprechend kann man das D-Feld in einen linearen und einen nichtlinearen Teil
zerlegen:

D = E + 47 P
= E +47PY 4 47 p0d),
—_—
=D
Mit dieser Definition fiir DM erhiilt man

PO = O _ §

und . . . .
4P = DO — F 4+ 47 P,

Eingesetzt in die Wellengleichung ergibt

2 - _ = “1 il A nl)
VIE+5E = —5DW 4 SE— P
—VQEJr%D(” - —4—7;13@”
& &

Den linearen Teil von D kann man durch den linearen Teil der dielektrischen Funktion
e® =14 47y

mit dem Feld E in Verbindung bringen:

—

B — L0
Im allgemeinen ist € ist ein Tensor, der allerdings nur in doppelbrechenden Kristallen

von der Einheitsmatrix abweicht. In homogenen Materialien ist ) eine Zahl und man
erhélt:

1 -
v+ p - A
c c
In isotropen nichtmagnetischen Medien ist ¢ = 1 und damit €™ = n? d. h. man kann
dann die lineare Polarisation in den Brechungsindex absorbieren.

Moden-Gleichungen
Abkoppeln der Zeitabhingigkeit durch den Ansatz
E(Ft) = Y En(f)-e ™" +ecc

n

DO = Y DV e tec

n

P(Fit) = Y P(i)-e ™ +ecc

n

13



Die Frequenzkomponenten von D und F hingen iiber die frequenzabhingige dielek-
trische Funktion ¢!)(w) zusammen

5(1)(f) = 5(1)(wn)En(F)a

die im Falle von Verlusten auch komplex sein kann. Als Ergebnis erhélt man fiir die

Moden: E

VQE(F)——6 () Bu() = ”P"l)()

Die nichtlineare Polarisation wirkt also als Quelle fiir dle elektromagnetische Welle der
entsprechenden Frequenz.

2.2 Gekoppelte Gleichungen fiir Summenmischung

e Szenario

Zwei ebene Wellen mit der Frequenz w; und ws werden iiberlagert und in einen Kristall
geschickt. Im Kristall entsteht eine dritte ebene Welle mit der Frequenz w3 = ws + wy

®2
—— % | nichtlineares | —— p
T» Medium 03=0014+002

—
z

Fiir jede Welle erhélt man eine Differentialgleichung mit der entsprechenden Polarisa-
tion als Treiberterm. Fiir die neu erzeugte Welle mit der Frequenz w3 machen wir den

Ansatz
By(z,) = Ag(2)ellea) 4 cc

wobeil die Wellenzahl

ns - ws

k3:
Cc

und der Brechungsindex

Nng = 6(1) (w3) .
Fiir alle drei Frequenzkomponenten haben wir ebene Wellen angenommen, was spéter
sicher noch verfeinert und auf Laserstrahlen angepasst werden muss. Zunéchst be-

trachten wir aber Wellen, die in z- und y-Richtung unendlich ausgedehnt sind. Wie
dndert sich die Amplitude As(z) mit dem Ort z 7

14



e Quelle

Wir benotigen hierzu die Polarisation als Quelle in der Wellengleichung.
Py(z,t) = Py(2)e™? + cc.

Bei festgelegter Richtung der Feldstéirkevektoren relativ zu den Kristallachsen kann
man einen effektiven nichtlinearen Koeffizienten d bestimmen und man erhilt fiir die
Amplitude der Felder

P; = 4d-F, - E,
= 4dA;(2)Ag(z)ekithe)z

wobel wie oben A
Ei(z,t) = Bie ™" + c.c.

und .
Ei = A,L(Z)elkzz

(Der Index i ist entweder 1,2 oder 3.)

e Amplitudengleichung

Alles in die Wellengleichung einsetzen:

2 A 1) 2A
(a—Ag T 2ikg 08 gz g, S Wwsds

i(k3z—wat)
552 3 ) e"\"FTsY L oc.c.

c2

2
IO g gttt 4o
C

Da )
W3

k2 = e®(w) - =
fallen die beiden letzten Terme in der Klammer raus. Auflerdem gilt die Gleichung auch
unter Streichung der komplex konjugierten Terme auf beiden Seiten. Unter Kiirzen von
e~ st erhilt man schlieBSlich:

d2A3 dAg . —167Tu)§d

. —Akz
d22 +2lk3 dz = 2 ~A1A26

mit
Ak = ]{?1 + kg - l{ig.

e Langsam verdnderliche Amplitude

Da As nur langsam in z variieren soll, konnen wir den ersten Term vernachléssigen. Die
schnelle rdumliche Oszillation ist schon im Exponentialterm enthalten. Die Bedingung
lautet:

d?As
dz?

dAs
ks oo

<

15



Schliellich erhilt man:

dAs  8midw?
= A -
dz ksc?
Genauso kann man die Wellengleichung fiir die beiden anderen Wellen umschreiben:
dAl 87T’de% :
il S Aa - AF . —iAkz
dz kic? 3120
- — A . A* . (2 z
dz koc? 3rire
Die erste Gleichung beschreibt die Erzeugung der Summenfrequenz-Komponente. Die
beiden letzten Gleichungen beschreiben die Diémpfung der Amplituden der einges-
trahlten Wellen aufgrund der Umwandlung in die dritten Komponente.

A2 . eiAkz

Niaherung fiir schwache Konversion

Falls der Kristall kurz oder die Lichtleistung gering ist, wird nur wenig Licht umgewan-
delt und man kann verniinftigerweise annehmen, daf3 die beiden eingestrahlten Kom-
ponenten A; und A, nur wenig gedimpft werden. Fiir riumlich konstante Amplituden
A1 und A, lautet die Losung fiir As:

L
A2 A Ay [
As(L) = —8md;3czl 2 / ¢i8k= g,

0
SWidw%AlAQ eka —1

k302 1Ak
Uns interessiert die Intensitéit mehr als das Feld. Mit der Verbindung von Feld und
Intensitit:

I=251ap
2T
erhilt man N )
I — 32 d?wi| Ay 2| Ag*ns | AR — 1
k2c Ak

Der letzte Term wird umgeformt:

SIAKL 2 _ GIAKL _ q e—iAKL _
Ak N AkL AkL
1 —cos AkL
_ 2
RN
.2
_ pesin®ARL/2 o, o, L
= TARL2) = L* - sinc (Ak:Q)

und schlief3lich:
AkL

5)

512m5d% 1, 1.
[p= 22 12 2 L2sinc(
N1N2N3A5C

16



e Phasenanpassung

Die Intensitit als Funktion von AkL sieht etwa so aus:

-20 -10 0 20

Die sinc-Funktion

Das Maximum erhilt man also fiir Ak = 0 oder k3 = ki + ky. In diesem Fall spricht
man von Phasenanpassung.

e Impulserhaltung

Interpretiert man den Vorgang als die Vereinigung zweier Photonen zu einem dritten,
so erhilt man gerade die Impulserhaltung

hk’g - hk’l + hk’g
Die Energieerhaltung ist sowieso oben gegeben durch
W3 = W1 + Wa

Die beiden Bedingungen unterscheiden sich, da die Impulserhaltung im Kristall gilt
und dabei der Brechungsindex bei der jeweiligen Frequenz beriicksichtigt werden muf.
Je langer der Kristall ist, umso besser muss die Impulserhaltung erfiillt sein. Als Maf}

fir die Unschérfe Ak;/, mit der die Impulserhaltung erfiillt sein muss, bietet sich der

Wert an, bei dem 222 — 1 (Abfall der Intensitit auf 70 %). Die Linge des Kristalls

2
kann man als Ortsunschiirfe betrachten, da man nicht sagen kann, wo im Kristall der
3-Photonenprozess stattgefunden hat, Az = % . Damit erhélt man die Orts-Impuls-

Unschérfebeziehung;:
Ak‘l/g . AZIZ’ =1

e Die Manley-Rowe Relationen

Wir betrachten statt der Felder die rdumliche Anderung der Intensititen. Aus

I = 2€ qp*
2

17



folgt

dl  nc (  ,dA dA*
5—5(%5**@>-

Benutzen wir die obige Dgl. fiir % und setzen sie ein, erhélt man:

dl; nic 87"“}% Ak * _iAkz
T T 2r e (A b ec)

= 4dwid (z’A3A’{A§e—iA’“ + c.c.)

dI *x A% —1Akz
— = —Swidlm (4474572
Uy gupdTm (A Al AgeiaH)
dz 1“2

dI * A% _—1Akz

d—; = 8w3dIm (A3A1A26 Ak )

Aus den Gleichungen folgt:

d(hy_d(L)_ _d(h
dz w1 _dz %) B dz ws

Der Ausdruck é beschreibt die Anzahl der Photonen in der Lasermode. Es wird also
gleichzeitig jeweils ein Photon aus der Mode 1 und eines aus der Mode 2 entfernt und
dabei ein Photon in der Mode 3 erzeugt.

2.3 Parametrische Verstirkung und Differenz-Mischung

e Szenario

Die Manley-Rowe Gleichung zeigt, dass die Mode mit der hochsten Frequenz (Mode 3)
Energie an die beiden anderen Frequenzen abgeben kann. Wenn man Komponenten
mit den Frequenzen wsz und w; einstrahlt, erhilt man Verstirkung auf w;, Dédmpfung
auf w3 und es bildet sich eine neue Komponente bei der Frequenz ws.

03 Dampfung
Verstarkung
P >
1 neu
W25 (03—

18



e Amplitudengleichungen

Die Diampfung der eingestrahlten Komponente bei ws wird venachlissigt, d.h. Aj sei
konstant:

dA; 8miw?d

_ * _1Akz
dz  kc? AsAze

— A A* 1 z
dz koc? 3¢

wobel
Ak = kg — k1 — ko.

(Achtung: Ak ist hier gerade das negative des Ak bei der Summenfrequenzmischung).
Nach ableiten der zweiten Gleichung und einsetzen der ersten erhilt man fiir Ak = 0:
d’Ay  64m?iwiwid?

dz? - k1koct A3A§A2 - K2A2

oder
d*A,
dz?
wobei die Pumpintensitit und alle fixen Groflen in den Koeffizienten K absorbiert
werden konnen.

= K?A,

Py
' k‘l k‘QC4
Die Losung der Differentialgleichung lautet

| As|?.

Ay(z) = C - sinh(Kz) 4+ D - cosh(Kz).

Mit dieser Losung kann man jetzt auch die DGL fiir A;(z) integrieren. Mit den Randbe-
dingung As(z = 0) d.h.D =0 und A;(z = 0) = A;(0) erhilt man

Ai(z) = Ai(0)cosh(K=z)

. (MW A3 .
As(z) = 1 - ——A%0)sinh(Kz
o(2) = iy [T A O)sinh ()
e Photonenbild

Im Photonenbild kann man die Vernichtung eines Photons als Pfeil nach oben und die
Erzeugung als Pfeil nach unten auftragen (nicht verwechseln mit den Pfeildiagrammen
in Zusammenhang mit der Suszeptibilitét). Bei der Summenmischung werden wy,ws
vernichtet und ws wird erzeugt.
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®2

®3

@1

Differenzmischung: ws wird vernichtet, Paare von w; ws werden erzeugt.

A

02

w3 V

®1

Die Frequenzen w; wy werden durch Phasenanpassung festgelegt.
e Parametrischer Oszillator

Kristall
vom Laser/7 =2 (\ >
(O]

2\
3 |\ Signal 032’
Idler ®

Im parametrischen Oszillator wird die Welle mit w;in einem Resonator aufgebaut.
Da fiir diese Welle Verstidrkung vorliegt, entsteht sie dhnlich wie im Laser, wenn die
Verluste pro Umlauf kleiner sind als die Verstirkung. Es existiert also ein Schwelle,
d.h. eine minimale Leistung der Welle mit ws ab der der parametrische Oszillator
anspringt. Oberhalb der Schwelle ist die Umwandlung von ws nach ws sehr effizient.
Man erhilt eine breit durchstimmbare kohérente Lichtquellen im Infraroten.
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2.4 Frequenzverdopplung im einfachen Durchgang

e Szenario

9

O)2=20)1

Es gibt ein Fundamentalfeld bei der Frequenz w; und ein Harmonisches Feld bei wy =
2(4)12
E(Z, t) = El(za t) + E2(Z7 t)
_ Al (Z)ei(klz—wlt) + A2(z>ei(k2z—w2t)

mit den Wellenzahlen
T
J c

n; = 1/eM(w;).

Nach Einsetzen in die Wellengleichung erhélt man die gekoppelten Amplitudengle-

und den Brechungsindizes

e Losung der Amplitudengleichung

ichungen:
dAl 8m'w1d _iAk
- — A A* 7. ¥4
dz kic? 244€
el A2piAkz
dz koc? 1€
mit
Ak =2k, — ko

Die Gleichungen konnen gelost werden (siehe Boyd Seite 79 ff) mit dem Ergebnis fiir
den phasenangepassten Fall (Ak = 0):
I = I- tanh2(§)
L, = I, - sech2(§)
mit
= A/M1MNoC
' 87Tu)1d|A1 (O)‘ )
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Die Gesamtintensitédt wird mit I, = I1 + Iy = I1(z = 0) bezeichnet. Wegen der En-
ergieerhaltung ist sie unabhéngig von z und damit gleich der eingestrahlten Intensitéit

4 Harmonische

Amplituden

Fundamentale
Ort z/L

e Abschitzung der Konversionseffizienz

Welche Leistungen kann man erwarten? Fiir beliebig hohe Felder A;(0) ist [ beliebig
kurz und damit die Konversion beliebig effizient. Welche Felder man erreichen kann
hiéngt vom Fokus ab. Der Fokus ist so gewihlt, dass iiber die Linge des Kristalls L
die Intensitit maximal ist.

"FFM L u schwach
———
———— hﬁﬂ’z

I-Koptimal

zu stark

Die Lénge des Fokus wird durch den konfokalen Parameter b = k - w? beschrieben,
wobei wq der Strahlradius im Fokus ist. Mit b = L erhélt man etwa das Optimum
(Begriindung spéter ausfiihrlich). Die iiber das Strahlprofil gemittelte Intensitét ist
dann

P
I=—.
Twg
Mit
nc
ho= i
47 P
A = ) ——
! AL’

ergibt sich fiir das Verhiltnis
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L [areLp
I ningcAd

Zahlen: Fiir
d = 1-10%esu,
L = 1lem
P IW =1-10"erg/ sec
A = 0.5-10"*em ~ 500nm (griin)
n = 2
erhilt man

L
— =0.14.
[

Fiir die Effizienz ergibt sich daraus

I tanh?L
L _ s oo
I sech®(3)

2.5 Phasenanpassungsmethoden

e Maker fringes
Wir haben gesehen, dass z. B. bei der Summenfrequenzmischung die Ausgangsleistung
von der Phasenanpassung abhéngt

L (m(%Akl))?
3 — 13wmax °
IAK

Experimentell wurde dieser Effekt von P. D. Maker 1962 zum ersten Mal fiir Frequen-
zverdopplung beobachtet:

Photomultiplier
(Nachweis Harmonische)

Rubinlaser A | ’O
v/ |

_ Filter
Quarzkristall  (blockt Fundamentale)
(drehbar)

Durch die Drehung éndert sich die effektive Lénge des Kristalls und damit I:
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Photomuiltiplier-Signal

>
Drehwinkel

”Maker”-fringes (”Maker”-Interferenzen). Optimalerweise hétte man gerne perfekte
Phasenanpassung, d.h. Ak = 0. bzw.

ks = k1 + ko.
In Frequenzen ausgedriickt lautet die Bedingung
N3w3 = NiwWi + Nawa,
wobei die Frequenzen festgelegt sind
W3 = W1 + ws.

Normale Dispersion

In optischen Kristallen steigt der Brechungsindex mit der Frequenz an (normale Dis-
persion).

'\

Ny

Ny

Brechungsindex

|
01 =204 Frequenz

Im Fall der Frequenzverdopplung sieht man sofort, dass es Probleme gibt, denn aus

Ak =0

24



folgt

]{72 = 2]{31
und
NoWwo = 2”1&)1.
Mit
wo = 2wq
ist obige Gleichung nur erfiillt, wenn
ng =Ny bzw. n(wz) = n(wy).

Bei Dispersion ist die Phasenanpassungsbedingung also nicht erfiillbar. Auch fiir Sum-
menfrequenzmischung ist keine Phasenanpassung moglich. Aus

Ak =0

folgt
niwi + Naws
ng=—.
w3

Wir bilden den Ausdruck nz — ns und verwenden obige Form der Phasenanpassung;:

nNiwi — NoWs niwiy + NoWwo — NaoWs3
ng—mnNg = ——————— —Ngp=
w3 w3
mwi — Na(wz —wa)  Miwi — Nawq
= = oder
w3 w3
w1
ng —ng = ((nl - nz)—
w3

da n3 > ny > 1 ist der linke Ausdruck positiv und der rechte negativ. Damit kann die
Gleichung nicht erfiillt werden. In dopplebrechenden Kristallen ist das allerdings doch
moglich.

doppelbrechende Kristalle, Indikatrix

Abhéingig von der Polarisation des Lichts kann der Brechungsindex verschieden sein.
Das Verhalten wird durch die Indikatrix beschrieben. Sie beruht auf der Tatsache, dafl
sich die Energiedichte W, in einem anisotropen Medium schreiben lésst als

D2 D? D2
W, = —= + 2L + =,
€x €y €,

Der Vektor D ist die dielektrische Verschiebung und e ist der dielektrische Tensor, der
sich diagonalisieren ldsst. Die Diagonalelemente lauten dann €,, ¢,,und €,. Fiithrt man

den Vektor )

W,

D= D
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ein, so schreibt sich die Energiegleichung als

Die Lénge desVektors D ist unabhiingig von der Lichtintensitit und liegt auf einem
Ellipsoid, wobei die Léngen der drei Hauptachsen gerade durch die drei Brechungsin-
dizes gegeben sind. Der Vektor D verkniipft also die Polarisation des Lichtfeldes mit
dem Brechungsindex.

Az

<

Ordentliche und Auflerordentlichte Polarisation

Lost man die Wellengleichung im anisotropen Medium erhélt man zwei Losungen mit
zueinander rechtwinklig stehenden Polarisationen und verschiedenen Brechungsindizes.
Eine einfallende Lichtwelle mit beliebiger Polarisation muss im Kristall in eine Uber-
lagerung dieser beiden Losungen zerlegt werden. Beide Komponenten breiten sich
unabhéngig mit verschiedenem Brechungsindex aus und iiberlagern sich nach Austritt
aus dem Kristall wieder. Man definiert die ”optische Achse” als die Richtung des
k-Vektors der Welle fiir die der Brechungsindex unabhéingig von der Polarisation des
Lichts ist. Der dazugehorige Brechungsindex ist der ”ordentliche” Brechungsindex.
Fiir eine Indikatrix mit gleichem n, und n, ist die optische Achse gerade die y-Achse.
Kristalle mit zwei gleichen Brechungsindizes (z.B. n, = n.) haben nur eine solche
optische Achse und heilen deshalb ”uniaxial”. Fiir Kristalle mit drei verschiedenen
Brechungsindizes, n, # n, # n., gibt es zwei optische Achsen (”biaxiale” Kristalle).

Uniaxiale Kristalle

Wir betrachten hier nur uniaxiale Kristalle. Im einfachsten Fall liegt der k-Vektor des
Lichts in der Ebene mit gleichen Brechungsindizes also in unserem Beispiel parallel zur
z-Achse:
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Die Polarisationsrichtung mit ordentlichem Brechungsindex ng liegt dann parallel zur
x- Achse. Die auflerordentliche Polarisation liegt parallel zur y-Achse und erfihrt den
auBerodentlichen Brechungsindex n,.. Das Licht kann aber auch unter einem Winkel 6
relativ zur optischen Achse einfallen.




Der ordentliche Brechungsindex bleibt unveréindert aber der auflerordentliche Brechugsin-
dex #ndert sich jetzt geméf

1 1 1
— = —¢&in®f+ — cos?6 .
ne(0)?  n? ng

Man unterscheider zwei Typen von uniaxialen Kristallen:

Ne < MNo negativ uniaxial

Ne > No positiv uniaxial.

Phasenanpassung in dopplebrechenden Kristallen

Im Fall der Summenfrequenzmischung kénnen die Eingangsstrahlen und der Aus-
gangsstrahl verschiedene Polarisationen haben. Man unterscheidet daher zwei Typen
von Phasenanpassung:

Typ 1 Eingangsstrahlen haben gleiche Polarisation
Typ 2 Eingangsstrahlen haben unterschiedliche Polarisation

Im Fall der Frequenzverdopplung gilt die Unterscheidung auch. Typ 2 hat man dann,
wenn der Eingangsstrahl im Kristall in einen ordentlichen und einen auflerodentlichen
Strahl zerfillt.

Verdopplung und Typ I Anpassung

Wiéhlt man fiir die Verdopplung die Typ 1-Phasenanpassung mit Fundamentalpolar-
isation entlang z in einem negativ uniaxialen Kristall (k || z), so kann man einen
verdoppelten Strahl mit Polarisationsrichtung entlang y genau bei einer bestimmten
Frequenz phasenanpassen.

<A Ng
3
£
[Z]
2
2 Ng
8
@ :
Lage verschiebt
/ sich mit 0
/
>
o1 @=20  Frequenz
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e Phasenanpassungwinkel

Mochte man eine andere Frequenz verdoppeln kann man den Kristall bei konstanter
Lichtgeometrie um die z-Achse drehen. Dabei verindert sich der Brechungsindex fiir
die Harmonische gemif3

1, 1 2
2(0)? —n—zsm 9~|——2(:os 0 .

o

Phasenanpassung ist erreicht, wenn
n2(2w, 0) = no(w),

oder:
sin® 6 N cos? f 1
n2(2w)  n2(2w)  mi(w)’

und damit eine Bedingung fiir den Phasenanpassungswinkel 6 :

1/ng(w) — 1/nj(2w)
1/n2(2w) = 1/n3(2w)’

sin?f =

Auf dhnliche Art kann man auch biaxiale Kristalle verwenden. Dort ist die Situation
etwas komplizierterer (Details bei Zernike und Midwinter: Applied nonlinear optics,
Wiley, New York (1984).

e "walk off”

Die Verwendung doppelbrechender Kristalle fithrt zum sogenannten ”walk off”-Problem.
In doppelbrechenden Materialien fliefit die Energie des auflerodentlichen Strahls nicht
entlang des ka-Vektors. Berechnet man den Poyntingvektor, so stellt man einen Winkel
p zwischen k und § fest, den man geometrisch aus der Indikatrix ermitteln kann.

—

S
p
AZ
Tangente
D,
\\ 0 y
K
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Oder als Formel:

no\”
tanp = — | tané.
Ne

Selbst wenn der ordentliche Strahl keinen walk off hat (Typ 1), so laufen doch der
Fundamentalstrahl und der verdoppelte Strahl auseinander.

Fundamentale

.

Harmonische

\/

e Effizienzminderung durch walk off

walk off mindert Effizienz da das harmonische Feld, das vorne erzeugt wird, hinten nicht
mehr mit dem Fundamentalfeld iiberlappt. Dazu betrachten wir den Energietibertrag
an einer Stelle im Kristall. Die nichtlineare Polarisation erzeugt ein kleines Feld AF),
das sich dem schon vorhandenen E iiberlagert:

E+ AFE
Die Intensitit lautet nach der Uberlagerung
I~(E+AEY?=E+AE*+E-AE

EZentspricht der schon vorhandenen Intensitit, AE?entspricht der Intensitéit, die die
Polarisation abstrahlen wiirde, wenn sonst kein Feld da ist, E/'- AE ist der zusiitzlicher
Beitrag bei vorhanden sein eines Feldes! In Gegenwart eines bereits erzeugten har-
monischen Feldes wird der nichtlinearen Polarisation mehr Leistung entzogen und die
Verdopplungseffizienz verbessert sich. Im Falle eines walk offs ist der Uberlapp mit
dem bereits erzeugtem Feld schlecht.

e Temperaturanpassung

Ordentlicher und auflerordentlicher Brechungsindex kénnen verschieden von der Tem-
peratur abhéingen. Fiir bestimmte Kristalle findet man ”nicht kritische” 90°-Phasenanpassung
ohne ”"walk off” bei der gewiinschten Frequenz in einem realistischen Temperaturbere-

ich zwischen —30°C und +300°C. Temperaturanpassung ist die einfachste Methode
optimale Anpassung zu bekommen. Sie ist aber nur in bestimmten Kristallen und nur

in einem begrenzten Wellenléngenbereich machbar.

e Periodisches Polen
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Die Intensitét der konvertierten Leistung ist laut oben proportional zum Betragsquadrat:

AsAy = K2 &2 |(eAF - 1))
= K?.d?(cos AkL —1)* + sin® AkL
= —K?-d*-2(1—cosAkL)
= —K?-d*-4sin* (AkL/2)

L
= —K?.d* 4sin® (gl)

Mit der ”Kohirenzlinge” [, :
Ak-l.=7

bzw.
T

le = N
Bis zu einer Liénge [. baut sich das Summenfeld auf, danach aber wieder ab: Energie
flieft zuriick zu den Feldern A; und A,. Der Energieiibertrag bliebe positiv, wenn
sich genau nach [. dasVorzeichen von d umkehren wiirde! Die Polarisationswelle #n-
dert dann das Vorzeichen, was einem Phasensprung von 7 zwischen Polarisationswelle
und erzeugtem Feld entspricht. Fiir eine weiter Strecke der Linge [, schwingen dann
Polarisation und Feld mit einer Phase, bei der die Energie ins Feld flief3t.

Re(A3) 4 "normale”
Phasenanpassung

|

I

|
|
!
|

periodisch
gepolter Kristall
keine
msenanpassung
\ | \ >
le 2, 3 L

Dies gelingt bei bestimmten Materialien wie z. B. LiNbO3 durch Anlegen eines Feldes:
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Elektroden

o %

Das Material zwischen den Elektroden wird ”umgepolt”d. h. d #ndert das Vorze-
ichen. Der Abstand der Elektroden betrigt dabei etwa 30u.Vorteil der Methode:
starke Nichtlinearitéiten konnen ausgenutzt werden, die sonst nicht phasenanpassbar
sind. Fiir LiNbO3 ist z.B. d33 = 98esu! sonstige Werte sind typischerweise 10esu. Auf-
grund der quadratischen Abhéingigkeit der Ausgangsleistung von d ist der Unterschied
betrichtlich. Die Verwendung von ds3 erfordert, dass alle Felder parallel stehen, d. h.
man kann keine Doppelbrechung ausnutzen.

Kristall
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Chapter 3

Nichtlineare Optik mit Gaufistrahlen

3.1 Gauflstrahlen

Frequenzkonversion erfordert hohe Intensitit auf moglichst grofier Linge. Laserstrahlen
lassen sich aber nur iiber eine begrenzte Linge stark fokusieren. Wie beschreibt man Laser-
strahlen?

e Wellengleichung.
Ausgangspunkt ist die iibliche Wellengleichung

E(7,t) = A, (F)eiknzent) 4 cc.

P( ) (7:») z(k z—wnt) +ecec.

Polarisation und Feld kénnen verschiedene k “s haben. Im Fall der Frequenzverdopplung
stammt die nichtlineare Polarisation bei der Frequenz der Harmonischen von der Fun-
damentalen ab und hat daher auch deren Wellenzahl.

e Paraxiale Nidherung.

Ansatz in Wellengleichung einsetzen und Terme der Form ZA vernachléssigen, ergibt
dA 4
Qan_n + V%An TrwnP 1Ak:z7
0z c?
wobei
Ak =kl — ky,
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und o9 P
V2= — + —.
T g2 + Oy?
Die Niherung ist gut solange sich das Feld E hauptséchlich in z-Richtung bewegt und
damit die schnelle riumliche Oszillation im Ansatz bereits erfasst ist.

e Gaufistrahl.

Ohne Polarisationsterm, also im auflerhalb des Kristalls ist die Losung der sogenannte
Gauf3strahl:

2 2

e - W ——— tksmr— ;
A = A. Lo w2 . otkIREy . pid(2)
(1, 2) (2 e e e
wobei
2\ 2
— w1+ (=
w(z) =w + (Zo)
mit
Wo Strahltaille (beam waist)
Zo Rayleigh-Linge
220 =b=Fk-w? konfokaler Parameter
R(z)=z- (1 + (370)2) Kriimmungsradius der Wellenfronten
¢(z) = — arctan(Z) Guoy-Phase
Wellenfront Aw()

gréRter Krummung

~nY

1 |
|

Wellenfronten

Guoy-Phase
+90°

-90°

——
~nY
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Der Kriimmungsradius ist maximal fiir z = zg :

R(zo) = Rmax-
Im Fernfeld kann man den Offnungswinkel definieren:
tan 0 W, W, W, 2
an = _— — = =
2o b/2 %k cwd k-w,
A
tanf =
T W,

Manchmal verwendet man die kompaktere komplexe Schreibweise:

—

A(r,z) = e w3(+io)

mit

Mit der Intensitit ne -
I=—"|A(r,2)]?
2

ergibt sich die Leistung als Integral iiber den Querschnitt:

P = I - 27rdr

\8

)

new?| A)?

3.2 Frequenzverdopplung mit Gauflstrahlen

e Amplitudengleichung
In der paraxialen Wellengleichung fiir die harmonische Amplitude A,

. a14»2 2 1
2ikg—— + V3. Ay = —

"o, Va2

ersetzen wir die elektrische Polarisation durch die Amplitude der Fundamentalen,

2
drws
2

D _iAkz
P2€ )

Py =2d,p - A,
und erhalten eine Gleichung fiir die skalaren Amplituden,

. 0Ay 4rw? N
2Zl€2§ + V%Ag = — 2 22deff : A?G Ak .

Der Vektorcharakter der Grofien A und P steckt im defy.
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Losung mit Gauflstrahlen

Fiir A; und A, setzen wir zwei Gauflstrahlen mit gleichem konfokalem Parameter b an:

Al 7’2
4 = e ()
z)e

+
B AQ( 27“2
Aorz) = T3P (‘m)

Der Faktor 2 im Argument der e-Funktion in der letzten Gleichung entsteht durch
den Zusammenhang b = kw?: Fiir die Harmonische ist ky = 2k;. Die harmonische
Amplitude As(z) darf langsam wachsen, A, ist fix. Einsetzen fithrt zur Gleichung fiir
die Amplitude As(2)

dAy(z) 1272w, , ek
_ g A2
dz ne 501+ ig)

was man direkt integrieren kann:

272
Ag(2) = =204,y - A2 F(AR, 2im, 7).
NnoC
Das Integral
¥ eiAkz’
F(Ak, zip, 2) = /fdz'.
(1+i%)

Zin
muss man numerisch l6sen. Fiir eine optimale Verdopplung mufl man die Funktion

F(Ak, zin, z) maximieren. Es zeigt sich, dass man dazu den Fokus am besten in der
Mitte des Kristalls plaziert (was wir hier nicht zeigen).

Li2 0 L/2
Die Integrationsgrenzen laufen dann von —% nach +§.Mit der Substitution:
Zl
x = —
Zo
und
g = Ak - z,



lautet das Integral:

Den Integranden kann man zerlegen:

eiﬁ:r

(1 —ix)ee

(1 — iz)(cos Bz + isin fx

14z

1+ 22

(1+iz)(1 —ix)
(cos Bz + isin fx) + 1 f

1+ 22

. (sin Bz — i cos Bz).

Nur die symmetrischen Terme iiberleben das Integral. Man erhilt also

F

e Leistung

1L
2 zo
1
2o
1+ 22
1L
T 2%
1L
2 zo

1
b- /1+$2(cosﬁx+
0

(cos Bz + x sin fz)dx

x sin fz)dz

Bevor wir das Integral betrachten, berechnen wir die Leistung. Mit

also

1
P= chw§|A|2,

1

P1 = anCU}ilAlP
1 2

P, = ZnQC'%|A2|27

wird aus der obigen Gleichung fiir das Feld:

1 2
anc . %’AQ
P
Py

1 w? [ 2m2w 2
2 _ - .o 1 R S
= 4ngc 5 ( Qdeff> (1

NaoC

npcwiAn*4wi4d?

Pl2 |F’2

anch)Q

PP IR

4-2- n%chQn%Cng
2 27

p2
2..3.,2 1
ng - My - 3 - w?

37

PP



und mit

b = wg-kl ]{31—77,1 ﬂ
c
1 . niwip
w2 c-b
erhilt man 19823 2
T W
PQ_—li{f P -|F|2,
ny-N9g - C
bzw.
P=K-h- P12.
mit

2, 372
ny - ng - ct

und einem Term h, der dimensionslos ist.

L 1
== . |=F]~
h b |L |

Die h -Funktion

Wir betrachten h genauer:

1
h = «- o /1—|—x2 (cos Bz + xsin fz)dz
0

a 2

1
/1 7 (cos fx + x sin fx)dx
0

L+

mit den dimensionslosen Grofien

L
a o=
220
6 =Ak- 2.
Dieser Ausdruck muss durch Variation von « und (3 optimiert werden.
erhélt man
Qopt = 2, 82 Bopt = 0,58
und

Bmax = 1, 067.
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e Interpretation

In der Praxis haben die Kristalle einen Wert fiir K zwischen 10_5% und 10_2%. Im
Gegensatz zur Rechnung mit ebenen Wellen steigt P, jetzt nur noch linear mit der
Krsitallinge an. Die Konstante hy.x ~ 1 und hat das Maximum bei

po L
2.8
und Ak
= 0.58
2o

Zusammen erhilt man:

Ak-L=2a-0=3,27T~m.

1.2 1

0.8 1
0.6 1

A(aopta B)

0.4 -
0.2 1

B=Ak Zy

Die beste Leistung bekommt man also bei Phasenfehlanpassung von 3.27rad ~ 7
iiber der Lénge des Kristalls. Die Ursache liegt in den gekriimmten Wellenfronten des

Gaufistrahls:
\/
B
k?/_\

Im Gaufistrahl gibt es ein Biindel von k-Vektoren und deshalb Diagramme der Art
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ki ki1

Ein etwas lidngerer Wellenvektor der Fundamentalen fithrt damit zu einer besseren
mittleren Anpassung. Mit walk off ist die Sache etwas komplizierter und man erhélt
ein etwas anderes Integral. Siehe: Boyd and Kleinman, J. Appl. Phys. 39, 3597 (1968)
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3.3 Resonante UberhShung der Fundamentalen

e Szenario

Einen Resonator erhilt man, wenn man einen Gauflstrahl mit einem gekriimmten
Spiegel in sich zuriickspiegelt.

Tq~1-10% R ~100%
R, ~ 1009 T, ~ 80-100%
2 o Kristall 2 °
vom Laser
Einkoppel- Hochreflektor
spiegel GauRstrahl
1
Hochreflektor
R4 ~100%
Ro ~100%

Der Abstand zwischen den Spiegeln und deren Kriimmungsradien bestimmen die Form
des GauBlstrahls, der im Resonator umlaufen kann, d.h. nach einem Umlauf in sich
selber iibergeht. Ein solcher Strahl heifit Resonatormode. Manchmal benutzt man das
Wort Mode auch ganz allgemein fiir Lasertrahlen. Dahinter steckt die Vorstellung, dass
jeder normale Laserstrahl aus dem Resonator des Lasers kommt und damit die Laser-
Resonatormode iiber den Auskoppelspiegel hinaus fortsetzt. In diesem Sinn haben wir
es bei nichtlinearen in Kristallen mit einer ” Kopplung von Moden” zu tun, d.h. es wird
Energie zwischen den Moden ausgetauscht.

e Uberhshung

Im Prinzip kann man jede der beteiligten Moden in einem Resonator iiberh6hen. Wir
betrachten zunsichst Frequenzverdopplung mit resonanter Uberhshung der Fundamen-
talen. Im Resonator wird die Leistung der Fundamentalen um einen Faktor E iiber-
hoht. Die harmonische Leistung ist damit:

P=K (EP1)2
Die Konversionseffizienz P
2 2
—=K-P-F
P !

hiingt linear von der Eingangsleistung und quadratisch von der Uberhohung ab.
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e Leistungsabhiingige Verluste

Die Verluste konnen passiver Natur sein, d.h. Streuung an den Spiegeln oder Ab-
sorption im Kristall. Bei effizienter Verdopplung besteht aber ein nicht zu vernach-
ldssigender Anteil aus den Verlusten, die durch die nichtlineare Konversion selbst zus-
tande kommt. Diese Konversionsverluste bestimmen aber wiederum die Uberhohung.
Eine geschlossenen Losung ist nicht bekannt. Wir miissen hier also einige Ndherungen
machen um auf einen praktikablen Ausdruck zu kommen.

e Modell

Kristall
I

—— >H >

r o

r1,72 sind die Feldreflektivitdten der Spiegel. Die Feldverluste durch nichtlineare Kon-
version sind mit [ bezeichnet. Sonstige Verluste vernachlissigen wir zunéchst.

e Selbstkonsistente Losung

Wir fordern Selbstkonsistenz fiir die Feldamplitude im Resonator nach einem Umlauf.
Fiir das Feld unmittelbar hinter dem Einkoppelspiegel gilt dann:

E.=tEpn+E.-r1-1m9-V1—12-€¥
oder
11 Ein,
1 -7y TQ\/l — l2€l¢'
Der Exponentialfaktor enthilt die auf dem Umlauf akkumulierte Phase. Maximale

Feldstéirke im Resonator erhilt man in Resonanz d.h. fiir ¢ = 0. Die Feldtransmission
t; ist mit der Feldreflektivitéit r; durch die Energieerhaltung verkniipft:

E.=

R=r? T =t

R und T sind die leistungsbezogenen Groflen. Energieerhaltung erfordert also (ohne
Verluste im Spiegel)
R+T=1,

d. h.
t=+1-—1r2

(Achtung: es gibt keinen Erhaltungssatz fiir elektrische Felder r+t # 1!). Entsprechend
ist die Transmission durch den Kristall v/1 — [2.

42



e Konversionsverluste

Wie groff sind die Konversionsverluste [ 7 Durch die nichtlineare Konversion erhélt
man harmonische Leistung Psy, die der umlaufenden Leistung der Fundamentalen P,
entzogen wird.

Psy = K-P?=AP.

AP K- P
2 c _ cr2 2
© = 2 =K-P.= 2 E:=k-E:
wobel
__K-P,
K= 7

Da die Konversionsverluste bei einem Durchgang klein sind kénnen wir den Ausdruck

v/1 — [2 nach [ entwickeln:
V1i-12=1-1?/2

e Kubische Gleichung fiir das Feld
Einsetzen in oben ergibt fiir den resonanten Fall (¢ = 0):
t - B t - B
1—ry-ro+ry-re-12/2 - l—ry-ro+r-19-K/2- E?

E(l—ri-m)+E2 r-19-k/2—1/1 =712 E;p =0

Die allgemeine Losung dieser kubischen Gleichung fiir F, ist sehr uniibersichtlich. Wir
suchen deshalb eine Losung unter der Nebenbedingung der optimalen Wahl des Einkop-
pelspiegels.

E. =

e Optimale Einkopplung

Fassen wir das umlaufende Feld als Funktion der Einkoppelspiegel-Feldreflektivitéit auf,
so ist die Einkopplung optimal wenn:

/ dE,
E = =
¢ dT‘l

Um diese Bedingung zu verwenden bilden wir die Ableitung der kubischen Gleichung;:

0.

A gy lonrn p VIZH g
dry rLTo - K/2 Ty K2
oder
3E?-E +
—T9 1—7’1‘7’2 1—7”1'7’2 /
E. — E.4+—

Ty K2 r2 1Ty - k)2 +r1-r2-/§/2
1 -2 1—r2
- A o Ezn+ 2 0 Em
2\/1—r? -rirK/2 i k)2

=0
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Fiir optimaler Anpassung (E, = 0) erh:lt man:

E. 1—ry- Ei, V1—r}
(—7‘2 — d TQ) + ( & + dl ) =0

ryT - K)2 ! rL-Ty - KJ2 ! 1—12

Die erste Klammer reduziert sich freundlicherweise zu:

]_—7“1'7"2 —7"1'7‘2—(1—7‘1'7“2) 1
—Ty — = =
™ ™ 1

und fiir die zweite Klammer erhilt man

\/1—7’%+ o l—ri4+ri 1
1 m ri/1—-12 1 1—7‘%'

Damit ergibt sich:

und schlief3lich:

Fiir die Leistung erhilt man mit

E? E?
P P,
den Ausdruck P
p, ="
1— Ry

Reflektivitdt des Einkoppelspiegels

Die Reflektivitit des Einkoppelspiegels ist allerdings kein freier Parameter sondern
muf} so gewihlt sein, dass die Einkopplung optimal ist! Wie grofl muss also R; sein,
damit % = 0? Dazu setzen wir die Losung F;, = E, - /1 — r? wieder in die kubische

Gleichung ein:
E3 i E 1-— T1°To o 1 E
¢ ‘riorecK/2 0 TieTy- H/Q V

und losen nach r; auf:

Efrl~7“2-/<¢/2—|—\(1—7‘1r2)—(1—7”%)1:0

g

—r17r2+7r]
oder .
EC2T2§ —ro+1r; =0.
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Auflosen nach r; :

K2
7'1:7”2—5' CTQ

und quadrieren ergibt
K
Rl — Rg(l - 7 . PC)Q.

Einsetzen in den Ausdruck fiir die Resonatorleistung P. ergibt schlief3lich:

1
P, =Py, 1
1 — Ry(1— 1K P,

Obwohl wir immer noch keinen funktionalen Zusammenhang zwischen P.(F;,) haben,
konnen wir mit diesen Ausdriicken schon etwas anfangen:

Impedanzanpassung

Ohne Konversionsverluste gilt x = 0 und damit R; = Ry bzw. 17 = T>. Es muss also
genauso viel Leistung pro Umlauf durch den Einkoppelspiegel nachgeliefert werden, wie
durch den Auskoppelspiegel verloren geht. Passive Verluste L, etwa durch Absorption
im Kristall oder durch Streuung an den optischen Flichen kann man in die effektive
Reflektivitét RS/ hineinnehmen: RS/ = Ry(1 — L).

Kubische Gleichung fiir r4

Typischerweise kennt man P, aber nicht P.. Um einen Ausdruck fiir P. als Funktion
von P, zu erhalten, benutzen wir

1

Pc:Rin—
1—R;

und setzen P, in den Ausdruck fiir die optimale Wahl von R; ein:

[Br | _1K-P
Ry, 21— R,

Ry K
1—-R —=1—-R,— —P,,
( ) R, 17
oder ) ) K
VR — — /R —+ R —-1+—P, =0
YVR, VU R, T 2
bzw.

K
T%—Tg?“%—?“l—f‘rg(l—?f)i ):0

Die Gleichung ist wieder ein kubische Gleichung und damit unschon.
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e Niherung fiir fast angepasste Einkopplung

Bei nicht zu groflen Konversionsverluste kann man aber weiter ndhern. Dann sind nim-
lich die Reflektivitéiten r; und ro im optimal angepassten Fall immer noch sehr dhnlich.
Wir setzen also an r; = r9 + Ar. Einsetzen in kubische Gleichung bei vernachléssigen
aller Terme mit Ar?, Ar3...ergibt:

K
73+ 35 AT — ro(r3 4+ 2rAr) — (1o + Ar) + 1o(1 — ?Pm) =0

AT(TS—U—T2+T’2—7’2‘K‘Pm=0
A 1ry- K- Py,
r=———_—_-

2 1-—r2

Damit erhalt man fiir r;

Die Leistungsreflektivitit R;lautet dann

1K-P,\> K-P
2_ R, = 1 - n ) _ n |
= R2< \21°R,) T1-m,

Der mittlere Term in der Klammer kann vernachléssigt werden denn laut obigem Ergeb-
nis fiir Ar kann man schreiben:

K Py, AT<<1
1—R2_ T2 ’

da ry ~ 1 und Ar < 1. In dieser Niherung erhélt man:

K'Pin
1—Rs

Rl’ZRQ(l—

Nimmt man die passiven Verluste in Ry auf, also 1 — Ry = L, so lautet das einfache
Ergebnis fiir R,

Ri~(1-L)(1-V)
wobei

V.= 7
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Es kommt also auf das Verhiiltnis V' an. Sobald die ”single pass” -Konversion fiir den
einfallenden Lichtstrahl K - P;, grofler wird als die Verluste L, erhélt man Séttigungsef-

fekte:
Pc == Pin 1 == R
1—Ri  1—Ry(1— )
B P, B P
C1-(1-L0L)1-V) 1-(1-V+VL)
B P
- L+V-VL

Damit haben wir das gewiinschte Ergebnis.

e Stehwellen- versus Ringresonator

Wir kénnen uns noch fragen ob ein Stehwellenresonator besser ist als ein Ringres-
onator. Ein Stehwellenresonator erzeugt bei gleicher umlaufender Resonatorleistung
P. 8 mal mehr harmonisches Licht wie ein Ringresonator: In der Stehwelle ist das
Feld in den Knoten verdoppelt. Die fundamentale Intensitéit ist vervierfacht und die
harmonische Intensitit versechzehnfacht. Allerdings wird wegen der Stehwelle nur das
halbe Volumen ausgenutzt:

Po _ <(2Esp)2>2 .

=38
PSP Egp

{1~

Volumen in Stehwelle

sw: Stehwelle, sp: einfacher Durchlauf (single pass). Allerdings erzeugt der doppelte
Durchgang durch den Kristall auch die doppelten passiven Verluste und reduzieren
damit P. um einen Faktor 2. Die erzeugte harmonische Leistung sinkt dadurch um
einen Faktor 4. Die generierte harmonische Leistung ist in beiden Situationen daher
nur um einen Faktor 2 verschieden, vorrausgesetzt daf3 die passiven Verluste haupt-
séchlich durch den Kristall zustande kommen. Im Stehwellenresonator wird zwar die
doppelte Menge Licht erzeugt, allerdings in Form von zwei Strahlen, die in entge-
gengesetzten Richtungen den Resonator verlassen. Meistens kann man aber nur einen
Strahl verwenden, so daf3 ein Ringresonator nicht wirklich von Nachteil ist. Der Vorteil
eines Ringresonators besteht darin, dafl er das eingestrahlte Licht nicht in den Laser
zuriickreflektiert. Die meisten Laser sind empfindlich auf Riickreflektion.

3.4 Resonante UberhShung der Harmonischen

e Selbstkonsistente Gleichung

Was geschieht, wenn beide Moden im Resonator iiberhoht werden? Beim Durchgang
durch den Kristalle wird das harmonische Feld pro Umlauf um einen bestimmten
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Beitrag erhoht. Er entspricht gerade dem Wert, den wir fiir den einfachen Durchgang
ohne Resonator oben ausgerechnet haben:

272
AAy = ZT20 @) (AR, b) - A2
~
AA
A, A .
L1
-
I"1 I'2

Die Gleichung fiir selbstkonsistenten Umlauf lautet jetzt:

AQZAQ'TQ‘Tl'ei(p—’_AAQ

mit
A2
Ay = - 43 ‘
1_7~1.7~2.6—w
X 1
Ao - A = nl2 - |A 4. : -
2 Ay = [n"- | A (1—7"1-7“2-6“")(1—7“1~7“2-e’“p)

14+(r1-r2)2—2r1 -T2 COS
1

P,=K-P?.
2 ! 1+ Ry - Ry —2v/R1Ry-cosg

wobei analog zu oben

A7
K o= ot L
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e Resonante Uberhohung

Man erhiilt ein resonantes Verhalten jetzt auch fiir die Harmonische. Die maximale
harmonische Leistung im Resonator ist

1

P = K - P? o
(1- VR Ry)

Die nutzbare Ausgangsleistung betrigt
1— Ry
(1- VR Ry’

Pt =Ty . Po® = [ . P2

e Optimales Auskopplung

Fiir welches R, ist P§"** maximal? Ableiten nach Ry und Nullsetzen ergibt:

d 1- R, B ~1 I e R
dR2 ( —\/Rl'R2)2 (].—\/Rl'RQ)Q (]_—\/Rl'Rg)g 2\/R2
1— Ry 1
. R =1
1—- VR Ry VR Ry
1—- R, R - 1

VIR - Ry — Ry -
Ry —Ry-Ry = Ri-Ry—
Ry = VR Ry

Ry = Ry
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Die Resonatorverluste sind hier in ein effektives Rymit aufgenommen. Der Faktor F,
um den die harmonische Ausgangsleistung durch den Resonator verbessert wird betriigt
also

5 1— Ry
 1-+R; R,
1-R

(1-Ry)
1

E p—

1- R,

Die Uberhshung ist also jetzt nur noch proportional zu den inversen Verlusten.

Schwelle?

Wenn das riickgekoppelte harmonische Licht die Konversion erhht, wieso verhilt sich
dann der Resonator nicht wie ein Laser mit einer entsprechenden Schwelle? Betra-
chten wir die Verstirkung im einfachen Durchgang und iiberlegen uns wie grof§ der
Verstiarkungsfaktor ist. Der Feldbetrag der Harmonischen wird um A A erhoht:

Ao = (A +AA)
A2, = A2+ APA42AA- A,
Damit erhilt man fiir die Leistung
Pout = Pon + AN + 24N/ Py,
wobei g der Proportionalititsfaktor zwischen Feld und Leistung ist:

P =g A%

Fiir das Verhéltnis der Leistungen erhilt man:

Pout 1
“o ] 4 2gAA -
B VP,
N——
Verstiarkung g

Hier wurde der zweite Term gegeniiber dem dritten vernachlissigt. Beim Laser ist g
zunédchst nur von der Pumpleistung abhéngig nicht aber von der im Resonator um-
laufenden Leistung Pj,. Laserbetrieb erhdlt man, wenn g > L (Verluste) also ab
einer ganz bestimmten Pumpleistung. Bei der Verdopplung ist im Gegensatz dazu
g ~ 1/4/P,, und wichst fiir kleine Leistungen im Resonator gegen unendlich. Die
Schwelle liegt also immer bei 0 und man erhilt immer ”Laserbetrieb”. Beim para-
metrischen Oszillator ist dagegen (a ist ein Proportionalitéitsfaktor)

AA ~ AgA?; . Ain =a- Azn
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POU
t_ 1y

P 2a
g

Die Verstiarkung g ist jetzt unabhiingig von P, und man erhilt Laserverhalten.

3.5 Dynamische Gleichungen fiir Resonatoren:

e Feldinderung nach einem Umlauf
Nach einem Umlauf lautet das Feld:

Et+71)=E({t) -1 -ro+t1- Epn(t+ 7).
Fiir die Felder machen wir den iiblichen Ansatz

E(t) = A(t)e™
Ei (t) == Aineiwt.

Die Frequenz w ist die des eingekoppelten Lichts. Die Amplitude des eingekoppelten
Lichts ist konstant. Mit diesem Ansatz erhilt man

At + 7)) = A()e™ - ry vy -ty - Appe T,
A(t + 7') = A(t)e_iuﬂ Ty T+ tl . Am

Resonanzfrequenz

Von der Phase wr ziehen wir 27 so oft ab, bis der Rest im Bereich zwischen 0 und 27
liegt. Die Anzahl der 27 sei n. Wir definieren jetzt die Resonanzfrequenz durch die
Bedingung

wT =n-2m, n€N

und ersetzen die Phase wrdurch wr —n- 27 = (w — w.) 7,was an der Exponantialfunk-
tion e ™7 nichts dndert

e—in _ e—i(w—wc)T )

Niherung fiir langsame Amplitudenéinderung

Welche Differentialgleichung beschreibt die Feldamplitude in einem Resonator? Wir
suchen zuniichst die zeitliche Anderung des Feldes in einem leeren Resonator und be-
trachten dazu das Feld vor und nach einem Umlauf und identifizieren den Differenzen-
quotioneten mit dem Differentialquotioenten:

A(t+ 1) — A(t)

Y

A~

T

7 ist die Umlaufzeit. Diese Niherung entspricht der Taylor-Entwicklung von A(t) bis
zur ersten Ordnung;: '
Alt+71)=Alt)+TA+ ...
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In dieser Nidherung kann man alle Amplitudenéinderungen beschreiben, die langsamer
sind als eine Umlaufzeit 7. Mit

L im 1

e 33§~ ——
¢ T 3om T T 300M Az

ist die Ndherung auch noch fiir sehr schnelle Vorgéinge gut. Also mit
At +7) ~ A(t) +TA

und (siehe oben) ‘
Alt+7) = A@)e ey 1 Aig

erhilt man

(—1 + ei(wCiw)T T 7"2) t1

A=A + = A
T

-
Ni#herung hoher Giite

Bei guten Resonatoren ist das Feld nur fiir kleine Verstimmungen von Null verschieden
und man kann néhern (w, —w) << % :

Py Ty - @@ gy (14+i(we —w)T),
Damit erhilt man schliellich als Resultat
A= (=7 +iB) A+ Yo Ain
mit

1—-+VRi- Ry

-
N V1—R,

inc f

A = rire(we—w) > (we—w).

Resonanzkurve

Die Losung lautet

Alt) = A, - (—y+id)t A, - %‘
Q ‘ * —y +1iA

Im Gleichgewicht (A = 0) gilt
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und fiir das Leistungsverhéltnis

P _ 71,2nc . 712710
Pin |—y +iA T P2+ A2
N 1— Rl T 2
™ (1— R R’ + A2
1-R

(]. -V R1 . R2)2 + T2A2
Dies ist eine Lorentzkurve beziiglich der Verstimmung A.

Resonanziiberh6hung
In Resonanz (A = 0) erhélt man
Pmax o 1— Rl
P (- VA RoR

Dies entspricht der Losung, die wir auch oben mit dem Ansatz der selbstkonsistenten
Amplitude gefunden haben. Das Maximum liegt bei Ry = Rs,und man erhilt als
Uberhshung

P 1-R 1

Pn (—-R)? 1-R
Linienbreite
Wie grof} ist die Linienbreite? Die Halbwertsbreite erfiillt die Gleichung

1
P(AI/Z) = §PmaX7
also
1 —_ Rl 1 Pmax 1 ]_ - Rl

(VR ) +78%, 2P 2(1-VR Rp
2
(1— \/RI-R2> + 7202, = 2(1—+/Ri- Ry)?

T2A%/2 == (1 -V Rl . R2)2
1
Al/g = ;(1—\/R1'R2>:’7
Ayp = v

Die volle Breite bei halbem Maximum ist damit
Apwam =27 :=7p

gegeben.
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e Zerfallskurve

Fiillt man den Resonator in Resonanz und schaltet dann A;, plotzlich ab, so zerfillt
das Feld mit A, - e und die Leistung entsprechend mit P, - e 7' ! Aus der Zerfal-
lkurve lassen sich fiir Resonatoren hoher Giite die Verluste genau bestimmen. Wichtige
Technik.

e Differentialgleichung mit Kristall

Wir setzen jetzt einen Kristall ein und betrachten nur den resonanten Fall. Den Feld-
verlust durch Konversion erhélt man aus der gekoppelten Amplitudengleichung. Die
Harmonische erhiilt pro Umlaufzeit das Feld

AAy =K - A?.
Die Fundamentale verliert das Feld

AAl == %H'AQ AI

Der Faktor % stammt von der Manley Rowe Gleichung. Damit lautet die dynamischen
Resonatorgleichung fiir den doppelt resonanten Fall zweier gekoppelter Moden:

. 1 .
Ar = VineAin — 71 Ar— R Aa- A
AQ == —’72'A2+/€'A%
Diese Gleichungen zeigen eine interessante nichtlineare Dynamik und sind nur fiir nicht
zu hohe Felder und Konversionen stabil. Bei starker Kopplung und kleinen Verlusten
konnen Schwingungen spontan auftreten bis hin zu einer chaotischen Dynamik.

e Rauschunterdriickung

Als weiteres interessantes Phinomen wird ein mogliches Rauschen auf A; geddmpft.
Um dies zu sehen, nehmen wir an, dass wir noch im stabilen Bereich sind und die
Harmonische der Fundamentalen adiabatisch folgen kann. Gleichung 2 soll also immer
im Gleichgewicht sein. Damit gilt Ay = 0 oder

Ay = i.A%
Y2

Eingesetzt in die erste Gleichung ergibt

1 K2

At = +YincAin — 11 - Ar — 37 A7 AL
Falls A; reell ist erhilt man:
- 1s%
Al = _(71 + __AlAl) ' Al + ﬂychm
\ 27,
F&l)
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Man erhilt eine exponentielle Démpfung fiir Abweichungen vom Gleichgewichtswert.
Die Dampfungskonstante I'(I;) wichst offenbar mit ; an, d. h. kleine Amplituden
werden weniger geddmpft als grofie. Fluktuationen werden so unterdriickt (eine Art
Dolby-Verfahren). Dieser Effekt kann so effizient sein, dass sogar das Quantenrauschen
ausgeregelt werden kann. Immer wenn zwei Photonen gemeinsam ankommen werden
sie durch Konversion entfernt. Im verbleibenden Licht sind die Photonen regelméfliger
verteilt als fiir kohéirentes Licht iiblich. Die Photonen im Resonator gehorchen dann
keiner Poisson-Statistik mehr und das Schrotrauschen ist unterdriickt. Ein solches
Licht heifit gequetschtes Licht, englisch ”squeezed light”.
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Chapter 4

Nichtlineare Effekte aufgrund von x(3)

4.1 Materialien mit Inversionssymmetrie

e kubische Korrektur

Wir betrachten wieder das Lorentzmodell und eine riicktreibende Kraft mit einer ku-
bischen Korrektur:
F = —mwix + mba®.
Das Potential lautet dann
1

1
U= /F(x)dx = imwng - Zmbx4

Das Potential ist jetzt spiegelsymmetrisch U(z) = U(—z). Die Struktur des Kristalls
muss dann ebenfalls spiegelsymmetrisch sein. Beispiele sind Gase, Gliser und Fliis-
sigkeiten. Mogliche x(?-Beitriige mitteln sich hier heraus. Hohere spiegelsymmetrische
Beitriage ~ 2% konnen vernachlissigt werden, da sie nur bei grofen Auslenkungen zum
Tragen kommen, bei denen das Material bereits zerstort wird.

e Beitrag von y"

Als Beispiel betrachten wir ein isotropes Material in drei Dimensionen. Die riick-
treibende Kraft ist
F = —mwi7 + mb(F - 7) - 7.

Kraft und Auslenkung sind parallel (F' || 7) was bei isotropen Materialien so sein muss.
Die Schwingungsgleichung lautet jetzt:

.. . e ?
P4 297 + Wi — b(F - 7) - ¥ = —— E(t).
m
Als treibendes Feld betrachten wir eine Summe aus drei Frequenzkomponenten:

- - .
E(t) =) E(wne ™" n=123
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Der Storungsansatz
F(t) = AP () + MNFD () + NF3(8) + ..

wird eingesetzt und die Potenzen werden sortiert.

%V di e =

2 RS E—— 5 (7
@ g e mE®
a2 ar®

H2) _

g T g et = 0
4> di®
T2 + Wi = p(FEV . Ay D

Die Losung fiir 7V ist

FO(t) =Y 7D (wy)en!

wobei e/
D(wn) E("‘Jn)

W (wy) =
mit
D(wy) = wi — w2 — 2iw,y.
Aus der Auslenkung erhilt man die Polarisation
PW(w,) = =Ne - i (w,).

Die Suszeptibilitéit, definiert geméf

P (wn) = > ¥ (wn) - Bj(wa),
J

lautet dann
Xy (@a) = XU (wn)dsy
denn dann gilt
ﬁ(l)(wn) = X(l)(wn)ﬁ(wn)-

Durch Vergleich mit oben ergibt sich

N

(1) _ m
oder ,
(1 N

Xij (wn) = D(wn) 61]

Fiir isotrope Medien ist die Matrix diagonal. Der quadratische Beitrag x(® ver-

schwindet, da wegen dem fehlenden Antriebsterm spétestens nach einer Dampfungszeit
2 =0
r .
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e Beitrag von x©®
Einsetzen der Losung von 7Y (w,,) in die Dgl. fiir #®):

—

_E (E(wm) - E(wn>>E(wp) . o~ Hwmtwntwp)t
m3 D(Wm>D(wn D(wp)

mnp

d*7®) dr®)

g el =

Hier wurde der 3-Komponentenansatz fiir E (t) eingesetzt. Man erhélt alle moglichen
Frequenzkombinationen
Wg = W + Wy + Wy,

die wir mit ¢ durchnummerieren. Die Losung kann man dann schreiben als
7;(3) (t) _ Z 7;(3) (wq)efiwqt
q

die wir in die Differentialgleichung einsetzen mit dem Resultat

ity ity - ) S )

bzw:

—

be? (EWm) - E(wn))E(wp)
n)

7 (w,) = _ﬁmnpD(wm) : g(w : 5(“11) +Diwg)

wobei die Summe iiber m,n,p nur iiber diejenigen Indizes geht fiir die gilt w, =
Wm + wp + wp. Aus der Auslenkung berechnen wir die Polarisation als Dichte der
Dipolmomente

—

P®(w,) = —Ne- - (w,)
(

Dies vergleichen wir mit dem Ansatz

3 3
PP (wy) =3 X (was Wiy Wi, ) By (wim) By (wn) Ei(w,,)

jkl mnp

Die Indizes m,n und p laufen von 1..3, da wir drei Felder angenommen haben. Welches
Feld welche Nummer bekommt ist willkiirlich. Damit ist die Summe m, n, p redundant.
Wir kénnen daher verschiedene Formen fiir y ansetzen und wihlen etwas willkiirlich

X2 (Wy, Wiy Wiy W) = Neh: by da :
RGP m3 D(wy) - D(wim) - D(wy) - D(wp)
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e Abschiitzung der Stérke

Eine Abschitzung fiir die Grofe von x® erhilt man wie bei x(® durch die Annahme,
dass bei einer Auslenkung von einem typisch atomaren Abstand d, die lineare und die
nichtlineare Riickstellkraft gleich sind. Also

mwid = mbd®

oder )
b @b
==
Im nicht resonanten Fall ist D(w) ~ w und man erhélt aus oben
(3) Nbet et

= 3m3(wd)* - m3w§dd

mit d = 3A und wy = 1-10'%1 ergibt sich

x® ~ 3.10Pesu
AT

= mx(?’) [esul]
2

_ —23M

= 410705

4.2 Intensitidtsabhingiger Brechungsindex

Bei Vorgiingen dritter Ordnung wirken drei Felder zusammen und erzeugen zusiitzliche Po-
larisationswellen bei allen moéglichen Mischfrequenzen.

e \®)- Korrektur zum Brechungsindex

Wir betrachten hier nur den Fall, in dem alle drei Felder dieselbe Frequenz haben,
also aus einem Lasertsrahl entnommen wird. Auflerdem interessieren wir uns nicht fiir
Frequenzverdreifachung sondern nur fiir die zusétztliche elektrische Polarisation, die
bei der Frequenz der Lichtwelle entsteht:

Xw=w+w-—w).
Die Polarisationswelle lautet also
PYw) =3\ w=w+w—w)E-E*-E.
Dazu kommt die Polarisation aufgrund von y™
Protar = X - B(w) + 33XV B0 - B(w) = X BW)
mit

Xer = X +3x® - [Ew).
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(D 3

Mit der allgemein giiltigen Beziehung
n2 = 1+47TXeff
ergibt sich
n? =14 4m - xV + 120x® |E(w)|?
2

wobei n2 der normale lineare Brechungsindex ist.

Der no-Koeflizient

Wir definieren den Koeffizienten n, fiir den nichtlinearen Brechungsindex durch den
allgemeinen Ansatz
n=mny,+ne-I,

den wir quadrieren und bis zur 1. Ordnung in I entwickeln:
n® = n2+n3-I*+2nmy- 1
~ n§+2no-n2-l
Der Vergleich mit oben ergibt:
oM - ng - I = 120y ®|E|?

Mit dem Zusammenhang der zeitlich gemittelten Intensitéit und dem Feld:

NoC
I = =|Ew)?
|
erhélt man 5
Wnong - I = 127y T
NoC
oder
12724 ®)
ng=—5—.
n2c
Rechnet man in SI-Einheiten um, so gilt
2 1272 0.0395
ol Gr) = g 10X esu) = = 5=x O esu)
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e Zahlenwerte
X(?’) = 10" Mesu — 10 esu

0-16 cm? 105 cm?
%% w
Diese Werte erscheinen klein, kénnen aber zu drastischen Effekten fiihren

n2:1

4.3 Optische Phasenkonjugation:

e Phasenkonjugation und Zeitumkehr
Gesucht ist ein ”Spiegel” mit einer Feldreflektivitit r, der eine Welle
E,(7,t) = E;e ™" 4 c.c.
in eine Welle . L
E. (7 t)=7r-(Efe ™ +c.c.)
iiberfithrt, d. h. die Feldamplitude in ihre komplex konjugierte iiberfiihrt, E, — E;‘
Eine solche "Reflexion” entspricht einer Zeitumkehr:
E,(7F,—t) = E,-e“' + E¥ e = = . E.(F,1)
d. h. B B
E.(7,t) =1 Es(r, —t)

Die reflektierte Feldamplitude EC(F, t) sieht also genauso aus wie eine Filmaufnahme
des einfallenden Lichts, die man riickwéirts ablaufen ldsst! Fiir einen normalen Spiegel
sieht ein reflektierter Gauflstrahl etwa so aus:

Ein phasenkonjugierter Spiegel reflektiert den Strahl in sich zuriick:
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Da derselbe optische Weg auf Hin- und Riickweg durchlaufen wird, gleichen sich Storun-
gen der Ubertragungsstrecke wieder aus.

raumliche
Brechungsindex-
Fluktuation

Man erhélt einen ungestorten Strahl zuriick.

e Phasenkonjugation mit Hilfe von y®)

Einen solchen phasenkonjugierten Spiegel kann man mit einem nichtlinearen y®)
Prozess erzeugen, der sogenannten entarteten Vierwellenmischung.

E4 (Konjugierte) /
-
E

(Pumpstrahl)
E3 (Signal) 2

Stehwelle
E 1 (Pumpstrahl) (E3+Ey)

Alle Wellen haben dieselbe Frequenz. Die Signalwelle Ej3 interferiert mit der Pump-
welle F,. Das auftretende Interferenzmuster prigt dem Kristall ein entsprechendes
Brechungsindesxmuster ein. An diesem Muster wird der Pumpstrahl F; gebeugt. Der
Bragg-Reflex von FE; bildet den auslaufenden Strahl Fy. Das ganze funktioniert wie
ein Hologramm, wo bei Es die Referenzwelle ist und der nichtlineare Brechungsindex
wie die Photoplatte wirkt. Ausgelesen wird mit Hilfe des ” Beleuchtungslichts” Fj.

e relevanter Prozess

Formal sieht man das ganze folgendermaflen. Die elektrische Polarisation bei der Fre-
quenz w kann durch viele verschiedene Kombinationen zustande kommen.
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E1 E2 E4 E4 E3 etc.
E{E*5Ey4 E4E*3E;

Unter diesen verschiedenen Moglichkeiten betrachten wir den speziellen Fall E) Es E3

Ei1| E3| E2

E41E*3Ep

Die Wellen E; (Referenzlicht) und Ej5 (Signal) bilden ein Stehwellenmuster, das die
Polarisierbarkeit im Kristall moduliert. Durch die Pumpwelle F; entsteht dann durch
diese Polarisierbarkeitsverteilung eine Polarisationswelle:

PNt = 6x®E\E,E;

= DA Ay Ay - eiFitR k)T il
Die Wellen F; und Es sollen entgegengesetzte Wellenvektoren haben, d. h. El = —Eg
PNE = 6@ Ay Ay - Ay e T oot — 6y A Ay -
Diese Polarisationswelle erzeugt eine elektrische Welle E, ~ PNL, die damit zu Ej

konjugiert ist:
Ey~ PNt~ B}

Der Reflexionskoeffizient r hiéngt von x® und dem Produkt A; - A, ab. Die Leis-
tungsreflektivitiit ist damit propotional zum Produkt (X(3))2 - PP

4.4 Selbstfokussierung von Licht

e Kerrlinse

Der intensitétsabhiingige Brechungsindex ist im Zentrum eines Strahls hoher als am
Rand:
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Ax

1(x)

n=ng+n,l optische
Lange

Bei moderaten Lichtintensitdten bildet das Material einfach eine Linse:

Yvy

—

e Solitonen

Ist die Intensitéit gerade richtig gewihlt kann der selbstfokussierende Effekt das Au-
seinanderlaufen des Gaufstrahls gerade kompensieren:

Lichtstrahl

Kristall
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Man erhélt ein ”rédumliches Soliton” (siehe auch Physik Journal, Oktober 2003, Seite
33).
e Selbstfokusierung

Bei hohen Intensitdten explodiert der Effekt und das Licht biindelt sich im Material
immer stérker bis zum Beugungslimit.

———
+_/

Dort kann die Intensitét so grofl werden, dass das Material schmilzt. Einfaches Modell
fiir Selbstfokussierung: Annahme ”kastenfoérmiges” Strahlprofils.

410

Intensitatsprofil

>
X

4 ()

Brechungsindexprofil

>
X

Dadurch entsteht ein Brechungsprofil in dem der Strahl wie in einer Glasfaser durch
totale interne Reflexion gefangen ist.
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e Kritische Leistung

Ein Gaufistrahl wird gerade dann daran gehindert zu divergieren, wenn der Fern-
feldoffnungswinkel des Gauf3strahls dem kritischen Winkel fiir totale interne Reflektion

entspricht.
N ﬂ'

Nn=ng+on y

Der kritische Winkel fiir Totalreflexion ist

n
0, = ° .
o8 Ny + on
Entwickeln fiir kleine én und kleine 6,
1
1—-0>=1- on
2 N
oder
6, — 26m
No

Vergleich mit dem Fernfeld-Offnungswinkel ,; eines Gaufstrahls mit Strahltaille w,

2
tanf; =

an bty L W

A
g ~ ——
No * T+ W,

Der Strahl wird eingefangen, wenn
0, = 04

20m A

Ne T -Wy- My

Der Brechungsindexsprung én hingt von der Intensitét ab

on=mny-1I,
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und mit

P=nw,- 1
von der Leistung
12
on = 5 P
- w2
Einsetzen ergibt:
26m A ?
Ne  \TT- W, - Ny
2 N9 . )\2
ne m-w? ° w2.w?-n?
Mool
P.=—.
2T Ny No

Der Einfangeffekt héingt also nicht von der Intensitéit ab, sondern von der Leistung!

Fiir ein bestimmtes Material gibt es eine maximale Leistung oberhalb der das Material
optisch zerstort wird!

4.5 Optische Bistabilitat

e absoptive Bistabilitét

In einen optischen Resonator wird ein nichtlineares Medium eingesetzt:

Kristall

An  [7A N
] AR

r D)

Das Medium soll eine intensitéitsabhéingige Leistungs-Absorption haben

1, ist eine fiir das Material typische Sattigungsintensitiit. Die selbstkonsistente Losung

lautet:
Ao =Ac/1— L) -1y -19-€¥ + /1 =713 Ay
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In Resonanz, also ¢ = 0,erhilt man

Einsetzen der Funktion L (I) ergibt

Ac— \/1—’)"%'142'”

= = .
1-— 1—1+‘71 “T1 T2
Isat

Wir interessieren uns fiir die Intensitét hinter dem Resonator:
Tout = (1 — 7“2) -1,

wobei sich I. durch quadrieren der Amplitudengleichung ergibt:

1—r?

5 -
/ Lo
(1— 1— 1+IC/IST1'T2>

Wir machen einige vereinfachende Annahmen: r; = ro woraus folgt, dass R = R und
T, =T, =T. Damit schreibt sich

2
1 L,
Iy, =1 -—- 1—31/1—— ,
T ( 1+IC/IS)

was sich weiter vereinfachen lif3t, wenn man die Verluste als klein annimmt, L < 1,
und die Wurzel entwickelt (v1—z =1 — f2):

2
I, = Ic-1<1—R(1 1L))

Ic:Iin :

T 21+ /1,
RL, 1 2
I, = L-T|1 :
< tor 1+IC/IS)
Mit
Iout:T'Ic

erhilt man schlie3lich

2
RL 1
L, =11 2. )
( tor 1+%—f§:t>

Auflssen nach I, fithrt zu einer kubischen Gleichung, die unangenehm ist. Statt
dessen tragen wir I, gegen I, auf, allerdings mit x- und y-Achse vertauscht:
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A Iout

L0=0 L0>0

e Stabilitatsdiskussion

Die Struktur der Kurven sieht so aus:

Es gibt fiir Werte von I;,, zwischen I, und I,, drei mogliche Werte von I,,;. Welcher Wert
eingenommen wird entscheidet eine Stabilitéitsanalyse. Die Gleichungen gelten nur fiir
den Gleichgewichtsfall. Um die Dynamik zu studieren, benstigt man die dynamischen
Differentialgleichungen, die man um die Gleichgewichtslosungen linearisiert und dann
abliest, welche Losungen bei kleinen Abweichungen in sich zuriick fithren und welche
nicht. Man stellt fest, dass alle Punkte auf dem mittleren Ast instabil sind. Es gibt
also zwei stabile Losungséste.

e Optischer Schalter

Man stellt I, auf I, ein. Ein kurzer Puls mit [;, > I, erzwingt die obere Loésung, der
Resonator transmittiert Licht auch nach dem Puls. Ein kurzes Absenken von I;,, unter
den Wert von I, erzwingt die untere Losung. Der Resonator bleibt dunkel auch wenn
die Intensitdt I, wieder hergestellt ist.
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e Dispersive Bistabilitét

Das Medium soll jetzt nicht absorbieren, sondern einen intensitédtsabhéngigen Brechungsin-
dex haben.
n=n,+ny I

Die pro Umlauf angesammelte Phase lautet jetzt
o = Gotn-kl
= Qotno-k-l+ na-k-1-1

o intensitéitsabh. Teil

Betrachten wir noch mal den Resonator fiir Ry = Ry = R aber beliebige Verstimmung

¥
T A
Nach quadrieren erhilt man die Intensitét
1 B T ILin
(1—R-e®)(1—R-e %) 1+ R2—2Rcosp

A, =

Mit obigem Ausdruck fiir ¢ folgt:
1. 1

I; a 1+R2—2Rcos(g00+n2%-l-fc)’

was sich wieder nicht nach I. auflosen liasst. Betrachten wir aber die linke und die
rechte Seite jeweils als getrennte Funktionen

und

Ic = )
f(L) 1+R2—2Rcos(g00—|—nf-l-lc)

so sind die Losungen Punkte, an denen sich die beiden Funktionen schneiden.
f,g
25
20

15
10

5

0

70



Je nach Stérke von [, gibt es eine oder mehrere Losungen. Die Struktur der mittleren
Losung entspricht der der absorptiven Bistabilitdt mit der entsprechenden Interpreta-
tion als optischer Schalter.

4.6 Zweistrahlkopplung

e Szenario
M
g ® | nichtlineares o >
Medium
/
—
Z

Zwei Strahlen werden in das Medium eingekoppelt. Die Strahlen haben verschiedene
Frequenzen und kénnen Energie austauschen. Ahnlich wie bei der Phasenkonjugation
erzeugt man mit 3 Feldern eine Polarisationswelle, die dann mit der 4. Welle Energie
austauscht. 2 Felder stammen hier jedoch jeweils aus derselben Welle.

®1 w2 02

E41E*Ep

Wie bei der Phasenkonjugation bildet sich zunéichst ein Brechungsindexmuster, das
dem Interferenzmuster der beiden Strahlen entspricht. An diesem Phasengitter beugt
dann ein Strahl in den anderen und umgekehrt. Um netto einen Energieiibertrag
zu erhalten, benotigt man fiir den nichtlinearen Brechungsindex ein bestimmtes Zer-
fallsverhalten. Um die Situation zu verstehen untersuchen wir zunichst das entste-
hende Brechungsindexmuster und iiberlegen dann wie an diesem Muster Energie iiber-
tragen wird.

e Interferenzmuster.

Das Feld lautet . .
E(7,t) = Ayeftir—et) o goeitkar—wat) 4 ¢
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wobei
ki =n,-w;/c

Zur Bestimmung des nichtlinearen Brechungsindex benttigen wir die zeitlich iiber eine
Lichtschwingung gemittelte Intensitét:

NoC
I=-"2F*rt
B2 (r, 1)
Einsetzen des Feldes ergibt
_ noC * * * i(El—Eg)F—i(wl—wg)t
NoC * (g r—
= o (‘A1’2+|A2‘2+(A1 'AQ'E(q ét)—f—C.C.)) s
wobei
qg : = El - /22
6 : = W1 — Wa.

Die schnellen Zeitabhéingigkeiten mit w;,ws und w; + wy mitteln sich heraus. Nur die
sehr viel langsamere Frequenz § wird nicht gemittelt. Wir machen also die Annahme,
dass 6 < w1, ws. Das Interferenzmuster I(7,t) entspricht einer laufenden Stehwelle mit
einer Geschwindigkeit

o} 1o}
v=—-q¢  bzw. |U] = —.
q lq]
AV
ko, ®2 R R
kq, ®1 S —

laufende Stehwelle

o Zerfall

Das Intensitéitsmuster erzeugt ein Brechungsindexmuster. Wir nehmen an, dass es
nicht instantan entsteht und zerfillt, sondern dass es verzogert reagiert. Ansatz:

~—~—

NNL = —YNNL —i—a-](t

Im Gleichgewicht gilt
0=—ynynr +a-1(t)
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oder

a
nnyr = — - 1(t).
L= (t)

Durch Vergleich mit der Definition von nyy,

erhélt man

nNL:n2~I

a="mny- 7.

Unter Verwendung der Zerfallszeit 7 = %lautet die Gleichung also

e Formale Losung

1 N9

hNL:——-nNL—F—'I(t)
T T

Die DGL lésst such formal 16sen mit

t
U2

T

nNL@):——:/I@ﬁéﬂ%Vﬁﬁﬁ

—0o0

Um das zu sehen, miissen wir die Funktion ny(t) ableiten. Wir miissen die Ableitung
einer Funktion der Form

T

fla) = [ ooy

—0o0

bilden. Wir benutzen die formale Definition der Ableitung und bilden zunéchst den

Differenzenquotienten:
flz+ Az) — f(2)
Ax

lim
Axz=0

(

1 z+Ax T
A </ g(z + Az, 2')dx' —/ g(x,x')dm')
ﬁ (/ g(z + Az, 2')dx’ —/ g(x,x')dx’)
1 _::iAz -
N g(z + Az, 2")dx'
x x
o1
| R (ot + Aoy’ — gla)

+Ai:1; (G(z+ Az, x + Azx) — G(z + Az, x))

Jetzt kommt die Grenzwertbildung:

ﬂx+A@—f@U

Az

df (x)
dx

:/ ig(m,x')dm'ﬁL’iG(ﬂc,x')

oo dx dz’

r'=x

Y od
:/ —g(z,2")dz' + g(x, x).

oo dx
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Mit dieser Formel kénnen wir die Ableitung der formalen Losung fiir ny(¢) bilden
und erhalten

t
-1 /
Ann(t) = % TI(t')e<t—t>/Tdt'+%J(t)

—00

1 Mo
= —— t —I(t).
T”NL()+ - ()

Ausdruck fiir das Brechungsindexgitter

Setzen wir fiir I(t) das laufende Interferenzmuster ein, so haben die zeitabhéingigen
Anteile die Form:

t t

/e—i5t/e(t/—t)/Tdt/ _ e—t/T/e(—i6+1/T)t’

—00 —00

efzét

—i6+ 1

Entsprechend der komplex konjugierte Term. Insgesamt erhélt man also als Ergebnis:

no cMNo + C A . A* . ei((j?'_"'ftst)
nyr(t) = 277: (|A1|2 + | Ao + ( - ] 2_ o + c.c.))

Wellengleichung mit Brechungsindexgitter

Wir beschreiben die Beugung durch Losung der Wellengleichung mit Brechungsin-
dexgitter. Wir beginnen mit der Wellengleichung

2 92
9o n® o0 .
V E(T,t) — gﬁE(T’,t) = 0,

verwenden den Brechungsindex
n =mn,+nNnr,

und bilden das Quadrat

2 2
n® = n,+2n,-nyr+nyg

~ ng -+ 2nOnNL.

Hier haben wir den letzten Term vernachliissigt, da ny; < n,. Wir setzen n? in die
Wellengleichung ein unter Verwendung des obigen Ausdrucks von nyr(t) und suchen
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EQF—l—wgt

eine Losung der Form e ), fragen also nach der Wirkung auf die Welle mit der

Frequenz wy.Wir erhalten:

d2A2 . dA2 2 nowg
d22 + QZkQE — k‘2A2 + 2 A2
n2nyw?3 n2nqw? |A1|? A,
_ __ o A 2 A 2 A _ "o 1
c (| i+ 2|) 2 mc 14401

Die Niherung der sich langsam #ndernden Amplitude fiihrt zu einer Amplitudengle-
ichung fiir A, :

dA 0 o 1 o 0 -
2 :Z(% (|A1|2—|— |A2|2) + n n2w2|A1|21+62T2+>A2+(n ”2w2|A1|2 T >A2

dz o o o 1+ 6272

Vv Vv
dispersiver Anteil absorptiver Anteil

N

e Intensititsgleichung

Um daraus eine Differentialgleichung fiir die Intensitéit abzuleiten, bilden wir die Ableitung
des Intensitétsausdrucks:

[=2C4. 4
2m
dl  nec dA* dA .,
& o (A' i +£‘A)

und setzen die Feldableitung geméf3 der Feld-Dgl. ein:

@_Qan o1
dz ¢ 1+(6-7)2

I - I

wobei wir nihern: w; ~ wy ~ w. (Abweichungen stecken in der Verstimmung). Wir
erhalten also eine optische Verstéirkung fiir I,

dly
2 _ 4.1
a2 g-l2
mit dem Verstirkungskoeffizient
 2now 6.1 7
9= c 14622 "

e Verstiarkung
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g(d 1)

Verstéarkung erhilt man also fiir 6 - 7 > 0, d. h. wenn ws > w;. Bei dpax = %erhéﬂt man

die maximale Verstirkung
Nnow
Gmax = — ° I 1
c

4.7 Pulse

e Phasenselbstmodulation

Wie sieht eine ebene Welle hinter einem optischen Element aus, das seinen Brechungsin-
dex mit der Zeit éndert?

n(t)

Oin Oout

Die Phase, die in das Medium hineingeht ist 6;, = w;, - t. Die Phase, die herauskommt
Oout = Wour - t. Im Material steckt die Phase

Win

- L.

Om =k -L=n(t)- .

Die Phase, die pro Zeit herauskommt, ist die Phase, die pro Zeit hineingeht minus der
Phase, die sich im Material ansammelt.

gpout = Som - (pm

Da die Frequenz die Zeitableitung der Phasen ist, w = ¢, gilt

L i(t) = win (1—£-n(t))

C

Win

Wout = Win —
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Die Frequenz verringert sich also solange der Brechungsindex wichst und steigt, wenn
der Brechungsindex fillt.

Lichtpuls im Kerrmedium

Wie lduft ein Lichtpuls durch ein Medium mit intensitétsabhéingigem Brechungsindex?

A

10

'~ Einhdllende

Der Puls soll viele Schwingungen lang sein. Wihrend der Anstiegsflanke steigt der
Brechungsindex und die Frequenz sinkt. Wihrend der Abstiegsflanke steigt die Fre-
quenz wieder. Der Puls erzeugt also neue Frequenzen. Die maximale Frequenzver-
schiebung ist durch die Rate ™) in den Flanken gegeben. Dort éndert sich der

m
Brechungsindex etwa mit

nmax
~

nmax -

TO
Eingesetzt in die Gleichung vorne erhilt man
- (max) Win, * L Nmax Win L ny - [o

OWmax = P = =
C To C To

Fourierbegrenzte Pulse

Bei Fourier-begrenzten Pulsen ist die Pulsléinge 7, wegen der Unschiirferelation durch

das Spektrum begrenzt
1

T AW
Man erzeug also nur dann Frequenzen auflerhalb des bereits vorhandenen Spekrums
wenn

To

1
OWmax > Aw ~ —
TO

einsetzen von Odwnmay liefert

w- L 7’L2'Io 1
. >

C To To
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oder w
—ng- I, L>1
<
knr
Die auf der Kristalliinge L nichtlinear eingesammelte zusitzliche Phase muss also grofler
als 1 sein.

Femtosekundenpulse

Mit sehr kurzen Pulsen mit Léngen im Femtosekundenbereich kann das Spektrum des

Pulses mehr als verdoppelt werden und man erhiilt kohérentes Licht iiber mehr als eine
Oktave:

A Intensitat

|
® 20 Frequenz

Mit einem solchen Phasenmodulator und einem modengekoppelter Femtoskunden-
laser kann man optische Frequenzen sehr genau messen. Auf Frequenzen im Ra-
diofrequenzbereich der Césium Hyperfeinaufspaltung (etwa 9 GHz) basieren derzeit
die besten Uhren. Die Cisium-Uhr definiert ja gerade die Sekunde. Es war bisher
hochst aufwendig optische Frequenzen mit vergleichbarer Genauigkeit zu messen. Das
Problem wurde vor kurzem von T.W. Hénsch und Mitarbeitern am MPQ in Miinchen
folgendermaflen gelost.

Aktive Modenkopplung

Ein modengekoppelter Laser erzeugt einen gleichméfligen Frequenzkamm, was man
durch einen optischen Schalter erreicht, der in den Resonator eingesetzt wird und der
den Resonator periodisch blockiert. Es bilden sich dann im Resonator umlaufende
Pulse, die dann iiberleben, wenn die Periode des Schalters gerade der Umlaufzeit
entspricht. Die Fourieranalyse der im Puls vorhandenen Frequenzen ergibt einen Fre-
quenzkamm mit einem Abstand Avr zwischen den Komponenten, der gerade der Fre-
quenz des Schalters entspricht. Diese Frequenz liegt im Radiofrequenzbereich und
kann direkt mit der Césiumuhr so genau eingestellt werden, wie die Sekunde durch die
Céasiumuhr realisiert werden kann.

Passive Modenkopplung

Der Titan Saphir Kristall in sehr breitbandig emittierenden Titan-Saphir-Lasern hat
einen nichtlienaren Brechungsindex. Man kann den Laserresonator so bauen, dass er
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nur stabil ist, wenn der Kristall eine Kerrlinse ausbildet, also nur fiir hohe Intensititen.
Diese werden nur erreicht, wenn sich die vielen longitudinalen Moden auf denen der
Laser gleichzeitig emittiert sich zu Pulsen iiberlagern. Im Puls ist die Intensitét viele
Groflenordnungen hoher als im kontinuierlichen Betrieb. Es entsteht eine Kerrlinse,
die den Resonator stabilisiert so dass der Strahl korrekt in sich zuriickgespiegelt wird.
Da der Kerreffekt sehr schnell ist, kann man Pulse von wenigen Femtosekunden Dauer
erreichen mit Intensitdten, die 10000 mal hoher sind als im kontinuierlichen Betrieb.

Frequenzkamm

Hinter dem Auskoppelspiegel entsteht ein Pulszug, dessen Spektrum aus exakt dquidis-
tanten Frequenzkomponenten besteht. IThr Abstand ist gerade der freie Spektralbere-
ich des Resonators. Durch elektronische Kontrolle der Resonatorléinge kann man die
Wiedeholrate auf die Casiumuhr stabilisieren und man erhélt so ein perfektes ”Meter-
maf}” in Frequenzraum

Intensitat
E— .
0 i
> Frequenz

Die optischen Frequenzen, sind also gegeben durch
v; = nAv + vy,

wobei n eine natiirliche Zahl ist, die man durch herkémmliche ungenauere Messmeth-
oden leicht bestimmen kann.

Kalibrierung des Nullpunkts

Setzt man den Frequenzkamm in Gedanken zu kleinen Frequenzen hin fort, so en-
det er nicht bei Null, d.h. vy, # 0. Dies liegt hauptsichlich an der nicht sehr gut
bekannten Phase bei der Reflektion an den Spiegeln. Um v zu messen verdoppelt
man eine Komponente am roten (niederfrequenten) Rand des Spektrums und vergle-
icht sie mit einerFrequenzkomponente des Kamms am blauen (hochfrequenten) Rand
des Spektrums, die moglichst in der Nihe liegt. Dazu mufl das Spektrum iiber eine
Oktave reichen. Die Differenzfrequenz év zwischen der Harmonischen und der blauen
Komponente liegt im Bereich einiger zehn MHz, was man sehr genau messen kann.
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optische Frequenzen
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Frequenz-
verdoppler

Bestimmt man auf diese Weise év so hat man einen Zusammenhang zwischen den
beiden betrachteten Frequenzkomponenten des Kamms

U] = vy + OV
Auflerdem gilt aber auch:
vi=n-Av+u,

und
vo=m-Av+v,

mit n,m € /N. Eingestzt in die erste Gleichung ergibt
2n-Av+2uv,=m-Av+ v, + ov

oder
Vo = (m —2n)Av + év.

Da m und n natiirliche Zahlen sind und Av sowie év im Radiofrequenzbereich liegen
und sehr genau bestimmt werden konnen kennt man jetzt auch v, sehr genau. Damit
ist auch v; genau bekannt:

vy =n-Av+ (m—2n)Av + v

vy =(m—n)-Av+év

Eine optische Frequenz ist dadurch genau so gut messbar wie eine Radiofrequenz! Die
relative Genauigkeit ist dieselbe. Dieser Frequenzkamm wurde in Miinchen mit einem
vergleichweise kompakten Titan Saphir Laser realisiert und als kommerzielles Produkt
entwickelt. Die relative Genauigkeit ist besser als 10710,
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e Dispersiven Medien

Um die Ausbreitung von Pulsen im dispersiven Medium etwas genauer zu verstehen
betrachten wir zunéchst einen einfachen Puls. Er besteht aus einer Einhiillenden und
einer Sinusfunktion:

A

10

'_~ Einhdllende

E(x,t) = A(z — vgt) - sin(k(z — vpt))

Das Maximum der Einhiillenden bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit v,, der
Sinus mit der Phasengeschwindigkeit v,. Allgemein ist die Frequenz einer ebenen Welle
eine Funktion der Wellenzahl, w = w(k). Wir interessieren uns fiir diese Dispersions-
funktion nur in einem bestimmten Bereich um eine Frequenz wy = w(kg) und benutzen
deshalb die Taylor-Entwicklung:

T
dk?

w = w(k) = wlky) + [d—w} bt 5|

2
P LO (k — ko)™ + ...

Man kann zeigen, dafl die einzelnen Terme mit der Gruppengeschwindigkeit v, und der
Phasengeschwindigekeit v, verkniipft sind:

dw

Ug = %
und (ko)
w{ko

vp = ko

In dispersionsfreien Medien ist der Brechungsindex unabhéngig von der Frequenz und
es gilt



und damit c
Vg = VUp = ﬁ

Die Einhiillende und die Sinusfunktion bewegen sich gleich schnell und der Puls behélt

seine Form. In dispersiven Medien weichen beide Geschwindigkeiten voneinander ab

und der Sinus lduft unter der Einhiillenden durch.

Dispersionsrelation

Ublich ist es auch die Dispersionrelation in der Form k(w) zu schreiben:
1
k(w) :k0+a‘(w—w0)+§ﬁ'(w—w0)2.

Der Entwicklungskoeffizient
dk

dw

erhélt man, wenn man die Frequenz nur bis zum linearen Term entwickelt

o =

w=wo

w >~ w(ko) + v, (k — ko)

nach k auflost 1

kE~—(w—wko))+ ko-
Ug
und dann ableitet
Cdw vy

Den Entwicklungskoeffizient § kann man auch durch die Gruppengeschwindigkeit aus-
driicken:

d’k
dw?
d| 1

dw vg(w)
' 1 dv,

w=wo

w=wo

2
Ug dw w=wo

chirped pulses

Zerlegt man einen Puls in sein Fourierspektrum so enthilt er verschiedene Frequenzen,
die um die Frequenz wy herum verteilt sind. Die kleinst mogliche Frequenzbreite ist
durch die Unschérferelation mit der Pulsldnge verkniipft. Das Frequenzspektrum kann
aber auch z.B. durch Selbstphasenmodulation verbreitert sein. Die verschiedenen Fre-
quenzen sind dann rédumlich und zeitlich getrennt und man erkennt unmittelbar, dass
man es mit verschiedenen Frequenzen zu tun hat:
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A

10

'_~ Einhdllende

In diesem Beispiel kommen die ldingeren Perioden zwischen zwei Nulldurchgéingen
zuerst und klingen wieder ab bevor die kiirzeren Perioden kommen. Solche Pulse heiflen
”chirped” (”chirp” heisst ”zwitschern”). Man kann sich daher den Puls aus einzelnen
Teilpulsen zusammengesetzt denken wobei die roten Teilpulse zuerst kommen und die
blauen folgen.

A

"blaue" Anteile "roten" Anteile t

Gruppengeschwindigkeitsdispersion

Im Allgemeinen ist auch die Gruppengeschwindigkeit von der Frequenz abhiingig. Man
spricht dann von der Gruppengeschwindigkeitsdispersion. Als Maf} dafiir dient oft die
zweifache Ableitung von k(w).

d? 1 dv
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(k)4

5>0

B<0

Ist B > 0 sind die roten Anteile schneller als die blauen und umgekehrt. In einem
Medium mit Gruppengeschwindigkeitsdispersion zerflieit ein Puls, da sich die roten
und blauen Anteil wiihrend der Ausbreitung trennen. Ein gechirpter Puls kann also
zeitlich komprimiert werden, wenn 3 < 0. Dieselben Uberlegungen gelten auch fiir
fourierbegrenzte Pulse ohne chirping. Dort sind die Frequenzanteile zunichst nicht
getrennt sondern gleichméflig iiber den ganzen Puls verteilt.

Solitonen

Solitonen sind Wellenpulse, deren Form sich bei der Ausbreitung nicht éndert. Ent-
deckt durch John Scott Russel 1834 an Wasserwellen in langstreckten Kanilen. Das
Nichtzerflielen ist ungewohnlich fiir Wasser, fiir Lichtpulse im Vakuum aber normal.
Licht im dispersiven Medium zerflie3t allerdings auch. In Medien mit intensitéitsab-
hiéingigem Brechungsindex kann man das Zerflielen kompensieren und Solitonen erzeu-
gen. Im Fall dass ny > 0 und # < 0 wird durch den nichtlinearen Brechungsindex
die Anstiegsflanke rotverschoben. Die roten Anteile laufen aber bei § < 0 langsamer
als die blauen. Die Anstiegsflanke wird also gebremst und analog die Abstiegsflanke
bescheunigt. Der Puls wird komprimiert. W&hlt man die richtige Intensitéit so heben
sich beide Effekte auf und der Puls breitet sich aus ohne die Form zu &ndern.

Pulsgleichung fiir die Einhiillende

Wir suchen eine Differentialgleichung fiir die Einhiillende eines Pulses in einem Ker-
rmedium. Wir beginnen mit dem Ansatz

E(z,t) = A(z,t) ehoz=wot) L ¢ ¢

und der Wellengleichung 3 3
O*E  18°D
822 2 o
wobei die dielektrische Verschiebung D sowohl die lineare als auch die nichtlineare
Polarisation enthélt. Mit den Fouriertransformierten E (w,t) und D (w,t) definiert

=0
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durch

~ > o .d
E(z,t) = / E(z,w) e_“"tQ—w
o m

~ o cd
D(z,t) = / D (z,w) e_“"t2—w
o m

und dem Zusammenhang
D (z,w) =¢(w) E(z,w)

schreibt sich die Wellengleichung jetzt

O*FE (z,w) w?
—a —e(w) gE(z,w) = 0.
Jetzt suchen wir eine Gleichung fiir die Fouriertransformierte der Einhiillenden

A(z,w):/ A(z,t) e™idt.

o0

Sie héingt mit F (z,w) folgendermafien zusammen:

E(z,w) = / E (z,t) e“tdt
— /OO ( i(koz—wot) +cc. > eiwtdt
_ zkoz/ z(wfwo)tdt 4 e*ikoz /oo A (27 t) ei(woer)tdt
= A(z,w—wp) ’koz—{—A(z wo + w) e~ oz
~ A(z,w — wp) ez,

Da das Frequenzspektrum des Pulses, A (z,wq + w), zumindest bei nicht zu kurzen
Pulsdauern um die Mittenfrequenz wy konzentriert ist, fillt der hintere Term weg,
der die Beitriige des Spektrums in der Niihe der doppelten Mittenfrequenz beschreibt:
A(z,wo +w) ~ 0. Den Ausdruck setzen wir in die DGL fiir £/ (z,w) ein und vernach-

ldssigen den schnell veréinderlichen Term %.
. 0A(z,w —wp)
2ikg P + (K (w) — k3) A (z,w — wo) = 0.

mit der Abkiirzung
=/ (w)z.
c
Da k (w) ~ ko kann man nihern

(K> — k2) = (k + ko) (k — ko) = 2ko (k — ko) .

85



Als méchstes kommt die Dispersionsrelation
k(w) = ko + Ak + - (W—W0)+%5'<W_WO)2
von oben ins Spiel, zu der hier noch der nichtlineare Teil
Ak, = %ngl

hinzukommt. Die Intensitéit im Medium enthilt den linearen Brechungindex bei der

Mittenfrequenz:
. - 2
7 Muin(wo) € ‘ Az, 1)
2m

Alles eingesetzt in die Wellengleichung fiir die Einhiillende liefert

Z_A + iAky A —ia (w—wy) A — %zﬂ (w—we)* A=0.
z

Nun wird die Gleichung zurtick in die Zeit transformiert, also mit e~*“~«0)* multipliziert

und iiber d (w — wy) integriert. Das Ergebnis lautet:
0A - 9A 1
— — Ak A+ a— + =i
i A tagy gl

>*A
— =0.

ot?

Eine weitere Vereinfachung erhilt man durch Ubergang zu Koordinate

z
T =t——.
Vg

fiir die Zeit. Schlussendlich erhilt man

oA
0z

0’A .NoNaWy ‘ ~‘2 ~

1.
+§2ﬂa7'2 —! 2T 4] 4

Solitonenlosung

Die Solitonlosung lautet

mit

und

g

nonngT% )

| Ao = —
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und dem Secans Hyperbolicus

2
sech(x) := prp—
et +e*

Die Pulsléinge ist 7¢. Die Amplitude ist gerade so gewiihlt, dass sich der zweite und der
dritte Term kompensieren.

Beweis

Wir {iberpriifen diesen Zusammenhang, indem wir die Losung in die Differentialgle-
ichung einsetzen. Dazu machen wir uns zunéchst ein paar Zusammenhénge zwischen
den hyperbolischen Funktionen klar. Die sech-Funktion ist definiert als

2
h(x) = ———.
sech(x) prp—
Von Nutzen ist auch die Definition von
et +e” 1
h(z) = = :
cosh(z) 2 sech(x)
und
e’ —e’ "
nh(zr) = ———.
sinh(x) 5
Ahnlich wie bei den trigonometrischen Funktionen gelten folgende Zusammenhiinge:
L coshi(z) = sinh(x)
—cosh(x) = sinh(x
dx
und

d
%sinh(az) = cosh(x).
Anders als bei den trigonometrischen Funktionen ist die Differenz der Quadrate 1:
cosh?(x) — sinh*(z) = 1
Wir benétigen die Ableitung:

d 1
dz cosh(z)
sinh(x)
~ cosh?(z)

—sech(z) =

dx
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und

d? d sinh(x)
@sech(x) ~ dzcosh?(x)
cosh(z) sinh(zx) .
~ cosh?(z) cosh?(z) sinh(z)
1 sinh?(z)

cosh(z) i cosh3(x)

_ 1 (1 2smh2(x)>
~ cosh(x) cosh?(x)

= —sech(z) (1 — 2tanh®(z

) (z))
= —sech(z) (1 -2 (1 — sech®(x >))
= sech(z) (1 — 2sech?(z))

Mit diesem Ergebnis bilden wir die zweite Ableitung von

d? d? ;
— A - — A iKz
= (z,1) 750 sech (ﬂ))

und setzen sie zusammen mit

d d 7\ .
— A - —An- ! Kz
7 (z,1) 7 Ao sech (7_0) e
= Ay-ik- sech <l> e
To

in die Dgl. ein:

; 1 1 ,
Ay it sech (l) e + i — - Ag - " - sech (l) (1 — 2sech? (L)>
7o 2 o To o
2
Ay - sech <l> - Ap - sech (l) e
To To

1
K+ —ﬁ (1 — 2sech? ( )) — [olato
272 To 2m

FEin Losung erhilt man, wenn

.NoMaWo
1
2T

oder

1
l<a+—ﬁ2 =0
271}
15
K = ———
273



und

_ﬁ _ non2w0| |2
s 2m
23
Ao = ———;,
’I”L()’I”LQQ)QTO

was zu zeigen war. Ein Puls mit dieser Amplitude lduft als Soliton durch das Medium.

Da die rechte Seite positiv sein muss benotigt man fiir Solitonen entgegengesetzte
Vorzeichen von ny und 3. Da ns typischerweise positiv ist muss die Gruppengeschwindigkeits-
dispersion ( negativ sein, d.h. die roten Pulse sind langsamer als die blauen.

4.8 Nichtlineare Optik mit Atomen

e Resonante nichtlineaer Effekte

Einige Effekte sind bereits bekannt, z.B. Sittigungsspektroskopie. Sie basiert auf der

Sattigung der Absorption

1+ L

Isat

Der Absorptionskoeffizient entspricht dem Imaginérteil der Suszeptibilitit. Eine En-
twicklung von x in Potenzen des Feldes ist hier aber nicht sinnvoll, denn die Reihe

—a(1- L (L (L 3+
a= Isat Isat ]sat

konvergiert nicht. Es gibt also nichtlineare Phiéinomene, die jenseits des Reihenansatzes
P- Y

liegen. Dies sind hauptséchlich die resonanten Phéinomene wie z.B. Dunkel-Resonanzen,
Polaritonen, Rabi-Ostzillation, optisches Pumpen, Laser...Die Themen der modernen
Quantenoptik sind meist in diesem Sinne nichtlinear.

e Polarisation in atomaren Gasen

Umgekehrt kann man xy(Mund y®-Effekte auch mit atomaren Gasen realisieren. Um
die entsprechenden Ausdriicke fiir y(Mund x®zu bestimmen entwickelt man die Polar-
isation eines atomaren Gases. Fiir die Polarisation eines Gases aus Zweiniveauatomen
mit natiirlichem Zerfall ohne Stofe gilt:

P = Ne(z) - (ppe™* + c.c.)
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wobei das Dichtematrixelement gegeben ist durch

P12 = %Q <6 —
= — >

S+ () +

I [N )

)
o

mit der Verstimmung

0 =wy— w,
der Rabifrequenz
e
Q=) B

und der Zerfallsrate v = 1/7. Die Klammer () bezeichnet den quantenmechanischen
Erwartungswerts. Mit unseren iiblichen Ansétzen fiir die Polarisation und das Feld

P(t) = P(w)e ™" + c.c.

und

erhilt man zunichst

Q= 2% (z) E(w),
und dann
Pl) = Negjo——20=0) ey g
@)+ @B B
= x-Ew)
. Ne@E)?  3(-i)
X=—7% ) .

Entwicklung fiir kleine Felder

Die Suzeptibilitit ist feldabhéngig und kann fiir kleine E entwickelt werden. Die Funk-
tion hat die Form

. a
X = b+ cE?
a ac
~ - — — . F?
b R Pt

~ D 4 3y®) 2

Die lineare Suszeptibilitéit lautet also

XU T Ty



Die quadratische Suszeptibilitit verschwindet, d.h. es ist keine Frequenzverdoppelung
moglich.
X(2) =0

Fiir die kubische Suszeptibilitit erhélt man:

1 acl~? I
3@p2 — g %l g %10
X Z Eh 222 I
2
- - -
8+ (3)

Hier wurde die Rabifrequenz durch die Séttigungsintensitéit ausgedriickt durch die
Zusamenhinge:
0 B I

2/72 B |Esat|2 B Isat

oder schliefilich )
@__xV_ 1 1
X - 3 2 [ .

1 + <276> sat

intensitétsabhéingiger Brechungsindex
Auch ein homogenes atomares Gas zeigt einen intensitéitsabhéingigen Brechungsindex.

n® = 144y

4y 1 1
3 26 2 I sat '
1+ (2)
Da x() im Allgemeinen komplex ist, sind auch nound ng hier beide komplex. Es werden

also sowohl Verluste als auch Brechungsindexeffekte beschrieben. Wir betrachten den
Realteil von x(Y und erhalten durch Vergleich mit

= 1+4mx® -

2 2
n° ~ng+2ng-ng -1

den intensitédtsabhéingigen Brechungsindexkoeffizient
IR SR S
6”0 1+ (2_6)2 Isat
v
1 ni-1 1 1
241 no 14+ (%‘5)2 Toat’

In diesem Fall ist ny negativ, d.h. der Brechungsindex sinkt mit steigender Intensitéit,
d.h. der Brechungsindex séttigt genauso wie der Absorptionskoeffizient.

N9y =
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Chapter 5

Anhang

Anhang A: Formale Beschreibung der nichtlinearen Suszep-
tibilitat
e Lichtfeld

Wir beschreiben das Lichtfeld durch sein elektrisches Feld. Es besteht aus einer Summe
verschiedener Frequenzkomponenten

- -
E(Ft):=> En(F1),

wobel

- - -
— + -

E, = Ef+E;

- R

+ —iwnt

Ef = E,-en

- N

- * twnt

E; = Ef.¢en

-
Damit E,, ein reellwertiger Vektor ist muf gelten:
- =\
E. = (E;) .

Die Ortsabhéingigkeit des Feldes steckt in En

—

By, = A,(7) - e®,

wobei A, ”langsam” ortsabhhéngig ist und komplex. Das Feld lautet damit

—

E(rt) = Zﬁn(ﬁei@"ﬂ“’"” + c.c.
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Da En die Amplitude der Komponente mit der Frequenz w,, ist, schreibt man etwas

suggestiver . . . .
E, = E(w,) bzw. A, = Alwy)

Der Vorfaktor vor e~ war E, und lautet jetzt E (—wn). Der Vorfaktor vor ent
war E* und lautet jetzt F(w,). Damit gilt E(—w,) = E*(w,) und entsprechend
A(—wy,) = A*(wy,). Damit lautet die Summe jetzt:

E(Ft) = ) E(wp)e ™

n

_ Zg(wn)ei(fc’nffwnt)’

n

wobei n iiber alle Frequenzen lduft, positive wie negative. Die elektrische Polarisation-
swelle im Kristall wird auf die gleiche Weise in seine Frequenzkomponenten zerlegt:

e = .
P(7t) = Plwn)e ™.

x?)-Suszeptibilitit
e Suszeptibilitit zweiter Ordnung
ist ein Tensor zweiter Stufe. Die Fourierkoeflizienten der Polarisationswelle lauten

Pw) =3 Xk (W, wn, wim) Bi(wn) - Ex(wn).

jk mm

Die 1, j, k sind Indizes von jeweils 1...3 und indizieren die 3 Komponenten der Vektoren.
Die n,m indizieren die moglichen Frequenzkomponenten, die immer paarweise zur
Polarisation beitragen.

e Frequenzmischung

Da wir die Polarisation P; bei einer bestimmten Frequenz w suchen, miissen Indizes
n,m so sein, dass gilt
Wp + Wm = W.

Um das zu sehen betrachten wir zwei Felder

B, = Ey(uw)e

und . .
E, = Ek(wm)e_“"mt .
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Sie fiihren offenbar zu einer Polarisation der Frequenz w,, + w,, :
- 9 . »
B = X2 Ej(wa)e ™ - Ep(wp)e !

2 —t(wn+wm
= XiB(wn) - Bulwn) - e /erton)

~"

P (wn+wm)
Deshalb schreibt man auch manchmalx(2) (w3; w1, ws) oder X(g) (w3 = w1 + wy).

Summenfrequenz-Mischung

Zwei Felder mit Frequenzen w; und ws erzeugen eine Polarisation bei der Frequenz ws:

Pi(ws) = ZXEJZ-;)C(W& w1, w2) Ej(w1) Ex(w2) +
jk
Y Xk (ws, wa, w1) Bj(ws) By (w1).
jk
Da die Indizierung physikalisch willkiirlich ist und die Felder als C-Zahlen vertauschen,
gilt
Xz(f-,)c(wm + Wh, Wn,y W) = Xz(ii (Wi + Wny Win, Wr)

Dies ist ein Beispiel fiir eine intrinsische Symmetrie von x(®). Vertauscht man in der
zweiten Summe die Indizes 7 und k& und benutzt obige Symmetrie, erhilt man

ZX%(W&w2,w1)Ek(w2)Ej(w1)
kj
= > X (ws, w1, w2) Ei(wa) B (w1)

kj

und damit
2
Pi(ws) =2 xii(ws, w1, ws) Bj(wr) By(ws).
jk
Falls die Lichtpolarisation fiir beide Felder gleich ist (und in x-Richtung), vereinfacht
sich das Ganze zu
Pi(ws) = 2o (ws, w1, w2) B (1) B (w2).

Man beachte den Faktor 2.

Frequenzverdopplung
Was geschieht, wenn w; = wy = %wg? Da in der Summe iiber m, n nur ein Fall auftritt,
bei dem w; = <} ist und wy = %%, erhélt man nur einen Term mit dem Ergebnis:

Pi(ws) = X2 (ws, w1, w1) By (w1) By (w:)

Da die Felder nicht unterscheidbar sind, tritt die Kombination nur einmal auf. Die

Summenfrequenzbildung fithrt im Vergleich zur Frequenzverdopplung zu einer doppelt
so groflen Polarisation.
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Summenfrequenzbildung: Frequenzverdopplung:

In solchen Diagrammen kann man die Terme der nichtlinearen Suszeptibilitéit darstellen.
Eine Differenzfrequenzbildung enthilt dann eine komplexe Feldamplitude:

A E*z{@z

®; ——— -

Eq o

Diese Diagramme sind nicht mit den Photonendiagrammen des Einstein-Ratenmodells
zu verwechseln.

o x®-Suszeptibilitiit

Das Schema kann auch auf x©® erweitert werden:

Py(wo + Wi+ W) = D3 X (Wo + W + Win, Wo, Wy win) + B (wo) + Bi(wn) + Er(wim).

jkl mno

Die Suszeptibilitit 3.0rdnung beschreibt Effekte, die mit einem intensitéitsabhingigen
Brechungsindex verbunden sind. Sein absorptiver Anteil ist fiir 2 Photonen-Uberginge
verantwortlich.

Anhang B: Vereinfachte Notation im Fall von Kleinman
Symmetrie

e Vernachlissigbar Absorption

95



Wenn alle Frequenzen weit unterhalb der Resonanzfrequenz wy liegen, dann ist y®
unabhéngig von der Lichtfrequenz w,. Damit bleibt y unveréndert wenn man die beiden
letzten Indizes vertauscht,
@ _ 2
Xijk = Xikj»

denn im Ausdruck fiir

Pi(wn + wm) = ZZX?jkEJ’(wn)Ek(wm)

jk mn

spielt es keine Rolle, ob man den Index k£ dem Feld der Frequenz w,, zuordnet oder
dem Feld der Frequenz w,,. Zum Beispiel wird die Situation

Feld mit w,, zeigt in 1-Richtung
Feld mit w,, zeigt in 2-Richtung
Polarisation zeigt in 3-Richtung

durch das Element x5, beschrieben, im Vergleich zu der Situation

Feld mit w,, zeigt in 1-Richtung
Feld mit w,, zeigt in 2-Richtung
Polarisation zeigt in 3-Richtung,

die durch das Element Y9, beschrieben wird. Die Felder in 1- und 2-Richtung unter-
scheiden sich nur durch die Frequenz, die aber, wegen der groflien Verstimmung keinen
Einflufl auf den Wert von y hat. Die Polarisation ist in beiden Féllen gleich und damit
X312 = X391- Diese Symmetrie heifit Kleinman-Symmetrie. Sie gilt fiir absorptionsfreie
Medien, d.h. weit weg von jeder Resonanz.

Die d-Matrix
In der Praxis verwendet man eine vereinfachte Notation. Zunichst definiert man
1
diji, = §Xijk'

Desweitern fasst man die Indexpaare jk zu einem neuen Index [ geméf3 folgender Tabelle
zusammen:

jk 11 22 33 23,32 31,13 12,21
I 1 2 3 4 5 6

Dadurch erhilt man die 3 x 6 Matrix:

d~ — dll....dlﬁ
il dsq....dsg

96



Im Fall der Summenfrequenzmischung schreibt sich die Polarisation als

Px<w3) dy1dr2d13d14d15d46 E.(w)E.(w,
P,(w =4 | doidasdaszdasdssd z z
Pygw?’% d21d22d23d24d25d26 Ey(wl)Ez(WQ) +EZ(CU1)Ey<CU2)
z\W3 31032U33U34U35U36 Ex(wl)Ez(wg)+Ez(w1)Ew(wz)
Ex(wl)Ey<w2) + Ew(w2)Ey(w1>

Ey(w)
E2
Px(2w) dll...dlﬁ E%EZ%
Py(2w) =2 d21...d26 2Ey(uZ))Ez(w)
PZ(2(.L)) d31...d36 2Ex (w)EZ (w>
2B, (w)Ey(w)
Symmetriegruppen

Symmetrieiiberlegungen im Formalismus der Gruppentheorie erlauben es, aus der Kristall-
symmetrie die nicht verschwindenden d;; zu berechnen. z. B. 3m-Symmetrie

Die verbundene Linien haben gleiche Werte, wobei offene und gefiillte Kreise umgekehrte
Vorzeichen haben. In unserm Beispiel lauten die Werte fiir Lithiumniobat (LiNbO3),
als ein typischer Vertreter dieser Symmetrie:

dys = T.desu,
d31 = ldesu,
dss = 98esu.

Der effektive nichtlineare Koeffizient d. s

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich durch die Festlegung der Ausbreitungsrichtung
und der Polarisationen der Lichtfelder. Ist die Geometrie der Wellen einmal festgelegt,
benétigt man nur noch den Zusammenhang fiir die Betriige der Amplituden. Fiir die
Summenmischung lautet dieser Zusammenhang

Pws) = 4desy - E(wr) - E(ws)
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und fiir die Frequenzverdopplung
P(2w) = 2d.s; - B*(w).

Optimale Frequenzverdopplung erhélt man zum Beispiel in LiNbO unter Verwendung
von ds3. Man strahlt das Fundamentalfeld so ein, dass es in z-Richtung polarisiert ist

by = 0
E,

Die erzeugte nichtlineare Polarisation P steht dann in z-Richtung und es gilt d.sy =
2d33. Strahlt man z.B. das Feld mit eine Polarisation ein, die unter 45° beziiglich der
z-Achse gedreht ist, so hat es zwei gleich grofle Komponenten in z und in z-Richtung.
Es entsteht eine Polarisationskomponente in z-Richtung aufgrund von dy5 = ds;. Die
Grofle dieser Komponente ist

E F
P, =2dy5 —= —= = d3 E®
15 NS 31
und damit gilt fiir dies Polarisationsrichtung
defs = dsi.
Fir die z-Komponente gilt
E
P, =2ds3-—= = \/2d33 - E

V2

und damit
defy = \/§d33-

Es konnen beispielsweise auch zwei Felder verschiedener Frequenz unter x und z-
Richtung eingestrahlt werden. Fiir die Polarisationskomonente in x-Richtung erhélt
man dann

Pm =4. d15Ex(w1) . Ez<u)2).

Der effektive nichtlineare Koeffizient ist dann
deff =4. d15 =4- d31.

Fiir beliebige Polarisationen der einfallenden Wellen héngt d. ;¢ von den Einfallswinkeln
der Strahlen ab. Fiir die Winkelphasenanpassung ist das eine wichtige Einschrinkung.
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