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Kapitel 0

Einleitung

Die Vorstellungen der Klassischen Physik insbesondere der Klassischen Mechanik wur-
den zu Beginn des 20. Jahrhunderts durch zwei “Revolutionen”, nédmlich durch die
Relativitéitstheorie und die Quantenmechanik, in einschneidender Weise verédndert be-
ziehungsweise ergdnzt. So musste man feststellen, dass die von Newton und anderen
entwickelte Theorie zur Bewegung massiver Kérper im Raum und in der Zeit nur fiir
Systeme giiltig ist, bei denen Relativgeschwindigkeiten v auftreten, die klein sind ge-
geniiber der Lichtgeschwindigkeit ¢ = 299792458 m/sec. Die Erweiterung der Mechanik
auf Systeme mit grossen Geschwindigkeiten gelang erst durch die Einsteinsche Relati-
vitéitstheorie. Die Aussagen der Speziellen Relativitéitstheorie erscheinen uns, die wir
unsere téglichen Erfahrungen eigentlich nur im Umgang mit Systemen im nichtrelati-
vistischen Grenzfall machen, haufig als schwer verstédndliche Paradoxien. So fiithrt die
Relativitédtstheorie zu einem neuen Verstdndnis der Koordinate Zeit. Dennoch kénnen
auch in der Relativitdtstheorie Begriffe wie Ort und Geschwindigkeit von Massenpunk-
ten iibernommen werden. Lediglich die Form wie diese GroBen bei einem Ubergang
von einem Koordinatensystem zu einem anderen zu transformieren sind, musste in der
Speziellen Relkativitidtstheorie gedindert werden, um sie mit der empirischen Tatsache
der Invarianz der Lichtgeschwindigkeit in Einklang zu bringen.

So kann man auch wohl behaupten, dass die Verdnderungen in unserem Versténdnis der
Physik und der Naturwissenschaften ganz allgemein, die durch die Quantenmechanik
hervorgerufen wurden, sehr viel gravierender waren als im Fall der Relativitétstheo-
rie. Den vielleicht besten Beleg fiir diese Behauptung liefert Einstein selbst, der zur
Quantenmechanik gesagt hat:

Alle meine Versuche, die theoretischen Grundlagen der Physik dieser neuen
Art von Wissen anzupassen, haben vollig versagt. Es war als ob mir der
Boden unter den Fiilen weggezogen wiirde, mit keinem Fundament irgend-
wo in Sicht, auf dem man hétte bauen konnen. (zitiert aus R.A. Schilpp:
Albert Einstein. Philosopher - Scientist; Evanston Illinois 1945)
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2 KAPITEL 0. EINLEITUNG

Wie sehr die “Revolution der Quantenmechanik” die Physiker erschiittert hat wird auch
belegt durch ein Zitat aus Niels Bohr: “Atomtheorie und Naturbeschreibung” (Springer
Verlag Berlin 1931)

Die grofle Erweiterung unserer Erfahrung in jiingster Zeit hat die Unzuléng-
lichkeit unserer einfachen mechanischen Begriffe ans Licht gebracht und als
Folge davon die Fundamente erschiittert, auf denen die iibliche Interpreta-
tion der Beobachtungen basierte.

Welche Eigenheiten der Quantenmechanik sind es, die das Weltbild der Naturwissen-
schaften so revolutioniert haben? Wir wollen in dieser Einleitung einige mehr oder
weniger wichtige Unterschiede zwischen der “Klassischen Physik” und der Quantenme-
chanik in Erinnerung rufen:

e Die Bewegungsgleichungen der Klassischen Mechanik: Kennt man bei ei-
nem klassischen System den Zustand zu einem gewissen Zeitpunkt und weiss man
ausserdem, welche Krifte auf und zwischen den Komponenten dieses Systems
wirken, so kann man den Zustand dieses Systems auch fiir alle spiteren Zeiten
vorhersagen. Zur Verdeutlichung dieser Aussage wollen uns an dieser Stelle die
Hamilton’sche Formulierung der Mechanik in Erinnerung rufen. Wir kennen das
System vollstéindig zu einem gewissen Zeitpunkt, sagen wir zur Zeit ¢ = 0, wenn
wir zu diesem Zeitpunkt die Werte fiir die generalisierten Koordinaten ¢;(t = 0)
und die der zugehorigen Impulse p;(t = 0) kennen. Wenn man ausserdem alle
externen und internen Krifte kennt, kann man die Hamiltonfunktion H (p;, g, t)
bestimmen. Daraus ergibt sich dann die zeitliche Entwicklung des Systems {iber
die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

dt g dt — Op;i

Besitzt das System n generalisierte Koordinaten, so sind die Hamiltonschen Be-
wegungsgleichungen ein System von 2n gekoppelten Differenzialgleichungen erster
Ordnung in der Zeit fir die 2n Funktionen p;(t) und ¢;(¢). Sind die Anfangsbe-
dingungen, also der Wert dieser Funktionen zur Zeit ¢ = 0 vorgegeben, so sind
auch diese Funktionswerte fiir alle Zeiten im Prinzip eindeutig bestimmbar. In
vielen komplexen Systemen ist die Losung dieser Differenzialgleichungen nicht
einfach oder das Ergebnis ist sehr sensitiv auf die genaue Kenntnis der Anfangs-
bedingung. Wir haben es aber in der “Klassischen Mechanik immer mit einem
deterministischem System, mit einer eindeutigen Lésung zu tun.

In der Quantenmechanik ist es prinzipiell nicht moglich alle Anfangsbedingun-
gen mit beliebiger Genauigkeit zu bestimmen. Wir wissen aus der Einfiithrung
in die Quantenmechanik, dass es zwischen Koordinate ¢; und zugehorigem Im-
puls p; eine Unschérferelation gibt, wonach die Préazision bei der Bestimmung des



einen Partners stets zu Lasten der Prézision des anderen geht. Diese nicht sehr
préazise Festlegung des Zustandes des Systems im Phasenraum gilt nicht nur fiir
den Anfangszustand. Die Quantenmechanik liefert insgesamt nur Aussagen iiber
die zeitliche Entwicklung von Wahrscheinlichkeitsamplituden. Die Ergebnisse fiir
diese berechneten Wahrscheinlichkeitsverteilungen sollten dann natiirlich mit den
Ergebnissen von entsprechenden Versuchsreihen iibereinstimmen. Fiir jedes ein-
zelne Experiment in dieser Reihe liefert die Qquantenmechanik aber keine prizise
Vorhersage.

Eine quantenmechanische Behandlung wird also immer dann zwingend erforder-
lich sein, wenn wir zueinander konjugierte Grofien, also etwa Ort und Impuls, mit
einer Prézision betrachten wollen, die von der Groflenordnung des Planckschen
Wirkunsquantums

ApAqg ~

Do | S

ist.

Betrachten wir das Beispiel eines Menschen mit einer Masse von M von 100 kg,
der sich mit einer Geschwindigkeit von 100 km/h bewegt. Daraus ergibt sich ein
Impuls von

3600 sec 3 m

Nehmen wir an, dass die Impulsunschérfe Ap von der Groflenordnung dieses Im-
pulses ist, so ergibt sich mit der Heisenbergschen Unshérferelation fiir die Orts-
unschérfe

A 107% 3  Jsecm
Ngmot= ,
2p 2 10 Jsec

wobei fiir das Plancksche Wirkungsquantum % den numerischen Wert 10734 Joule
mal Sekunde (genauer 1.054573 10734 J sec) eingesetzt haben. Daraus ergibt sich
also nach den Regeln der Quantenmechanik eine Ortsunschiirfe von etwa 1073 m,
eine Messgenauigkeit, die man fiir die Bewegung eines Menschen nicht erreichen
wird. Daraus kann man also entnehmen, dass die Heisenbergsche Unschéarfere-
lation bei der Betrachtung von solch makroskopischen Korpern keine Relevanz
haben sollte. Ersetzt man aber die Masse des Menschen etwa durch die Masse
eines Elektrons, das mit Mgiepiron = 9 1073! kg etwa um den Faktor 10730 leich-
ter ist als ein Mensch, so ergibt sich fiir Ag bei der entsprechenden Abschiatzung
bereits ein Wert von 10~% m, eine GroBe, die mit dem Bohrschen Atomradius 0.5
1071% m vergleichbar ist, sodass man also die Bewegung von Elektronen in einem
Atom unbedingt nach den Regeln der Quantenmechanik behandeln sollte.

Eine wichtige Basis der empirischen Naturwissenschaften ist die Annahme, dass
das Verhalten eines Systems durch die Messung nicht gestort wird: der Apfel
fallt vom Baum, ganz gleich ob wir eine Messapparatur aufbauen, mit der wir
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die Fallgeschwindigkeit messen konnen oder nicht. Wir wissen aber, bzw. wir
werden das auch noch diskutieren, dass in der Welt der Quantenmechanik eine
Messung den Zustand des Systems in einen Eigenzustand der Messung zwingt:
Der Zustand kollabiert zu einem Eigenzustand

e Fin weiteres wichtiges Stichwort der Quantenmechanik ist der sogenannte Welle
- Teilchen Dualismus. In der klassischen Mechanik unterscheidet man zwi-
schen Phénomenen, die sich in Form von Wellen ausbreiten, wie z.B. elektro-
magnetische Wellen oder Wellenschwingungen in Festkorpern und Fliissigkeiten,
und der Ausbreitung von Teilchen. Dabei umfasst der Begriff Teilchen sowohl sehr
grosse Teilchen, wie Sterne und Planeten, aber auch die sogenannten atomaren
Teilchen: Elektronen, Nukleonen und Atomkerne. Es gilt: Wellen breiten sich wie
Wellen aus und Teilchen bewegen sich wie Teilchen. In der Quantenmechanik ist
diese Aufspaltung nicht mehr moglich. Die Ausbreitung von elektromagnetischen
Wellen entwickelt Teilcheneigenschaften und bei der Beschreibung der Bewegung
von Teilchen treten Interferenzeffekte auf wie sie in der klassischen Mechanik nur
fiir Wellen zu beobachten sind.

e Schliesslich sei noch ein Charakteristikum der Quantenmechanik erwéhnt, dass
fiir die Namensgebung eine entscheidende Rolle gespielt hat: Fiir viele Mess-
grossen, fiir die in der klassischen Mechanik ein Kontinuum von Messwerten
moglich ist, sind im Rahmen der Quantenmechanik nur wohldefinierte, diskre-
te Messergebnisse moglich. Die Messwerte sind quantisiert. Beispiele fiir solche
Messwerte oder Observable sind die Energien von gebundenen Teilchen oder die
Werte fiir Drehimpulse.

Wir sehen also, dass die beiden “Revolutionen” zu Beginn des 20. Jahrhunderts unse-
ren Blick auf die Beschreibung von physikalischen Phdnomenen erweitert haben in zwei
Richtungen: einerseits auf den Bereich von Geschwindigkeiten, die von der Gréflenord-
nung der Lichtgeschwindigkeit sind, andererseits auf Phanomene bei denen die Prézi-
sion mit der das System im Phasenraum (ApAgq) definiert von der Gréfienordnung des
Planckschen Wirkungsquantums ist (siehe Figur 1). Dies fithrt zur Erweiterung der
Klassischen Mechanik in die Richtung der Speziellen Relativitatstheorie, der Quanten-
mechanik oder auch der Relativistischen Quantenmechanik. Da sich aber die Klassische
Mechanik in der Welt unserer Alltagserfahrungen (kleine Geschwindigkeiten, Ausdeh-
nungen und Impulse grof§ im Vergleich zu /) hervorragend bewihrt, muss natiirlich
z.B. die Quantenmechanik auch diesen klassischen Grenzfall enthalten.

Diese Vorlesung richtet sich an Studierende, die bereits eine erste Einfithrung in die
Quantenmechanik erhalten haben. Deshalb werden im ersten Kapitel dieser Vorlesung
auch einige Grundbegriffe der Quantenmechanik und einige einfache Beispiele nur in
relativ knapper Form rekapituliert. Fiir eine etwas breitere Einfiithrung sei z.B. auf
die Kapitel 7 bis 10 des Skriptes zur Vorlesung Physik 3 verwiesen. In den anschlies-
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Abbildung 1: Erweiterungen der Klassischen Mechanik

senden Kapiteln werden die Themen Drehimpulse in der Quantenmechanik, Spin und
Rotationen sowie die Quantendynamik behandelt.
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Kapitel 1

Einfithrung in die
Quantenmechanik

Diese Einfiihrung enthilt eine knappe Zusammenfassung und Wiederholung von The-
men der Vorlesung “Physik 3”7 und versucht eine neue Perspektive auf die Grundele-
mente der Quantenmechanik zu entwickeln

1.1 Klassische Mechanik

Zunichst wollen wir uns einige Grundregeln der Klassischen Mechanik erinnern. Aus-
gangspunkt sei dabei ein System aus N Punktteilchen, deren Bewegungen durch k
holonome Zwangsbedingungen eingeschriankt sind. Damit besitzt das System also ins-

gesamt
n=3N—k

Freiheitsgrade und wird durch n generalisierte Koordinaten
¢, 1=1...n

beschrieben. Mit diesen Koordinaten und den zugehorigen Geschwindigkeiten ¢; kann
die Lagrangefunktion £ (g¢;, ¢;) bestimmt werden. Wir wollen hier den Hamilton For-
malismus betrachten und definieren deshalb die kanonischen Impulse

oL
i = A 1.1.1
g 94 ( )
Mit der Legendre Transformation
H(qi,pi) = Y pidi — L, (1.1.2)
i=1

7



8 KAPITEL 1. EINFUHRUNG IN DIE QUANTENMECHANIK

erhélt man schliesslich die Hamiltonfunktion H. Wird die Bewegung der Teilchen durch
konservative Kréfte, also insbesondere Kréfte, die nicht von den Geschwindigkeiten der
Teilchen abhéngen, bewirkt, und sind die Zwangsbedingungen unabhéngig von der Zeit,
so kann man diese Hamiltonfunktion auch direkt als Summe von kinetischer Energie
und potentieller Energie bestimmen

H=T+V.

Mit der Hamiltonfunktion ergeben sich die Bewegungsgleichungen

dg _ . _OH
dt -6 = 3pi ’
dp; : oH

—p = — —1... 1.1.3

Zur Beschreibung des Systems, d.h. zur Bestimmung der generalisierten Koordinaten
¢; als Funktion der Zeit t erhalten wir also 2n gekoppelte Differentialgleichungen erster
Ordnung in der Zeit. Daraus ergibt sich eine eindeutige Losung, wenn ausserdem 2n
Randbedingungen vorgegeben sind, also z.B. die Startbedingungen durch die Werte
fiir die Koordinaten ¢; und die Impulse p; zur Startzeit ¢ = 0. Das System startet also
an einem Startpunkt (g;, p;) im 2n dimensionalen Phasenraum und die Bewegungsglei-
chungen liefern uns eine eindeutige Trajektorie in diesem Phasenraum, von der wir zu
jeder Zeit t den Zustand des Systems zu dieser Zeit ablesen kénnen.

Zur Veranschaulichung dieses Konzeptes der Klassischen Mechanik betrachten wir den
Fall der Bewegung eines Teilchens der Masse m im Potential eines Harmonischen Oszil-
lators, wobei 2 Raumrichtungen fiir die Bewegung des Teilchens, die y und z Richtungen
durch die Zwangsbedingungen y = z = 0 eingefroren sein sollen. Wir haben also nur ei-
ne generalisierte Koordinateq = x die x-Koordinate des Teilchens und den zugehorigen
Impuls

p=mi=mgqg. (1.1.4)

Das Potential des harmonischen Oszillators lasst sich schreiben

1 k
V:§lm2:%w2x2 w=1/—,

mit der Kraftkonstanten k fiir die lineare Riickstellkraft. Damit erhalten wir die Ha-

miltonfunktion )
p m o 9
g=r .
om 29
und die Bewegungsgleichungen nach (1.1.3)
P
m

p = —mwiq’.
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Leitet man die erste dieser beiden Gleichungen nach der Zeit ab und setzt die zweite
ein, so ergibt sich

Po_ b e

> m
Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung hat 2 linear unabhéngige Losungen, aus
denen sich dann die allgemeine Losung ergibt

q(t) = A coswt + B sinwt. (1.1.5)

Eine spezielle eindeutige Losung ergibt sich durch die Angabe von 2 Randbbedingun-
gen, wie z.B. ¢(t = 0) = gp und p(t = 0) = 0, die uns erlauben die Konstanten A und
B in (1.1.5) zu fixieren und wir erhalten

q(t) = qo coswt .

sowie
p(t) = mq(t) = —mwqp sinwt .

Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir den allgemeinen Fall: Die Losungen der Hamil-
tonschen Bewegungsgleichungen (1.1.3) liefern uns zusammen mit 2n Randbedingun-
gen ein eindeutiges Ergebnis fiir die generalisierten Koordinaten ¢;(t) und die entspre-
chenden Impulse p;(t). Damit kénnen wir auch fiir jeden Zeitpunkt den Wert einer
Observablen O(g;, pi,t) bestimmen. Solche Observablen, dynamischen Variablen oder
Messgroflen O, wie z.B. die Energie oder der Drehimpuls des Systems sind Funktionen
der Koordinaten und Impulse. Die Werte fiir diese Messgréfie &ndern sich mit der Zeit,
da die Werte fiir die Koordinaten und Impulse zeitabhéngig sind, und, ein Fall der aber
eher untypisch ist, dass die Definition der Observablen eine explizite Zeitabhéngigkeit
aufweist.

Damit ergibt sich fiir die Anderung der Messgrosse O als Funktion der Zeit

a0 _ @+Z": 00, 90
it~ ot = \og T op

B @4'2”: 00 O0H B 00 OH
Ot dq; Op;  Op; Oq; )

=1

(1.1.6)

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile dieser Gleichung haben wir die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen (1.1.3) eingesetzt. Definiert man nun die Poissonklammern fiir
2 beliebige dynamische Variable A(q;, p;,t) und B(g;, p;,t) durch

" (0AOB 0AOB
A, B} = — , 1.1.7
{ J ; (a%’ dp;  Op; aqi) ( )
so ergibt sich fiir die Zeitableitung in (1.1.6)
0 _90 {0, H} . (1.1.8)

dat ot
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Die Poisson Klammer der Dynamischen Variablen O mit der Hamiltonfunktion lie-
fert die zeitliche Anderung der Dynamischen Variablen. Man sagt auch: Die Hamilton
Funktion generiert eine infinitesimale Transformation in der Zeit.
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1.2 Zustinde und Observable

In der Klassischen Mechanik beschreiben wir den Zustand eines physikalischen Systems
zu einem Zeitpunkt ¢y durch die Angabe der generalisierten Koordinaten ¢;(¢) und der
dazugehorigen Impulse p; (o). In der Quantenmechanik miissen wir den Zustand eines
Systems anders charakerisieren. Bezeichnen wir einen solchen Zustand zunéchst einmal
ganz abstrakt durch

Zustand des Systems <= |U >

Das Superpositionsprinzip der Zustédnde in der Quantenmechanik legt es nahe, dass
wir die moglichen Zustéinde eines Systemes als Elemente eines Vektorraumes auffassen.
Genauer gesagt nennen wir | > einen Ket-Vektor und betrachten diesen Zustand
als ein Element eines Vektorraumes iiber den Korper der komplexen Zahlen C. Dieser
Vektorraum besitzt die Eigenschaften eines Hilbertraumes H, die wir im folgenden
noch ausfiihrlicher darstellen wollen.

1.2.1 H ein linearer Vektorraum iiber C

Zunéchst bedeutet bedeutet dies ja:

e Fiir die Elemente |®; > dieses Vektorraumes ist eine Addition und eine Multi-
plikation mit komplexen Zahlen «, 3 definiert und es gilt, dass auch die damit
gebildete Linearkombination ein Element des Hilbertraumes ist:

|y >, |y >e H, a,f€C — U >=a|®; > +0|Py >e H  (1.2.9)

e Addition und Multiplikation sind kommutativ

‘(I)l > ‘H(I)Q > = |(I)2 > —H(I)l > = ’(I)l + ®y >
Oz|(1)1 > = |(I>1 >« = |O_/<I>1 >

e [Es gelten Assoziativgesetze

| > + (|Py > +[P3 >) = ([P > +|Py >) + |P3 >
(@f)|®> = a(f[®>)

e [Es exisitiert ein Nullelement |0 > beziiglich der Addition
|© > 4|0 >=|D > Ve > 'H

insbesondere gilt
0] >=10 > Ve >eH
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e Zujedem Element |® > aus dem Vektorraum existiert ein beziiglich der Addition
inverses Element | — ® >€ H mit:

>4+ —P>=1[P> [P >=10>

e [Es gelten Distributivgesetze

O./(|(I)1 > +|CI)2 >) = Oé|(b1 > +Oé|q>2 >
(a+p)]®> = af®>+p3P >

e Die Elemente des Vektorraumes |®; > ...|®,, > heiflen linear unabhdngig, falls
aus der Relation

ZOCZ‘(I)Z >= |0 >
=1

zwingend folgt, dass a; = 0 fiir i = 1...n. Die Maximalzahl linear unabhingiger
Elemente in ‘H bezeichnet man als die Dimension des Vektorraumes H.

1.2.2 H ein unitarer Vektorraum

Dies bedeutet, dass es zu jedem Element des Vektorraumes | > einen dualen Vektor
< U| gibt. Man bezeichnet |¥ > als einen Ket-Vektor und den zugehorigen dualen
Vektor < U| als Bra-Vektor. Diese Nomenklatur wurde von Dirac eingefithrt (man
spricht deshalb auch von der Dirac Notation. Man kann sich diese Notation leicht
merken, weil die Klammer (englisch bracket) des Skalarproduktes in diese Silben zerfallt

< V| |V >
bra —c— ket

Die Rechenregeln fiir die bra-Vektoren im dualen Raum H* entsprechen weitgehend den
oben aufgefiithrten Regeln im Hilbertraum H mit der Ausnahme der Produktbildung,
fiir die gilt

<adl=a" < 9|.

Setzt sich | > als Linearkombination von Vektoren |¥; > mit Koeffizienten «; zusam-
men

U >="oy|T; >,

so ergibt sich der zugehorige Bra Vektor als Linearkombination der Bra Vektoren < W,|
allerdings mit den komplex konjugierten Koeffizienten o

<0 =Yal < 0.
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Damit wird dann ein Skalarprodukt definiert in der Form, dass jedem Paar bestehend
aus einem Bra - Vektor < ®| und einem Ket - Vektor | > eine komplexe Zahl

c=< ¥ >
zugeordnet wird mit den Eigenschaften

<D a® V> = ) ol < BT >

<O > = <UD >T (1.2.10)

Aus dieser letzten Eigenschaft ergibt sich dann auch, dass das Skalarprodukt eines

Vektors mit < V| dem zugehorigen dualen Vektor reell sein muss, gilt doch in diesem
Fall
<Y >=< V|U >*= )\ reell.

Fiir das Skalarprodukt muss gelten, dass diese reelle Zahl X\ gréfler gleich null sein muss.
Der Fall, dass der Wert des Skalarproduktes < W|W¥ > identisch null ist, kann nur fiir
das Nullelement des Vektorraumes gelten. Das bedeutet als weitere Anforderung fiir
das Skalarprodukt gilt:

<YW >=0 = |U>=|0>. (1.2.11)

Zwei Elemente des Vektorraumes |® > und |V > sind orthogonal, wenn das Skalarpro-
dukt dieser beiden Elemente den Wert null ergibt

<VU[P>=0=<P|V > <= |V > orthogonal zu|P > . (1.2.12)

Um dieses Konzept zu verdeutlichen wollen wir im folgenden zwei Beispiele von unitéren
Vektorrdumen betrachten:

e Beispiel A: Fiir dieses Beispiel betrachten wir den Vektorraum der quadratin-
tegrablen Funktionen. Die Elemente dieses Raumes sind alle komplexwertigen
Funktionen W(z) einer reellen Variablen z fiir die gilt:

/_O:O dxV*(z)¥(x) = ¢,

wobei ¢ eine reelle, positive, endliche Zahl ist. Es ist klar, dass diese Funktionen
einen Vektorraum bilden, wenn wir die Summe und Multiplikation mit einem
Skalar definieren geméfl

!

U ()

U >
|041\I/1 + ap Psiy > al‘lll(x) + OZQ\I/2<I>
(

!

!

< V| *(z)

v
<O > o [ dr®* ()W (z) (1.2.13)
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Die dritte und vierte Gleichung definieren hier den dualen Vektor und das Ska-
larprodukt. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass mit diesen Definitionen
die Figenschaften fiir die dualen Vektoren und das Skalarprodukt erfiillt werden.

e Beispiel B: Als ein zweites Beispiel betrachten wir den Vektorraum aus Spal-
tenvektoren der Dimension 2 mit jeweils komplexen Eintragen o

0> o (“1>. (1.2.14)

Q9

Der duale Ket-Vektor sei dann gegeben durch den entprechenden Zeilenvektor
mit den komplex konjugierten Eintragen

<Vl (af, a3). (1.2.15)
Definiert man die Addition und Multiplikation in {iblicher Weise und definiert
das Skalarprodukt nach
* * 07
< CI)"II > = (51 ) 62) (oz1>
2
= Bl + Bra, (1.2.16)

so erfiillt auch dieses Beispiel alle Anforderungen an einen unitéren Vektorraum.

Aus den Eigenschaften des Skalarproduktes kénnen wir direkt die Schwarzsche Un-
gleichung

< DU > < < DD >< YT > (1.2.17)
herleiten. In dieser Ungleichung gilt das Gleichzeichen = genau dann, wenn die beiden
Vektoren |® > und |V > “parallel” sind, also

B >= AU > . (1.2.18)

Zum Beweis der Schwarzschen Ungleichung betrachten wir den Vektor |¥ > und ad-
dieren dazu eine “Null”, indem wir einen Term A|® > mit A =< ¥ > / < ¢[P >
addieren und subtrahieren:

< QU > <OV >
V> = [0> —+|UV>—-|0> ———
| | <<I>|(I>>+| | < oD >
=A =[&>
= A® >+ > (1.2.19)

In der ersten Zeile dieser Gleichung haben wir den Vektor |{ > definiert. Bildet man

das Skalarprodukt dieses Vektors [€ > mit dem Vektor |® >, so erhédlt man

< O|U >

<PE> = <PV > —-< P> —
€ | | 30>

= 0
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der Vektor | > ist also orthogonal zu |® > (siehe (1.2.12)) und (1.2.19) liefert die
Zerlegung des Vektors |[¥ > in einen Anteil parallel zu |® > und einer Komponente
|¢ > senkrecht oder orthogonal zu |® >. Wir bilden nun das Skalarprodukt von |¥ >
mit sich selbst und betrachten dabei die Darstellung von |¥ > aus (1.2.19)

<UT > = < AP+ AP+ >
AN < DD > + < £[E >
AN < DD >
<OV >< VD >

< QP >

AV

(1.2.20)

Multipliziert man diese Ungleichung mit der positiven Zahl < ®|® >, so erhilt man aus
der ersten bzw. letzten Zeile von (1.2.20) die Schwarzsche Ungleichung (1.2.18). Beim
Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile in (1.2.20) ergibt sich die Ungleichung
dadurch, dass die positiv definite Zahl (siche (1.2.10) < £]¢ > weggelassen wurde.
Aus dieser Ungleichung wird also eine Gleichung genau dann, wenn | >= 0, und
das bedeutet ja nach (1.2.19), dass |¥ >= A\|® > ist. Damit ist also die Schwarzsche
Ungleichung vollstdndig bewiesen.

Durch das Skalarprodukt wird schliellich auch die Lénge, beziehungsweise die Norm
eines Vektors definiert

Norm des Vektors |0 >:  ||U]] = /< ¥|¥ > (1.2.21)

Zu den Eigenschaften eines Hilbertraumes gehort aufler den bisher aufgefithrten Ei-
genschaften eines unitdren Vektorraumes, dass er separabel und vollstindig ist. In
diesem Rahmen soll nicht ndher auf diese Eigenschaften eingegangen werden. Fiir uns
ist hier aber wichtig, dass aus diesen Eigenschaften folgt, dass der Hilbertraum eine
Basis aus orthonormalen Basiszustdnden besitzt und dass die Dimension des Hilber-
traumes hochstens abzéhlbar unendlich ist.

Sel nun
{|o; >, i=1---N} (1.2.22)

eine solche Orthonormalbasis unseres Hilbertraumes. Es gilt also fiir das Skalarprodukt
der Basiselemente

Da (1.2.22) eine Basis definiert, kénnen wir jedes beliebige Element |[¥ > des Hilber-
traumes als Linearkombination dieser Baisvektoren darstellen

N
U >=>" o] ®; > (1.2.24)
=1

Die komplexwertigen «; bezeichnet man als Entwicklungskoeffizienten des Vektors
|W > in der Basis der |®; >. Da (1.2.22) eine Orthonormalbasis definiert, sind die
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Entwicklungskoeffizienten eindeutig bestimmt und lassen sich mit dem Skalarprodukt
a; =< 0|V >
berechnen. Wir kénnen also (1.2.24) auch umschreiben in

N
U >=>"[P; >< Oy [T >

i=1

=1

Da diese Gleichung fiir jeden Zustand |¥ > gilt, wird durch

N
S|P >< bl =1 (1.2.25)

i=1

eine Darstellung des Einsoperators definiert. Man spricht von dieser Gleichung auch
als der Vollsténdigkeitsrelation, da sie ja auf der Vollstéandigkeit des Hilbertraumes
beruht.

Hat man sich also auf eine Basis geeinigt, so ist jedes Element des Hilbertraumes ein-
deutig durch die Entwicklungskoeffizienten, beziehungsweise durch den Spaltenvektor
gebildet aus diesen Koeffizienten definiert

aq
U ><=| (1.2.26)
aN

Durch diese Darstellung der Elemente mit den Entwicklungskoeffizienten lassen sich
viele Rechnungen einfach durchfithren. Seien z.B. zwei Elemente durch die Entwick-
lungskoeffizienten definiert nach

N
|\I/1 > = Z|(I)Z > o
=1

N
Wy > = > |®; > 0
j=1

Nach den Rechenregeln fiir das Skalarprodukt (1.2.10) gilt nun

N
< \I/2|\If1 > = Z ﬁ;ozi< (I>]|(I)Z >
—_———

3,j=1

N
= Z B o
i=1

=0i,j

a
= (Bi---0y)

QN
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Das Skalarprodukt berechnet sich also als das Produkt des komplex konjugierten Zei-
lenvektors, gebildet aus den Entwicklungskoeffizienten des Bra Vektors, mit dem Spal-
tenvektor, gebildet aus den Koeffizienten des Ket Vektors.

1.2.3 Dynamische Variable

In der klassischen Mechanik bezeichnet eine Beobachtungsgréfie (Observable) oder auch
Dynamische Variable eine Funktion der generalisierten Koordinaten und Impulse des
Systems. In unserem eindimensionalen Standardbeispiel wére also eine dynamische Va-
riable gegeben als eine Funktion A(p,x). Beispiele fiir solche dynamischen Variablen
sind etwa die Hamiltonfunktion H oder auch die karthesischen Komponenten des Dre-
himpulses eines Teilchens. In der Quantenmechanik wird jede dynamische Variable A
dargestellt durch einen Operator A.

Ein solcher Operator ist dadurch definiert, dass wir fiir jedes Element des Hilbertraumes
|W > definieren, welchen Ket Vektor |2 > man erhilt, wenn der Operator A auf den
Ausgangszustand wirkt:

0 >= AT > . (1.2.27)

Im folgenden sollen die Eigenschaften der Operatoren diskutiert werden, die den dy-
namischen Variablen zuzuordnen sind. Zunéchst gilt, dass es sich dabei um Lineare
Operatoren handelt. Ein Operator A st genau dann linear, wenn man fiir jeden Zu-
stand |¥ >, der sich als Linearkombination von Zusténden |¢; > darstellt, schreiben
kann:

AU > = Aoy > +aglihs >)
= oz1A|¢1 > —I-OQAW)Q > (1228)
wobei es sich bei den Koeffizienten «; um komplexe Zahlen handelt. Diese Eigenschaft

ist in der Quantenmechanik, in der wir Zusténde hiufig als Uberlagerung von Basis-
zusténden darstellen, von grofier Bedeutung.

Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass fiir einen Hilbertraum der Dimension N
ein jeder linearer Operator durch eine N x N Matrix eindeutig beschrieben wird. Dazu
betrachten wir die Darstellung des Ausgangszustandes |¥ > in einer Orthonormalbasis
|®; >, wie das in (1.2.24) dargestellt ist. Wegen der Linearitét des Operators konnen
wir damit fir die rechte Seite der G1.(1.2.27) schreiben

= Z A|(PZ > Q.
Bilden wir nun von beiden Seiten der G1.(1.2.27) das Skalarprodukt mit dem Bra Vektor
< @], so ergibt sich
w; = < (I)]|Q >
= Y < 0]A|®; > q,. (1.2.29)
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Identifizieren wir die komplexen Zahlen
a; =< ;| A|D; > (1.2.30)

als Elemente einer N x N Matrix, wobei der erste Index j auf die Zeile und der zweite
Index ¢ auf die Spalte dieser Matrix verweist, und identifizieren die Koeffizienten «;
und w; als die Eintrége in die Spaltenvektoren, die geméf (1.2.26) die Zusténde |U >
und |2 > darstellen, so ergibt sich (1.2.29) als das iibliche Produkt einer Matrix mit
einem Spaltenvektor in der Form

w1 a1, @12, ... Q1N aq
=| S S (1.2.31)

WN ani, @anN2, ... QNN QN

Mit der Matrix a;; kénnen wir also jedem |¥ > dargestellt durch den entsprechenden
Spaltenvektor (a;) den Ergebnisvektor |2 > dargestellt durch die Koeffizienten w;
zuordnen.

Zur Charakterisierung einer zweiten Eigenschaft dieser Operatoren miissen wir zunécht
den Begriff Adjungierten Operators einfiihren.

Definition:  Zu einem Operator A definiert man einen adjungierten Operator AT so dass fiir
alle Zustinde ® und ¥ des betrachteten Hilbertraumes gilt:

< P|A|T >=< ATD|U > (1.2.32)

Etwas ausfiihrlicher kann man diese Definition auch wie folgt darstellen: Seien |f >
und |g > die Bildvektoren fiir

Ao > = |f >
Afld > = |g>

so gilt: R R
< QAU >=< D|f >=< g|V >=< ATP|T >

Fiir Operatoren und die dazu adjungierten Operatoren gelten folgende Eigenschaften:

< QAT >=< T|AT|D >* . (1.2.33)

Zum Beweis fithren wir aus:

< AT > = < ATQ|T >=< ¢|U >
< U|g >*=< U|AT|D >*
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(AT)T = A (1.2.34)
Den Beweis dieser Identitdt erhialt man leicht durch zweifaches Anwenden der
Beziehung (1.2.33):
<OIA|T > = < U] Al |® >
<~
=B
= (< o|Bf|w >*)*
= <O (AT)T U >

e AuBerdem gilt auch
(AB)' = BAT. (1.2.35)

Zum Beweis benutzen wir zunichst einmal (1.2.33)
< ®| (AB) |¥ >=< ¥| (4B)"|& >* (1.2.36)

Die gleiche Zahl kénnen wir aber nach der Definition des adjungierten Operators
auch umschreiben in

< O (AB) v > = < AT®|B|U >
= < BfAto|v >
= < U|BtAT|® >*

—~
siehe (1.2.33)

Da diese Beziehungen fiir beliebige ¥ und ® gelten folgt aus dem Vergleich der
letzten Zeile mit (1.2.36) die Behauptung (1.2.35).

Nach Einfithrung des Begriffes adjungierter Operator 148t sich direkt definieren, was
unter einem Hermiteschen Operator zu verstehen ist:

Definition: FEin Operator A heifst hermaitesch oder auch selbstadjungiert wenn gilt:

~

At=A (1.2.37)

Wir haben bereits gesehen, dass sich jeder lineare Operator A durch eine Matrix ji
darstellen lisst (siehe 1.2.30). Bezeichnen wir mit a; die Matrixelemente des zu A
adjungierten Operator, also
a; = < AN, >
= < Alo|®; >+
= < O|A|D; >*
= a; (1.2.38)

ij -
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Man erhélt also die Matrix des adjungierten Operators A aus der Matrix des Ope-
rators A dadurch, dass man die Matrixelemente komplex konjugiert und die Matrix
transponiert, also Zeilen- und Spaltenindices vertauscht. Kurz geschrieben

Matrix {AT} = (Matrix {A})" . (1.2.39)

Die Matrix eines selbstadjungierten Operators ist also dadurch gekennzeichnet, dass
die Elemente in der Diagonalen reell sind und die nichtdiagonalen Elemente jeweils
paarweise komplex konjugiert zueinander sind.

Als ein erstes Beispiel greifen wir das Beipiel des 2-dimensionalen Vektorraums B aus

(1.2.14) auf und betrachten den linearen Operator A, der in diesem Fall durch die
Matrix _
A<_><O _Z) (1.2.40)
i 0)7 o
gegeben ist. Mit (1.2.39) kénnen wir sofort verifizieren, dass A selbstadjungiert ist.

Als kleine Ubungsaufgabe wollen wir Eigenwerte und Eigenvektoren dieses Operators
bestimmen, d.h. wir suchen die Zahlen \; und die Zusténde |x; > fiir die gilt:

Dabei bezeichnet \; die Eigenwerte und |x; > die entsprechenden Eigenvektoren. Die
Eigenwerte \; ergeben sich als Nullstellen des charakterisischen Polynoms, d.h. aus der
Bedingung

Det (A= A1) =0.

pet (1 7)) =N -1,

welches uns die Eigenwerte A; /o = £1 liefert. Damit kann man nun leicht die folgenden
Eigenvektoren verifizieren:

In unserem Beispiel also

1 1
N n——
1 |X1 \/§ i

1 1
Ao=—1 >= < > . 1.2.42
2 |X2 \/5 —q ( )
Die Eigenvektoren oder Eigenzustidnde sind natiirlich eindeutig nur bis auf einen mul-
tiplikativen Faktor. Hier sind die Vorfaktoren sogewéhlt, dass die Zustidnde normiert
sind, also
< X1|X1 >=1.

Als weiteres Beispiel fiir einen hermiteschen Operator wollen wir auf das oben definierte
Beispiel A zuriickgreifen und betrachten den Differentialoperator

~ 1
i-td

. 1.2.43
1 dx ( )
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Mit diesem Operator berechnen wir

< QAT > = /_O:de@*(x)ijx\lf(x)
_ 1@*(:5)\1:(3:)’0; [ Giccp*(x)) o (z)
= < AD|V >

Bei dem Ubergang zur zweitenZeile wurde partiell integriert und der erste Term in
der zweiten Zeile ergibt Null, da die quadratintegrablen Funktionen fiir z — +o0 ver-
schwinden. Vergleicht man diese Beziehung mit der Defintion des adjungierten Opera-
tors (1.2.32) so stellt man fest, dass A = Af, d.h. A hermitesch ist.

Angemerkt sei an dieser Stelle auch, dass die Funktion
U(x) = e

ein Eigenzustand zum Operator (1.2.43) mit dem Eigenwert k ist, allerdings ist ¥ (z)
nicht quadratintegrabel.

Wir wollen jetzt zeigen: Alle Eigenwerte von hermiteschen Operatoren sind
reell. Zum Beweis betrachten wir die Eigenwertgleichung

Ala >=ala >,

mit einem Eigenwert a. Multipliziert man diese Gleichung von links mit dem Ket
Zustand < a| so ergibt sich

< a|Ala > = a < ala >
= < Alala >
~
Def. At
= < a|Af|a >*
= < alAla >*
—~
A hermit.
= a* < ala>" (1.2.44)

Wegen (1.2.10) ist < ala > reell. Vergleicht man damit die erste und die letzte Zeile
von (1.2.44) so muss auch a* = a, also a eine reelle Zahl sein.

Eigenzustinde eines hermiteschen Operators zu verschiedenen Eigenwer-
ten sind orthogonal. Zum Beweis dieser Aussage nehmen wir zwei unterschiedliche
Eigenwerte a und b an mit den Eigenwertgleichungen

Ala >= ala > und  A[b>=bb> . (1.2.45)
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Durch Anwendung der ersten dieser beiden Eigenwertgleichungen erhalten wir
<b|Ala >=a < bla> . (1.2.46)

Mit der Definition des adjungierten Operators und unter Ausnutzung der Hermitizitét
konnen wir aber auch schreiben

<bldla> = < Afbla >
= <alAlb >
= (b<alb>)
= b<alb>"
= b<bla> (1.2.47)

Beim Ubergang zur Zeile 3 dieser Gleichungen haben wir die zweite der Eigenwert-
gleichungen in (1.2.45) benutzt und bei der Gleichung in Zeile 4 ausgenutzt, dass der
Eigenwert b reell ist. Subtrahiert man nun die Gleichung (1.2.47) von (1.2.46) so ergibt
sich

0= (a—0b) <bla>.
Da nach Voraussetzung (b — a) ungleich null ist, muss der zweite Faktor < bja > null
sein, was ja bedeutet, dass |b > orthogonal zu |a > ist bzw. bei einer entsprechenden

Normierung der Zusténde |a >
< bla >= 4. (1.2.48)

Man kann sich jetzt leicht davon iiberzeugen, dass die Eigenzusténde eines hermiteschen
Operators zum selben Eigenwert einen Unterraum des gesamten Vektorraumes bilden.
Seien also |a,i > Figenzustinde des Operators A zum Eigenwert a, also

Ala,i >=ala,i >, fir i=1...k,. (1.2.49)

Sind also diese |a, i > Elemente dieses Unterraumes, so ist auch jede Linearkombination
Element des Unterraumes der Eigenzustdnde zum Eigenwert a, denn es gilt ja:

A (Zaim,i >> = ZO@A|CLJ >
i i
= Y wala,i >
i
= a (Zoﬂa,i >> .
i
Ist die Dimension dieses Unterraumes der Zustdnde zum gleichen Eigenwert a, so nennt
man k, auch den Entartungsgrad des Eigenwertes a. In diesem Fall kénnen die k,

Zustdnde in (1.2.49) auch als eine orthonormale Basis des Unterraumes gew&hlt wer-
den. Die Zusténde |a, ¢ > fiir alle Eigenwerte a bilden dann eine Orthonormalbasis des
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gesamten Hilbertraumes. Mit dieser Basis und unter Benutzung der Vollstédndigkeits-
relation (1.2.25) kann man den Operator A auch schreiben

~

ke Ry A
A = >33 |bj><b,jlAla,i ><a,i]

a i=1 b j=1

kq 78
) L
S S b > <bjlai > <ai

a  i=1 b j=1
J =0ab0ij

ka
= Y ad |a,i><a,il. (1.2.50)
a =1
Diese letzte Zeile nennt man auch die Spektraldarstellung des Operators A. Als Beispiel
betrachten wir die Eigenwerte und Eigenzusténde aus (1.2.42) und erhalten damit die
Spektraldarstellung

1 1

s (e (L)an =56 7)) -5 1)
170, -2
- 2(2@, 0 )

also genau die Matrix, deren Eigenwerte und -zusténde wir bestimmt hatten.

Wir haben uns bisher beschrinkt auf Beispiele von Operatoren mit einem diskreten
Spektrum von Eigenwerten. Es gibt aber natiirlich auch Messgrofien, die kontinuierli-
che Werte fiir Messergebnisse liefern. Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, dass
Messergebnisse mit solchen moglichen Messwerten zu tun haben. Als Beispiel sei hier
die Messung der z-Koordinate des Aufenthalts eines Teilchens genannt. In der Regel
sind hier kontinuierliche Messergebnisse moglich und wir definieren einen Operator 2
fiir die Messgrofie z-Koordinate mit Eigenwerten x und bezeichnen den zugehorigen
Eigenzustand mit |z >:
Tl >= x|z > . (1.2.51)

Die Orthogonalitéit dieser Eigenzustidnde, die ja bei diskreten Eigenwerten durch die
Beziehung (1.2.48) also durch ein Kronecker Delta gegeben ist. Bei einem kontinu-
ierlichen Spektrum wird diese Orthogonalitéit ersetzt durch eine entsprechende Dirac
0-Distribution

< alb >= 0gp — <2z >=d(x —a'). (1.2.52)
Entsprechend ersetzen wir die Summe der Vollstandigkeitsrelation von (1.2.25) durch
ein Integral

1=> |n><n — 1 :/d1:|33 >< . (1.2.53)

Bezeichnet also |n > die diskreten Eigenzustédnde eines Hamiltonoperators (wir werden
auf den Hamiltonoperator und seine Eigenzusténde noch eingehen)

Hln >= E,|n >,
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so kénnen wir einen beliebigen Zustand |¥ > durch die Anwendung der Vollstéandig-
keitsrelation (1.2.53) in dieser Basis von Eigenzustinden (gegebenenfalls unter Bertick-
sichtigung von Entartungen) darstellen

U >=>"|n><n|¥ >=> a,ln> .
n n

Die Entwicklungskoeffizienten, v, sind die Projektionen des Zustandes |¥ > auf den
jeweiligen Zustand |n > (< n|¥ >). Entsprechend ergibt sich fiir die Entwicklung eines
Zustandes |¥ > in der Basis der Ortseigenzusténde von (1.2.51):

U >= /dx o> < a|¥ > . (1.2.54)
@
=W (x

Die “Entwicklungskoeffizienten” < x|W > bilden in diesem Fall eine komplexwertige
Funktion ¥(x). Man nennt diese Darstellung auch die Ortsdarstellung des Zustandes
|¥ > und bezeichnet die Funktion W(z) auch als Wellenfunktion.
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1.3 Messung von Observablen und Darstellungen

Eines der Grundprinzipien der Quantenmechanik besagt:

Bei der Messung einer Observablen A erhilt man als Ergebnis
einen Eigenwert a des Operators /1, der dieser Observablen zu-
geordnet ist. Der Vektor, der den Zustand des Systems vor der
Messung beschrieben hat |V > kollabiert dabei in den zugehorigen
Eigenzustand |a > mit der Wahrscheinlichkeit | < a|¥ > |2.

Als Beispiel wollen wir die Messung der z-Komponente des Elektronenspins betrach-
ten. Der Spin des Elektrons ist verkniipft mit einem magnetischen Dipolmoment /i,
so dass in einem inhomogenen Magnetfeld, dessen Richtung die z-Komponente unse-
res Koordinatensystems definieren soll, auf das Elektron eine Kraft ausgeiibt wird, die
proportional zur z-Komponente des magnetischen Momentes und damit des Elektro-
nenspins ist. Eine solche Messung entspricht dem Stern-Gerlach Versuch®.

Klassisch wiirde man also erwarten, dass die Ablenkung der Elektronen, die sie bei
einem Durchlauf eines solchen Stern-Gerlach Magneten erfahren, alle moglichen Wer-
te annehmen kann zwischen den Extrema einer Orientierung des Elektronenspins ge-
nau parallel bzw. genau antiparallel zur z-Achse. Der Versuch zeigt aber nicht dieses
klassisch erwartete Kontinuum von Ablenkungen sondern zeigt nach einer Messreihe
Ergebnisse bei genau 2 Werten, ndmlich denen fiir s, = 4+h/2. Bei jeder Einzelmes-
sung ist der Zustand also kollabiert entweder in den Eigenzustand mit s, = +h/2 oder
s, = —h/2.
Betrachten wir dazu einen normierten Zustand |¥ >, d.h. einen Vektor unseres Hilbert-
raumes der Lénge 1

<VU|U >=1, (1.3.55)

so bezeichnet man die Zahl

< A>=< VAT > (1.3.56)

als den Erwartungswert der Observablen A fiir den Zustand |¥ >. Die Bedeutung
dieses Begriffes Erwartungswert wird deutlich, wenn man den Operator A in der Spek-
traldarstellung (1.2.50) so ergibt sich fiir den Erwartungswert

<A>=%"al <a,il¥ > . (1.3.57)

a,

'Bei Stern-Gerlach Versuch schickt man jedoch nicht freie Elektronen sondern z.B. Silberatome
durch das inhomogene Magnetfeld, sodass die atomaren Teilchen elektrisch neutral sind und die Wir-
kung der Lorentzkraft auf die bewegten Ladungen ignoriert werden kann. Die atomare Struktur des
Silberatoms ist so, dass das magnetische Dipolmoment praktisch dem eines einzelnen Elektrons ent-
spricht. Deshalb konnen wir in diesem Gedankenexperiment auch vom Spin und magnetischem Mo-
ment des Elektrons sprechen. Der Stern-Gerlach Versuch wird im Kapitel 3 noch genauer diskutiert
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Der Erwartungswert ist also die Summe {iber alle Eigenwerte des Operators A (und
alle entarteten Basiszustinde zu jedem FEigenwert) gewichtet mit der positiven Zahl
| < a,i|¥ > |%. Anders ausgedriickt ist der Erwartungswert gleich der Summe iiber alle
moglichen Messwerte der Observablen A gewichtet mit der Wahrscheinlichkeit, dass
das entsprechende Ergebnis erzielt wird. Der Erwartungswert ist also der statistisch
gemittelte mittlere Messwert.

Das Phénomen des kollabierenden Quantenzustandes wird auch bei dem Durchgang
von Teilchen durch Spaltblenden deutlich. Ein schematischer Aufbau eines solchen
Experimentes ist in der Abb. 1.1 dargestellt. Diese Abbildung zeigt eine Simulation
des Doppelspaltexperimentes, die am Lehrstuhl fiir Didaktik der Physik an der LMU
Miinchen erstellt wurde?.

Teilchen der Masse m (in dem hier betrachteten Beispiel Elektronen) werden auf eine
bestimmte Energie
P2
E=—
2m
beschleunigt. Als freie Teilchen werden sie also in der Ortsdarstellung durch eine ebene

Welle (siehe unten) mit der Wellenzahl k entsprechend einer Wellenldnge A

2
p=lhk=h" = \omE
A
beschrieben. Beim Durchqueren der Blende entspricht also der Zustand dem einer ent-

sprechenden Welle
|V >« U(z).

Wie bei der Interferenz von elektromagnetischen Wellen an einem Spalt erwartet man
auch hier Interferenzphénomene, wenn man die Elektronen auf einem Schirm hinter
dem Spalt detektiert. Betrachtet man z.B. die Elektronen, die den Spalt der Breite d
unter einem Winkel a bezogen auf die Flachennormale des Blendenschirms verlasst mit

dsina = A, (1.3.58)

so sollten sich die Wellen destruktiv iiberlagern, unter diesem Winkel sollten also kei-
ne Elektronen detektiert werden. Fiihrt man ein entsprechendes Experiment durch, so
stellt man fest, dass jedes Elektron an einem Ort auftrifft und etwa auf einer Photo-
platte ein klar lokalisiertes Signal hinterlédsst. Das Elektron ist also bei der Vermessung
seines Ankunftsortes ein Punktteilchen. Fiihrt man Experimente mit vielen Elektro-
nen durch, so ergibt sich eine statistische Verteilung der Ankunftsorte am Detektor,
die der Vorhersage der Wellenbeschreibung entspricht: Insbesondere unter dem durch
(1.3.58) definierten Winkel o kommt kein Elektron an. Am Spalt verhalten sich also
die Elektronen wie eine Welle und interferieren. Man spricht deshalb haufig vom Welle
- Teilchen Dualismus.

Zwww.didaktik.physik.uni-muenchen.de/materialien /themen /quantenmechanik /
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Der quantenmechanische Doppelspaltversuch = (= =
Datei Optionen  Hilfe

Eleitronen | 100 ke | Treffer: 3471 | Spattbreite: 500 nm | Spattabstand: 700 rm Lampe: 750 nm Zoom: 10.000-fach | * v

Abbildung 1.1: Schematischer Versuchsaufbau des Doppelspaltexperimentes (aus der
Simulation Lehrstuhl fiir Didaktik der Physik, LMU Miinchen)

Diese Beobachtung entspricht aber auch unserem allgemeinen Postulat. Durch die Mes-
sung des Ortes der Elektronen am Detektorschirm kollabiert der quantenmechanische
Zustand |¥ > in einen Ortseigenzustand |r >. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen be-
stimmten Ort ist dabei durch das Betragsquadrat der Amplitude < x|V >

W (z)]? = |< z|¥ >|*. (1.3.59)

gegeben.

Die “Messergebnisse” fiir unterschiedliche Blenden sind in der Figur 1.2 dargestellt. Im
oberen Teil dieser Figur findet sich das Ergebnis fiir einen Spalt der Breite d = 200 nm,
zum Vergleich zeigt die zweite Zeile das Ergebnis fiir d = 600 nm. In Ubereinstimmung
mit (1.3.58) fithrt der breitere Spalt zu einem schmaleren Interferenzbild.

Im dritten Teil der Figur 1.2 ist das Ergebnis einer Simulation widergegeben fiir einen
Doppelspalt, bei dem jeder Spalt die Breite d = 200 nm aufweist und der Abstand der
Spalte 700 nm betragt. In diesem Beispiel wird das Interferenzmuster durch die Inter-
ferenz der Teilstrahlen die durch die Spalte 1 und 2 hindurchtreten dominiert und man
erhélt eine schmales Hauptmaximum. Bezeichnet man die Beitrdge der Teilstrahlen
durch die beiden Spalte mit ¥; und Wy, so gilt

U(2)|]> = U0, + U0, + U0, + U0, (1.3.60)
N——

Interferenzterme
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A0 : o i 50 " um]

Abbildung 1.2: Ergebnisse des Doppelspaltexperimentes fiir Elektronen mit einer Ener-
gie von 100 keV mit einer Blende von 1 Spalt 200 nm (oberste Zeile), 1 Spalt 600 nm
(2. Zeile), Doppelspalt je 200 nm, Abstand 700 nm (dritte Zeile) gleiche Doppelspalt
mit Detektion beim Durchqueren der Blende (untere Zeile) Die Ergebnuisse wurden
simuliert mit der Software, die am Lehrstuhl fiir Didaktik der Physik, LMU Miinchen,
entwickelt wurde.

Wichtig ist anzumerken, dass diese Interferenz auch auftritt, wenn die Intensitéit des
Elektronenstrahls soweit reduziert wird, dass immer nur maximal 1 Elektron “unter-
wegs” ist. Jedes einzelne Elektron interferiert also mit sich selbst. An der Blende kann
nicht festgelegt werden durch welchen Spalt das Elektron fliegt: Es fliegt praktisch durch
beide Spalte. Gerade diese Nichtlokalitdt des Teilchens ist eines der iiberaschendsten
Ergebnisse der quantenmechanischen Analyse. Deshalb wurde dieses Doppelspaltex-
periment auch als ein Schliisselexperiment der Quantenmechanik gesehen. Uber viele
Jahre war man der Meinung, dass dieses Experiment ein schones Gedankenexperiment
sei, das aber experimentell nicht zu realisieren sei, da die Anforderungen an die Erstel-
lung des Doppelspaltes nicht zu erfiillen sei.

Das Experiment gelang aber im Jahre 1961 hier in Tiibingen dem Kollegen Claus
Jonsson in der Arbeitsgruppe von G. Méllenstedt. Das Experiment wurde 1961 in der
deutschsprachigen “Zeitschrift fiir Physik” publiziert und dann 13 Jahre spéter auf
englisch im “American Journal of Physics” nachgedruckt. Im Jahre 2002 wurde dieses
Experiment bei einer Umfrage unter britischen Physikern zum “schonsten Ezperiment
aller Zeiten” gewahlt.

Das Gedankenexperiment des Doppelspaltes kann nun noch einen Schritt weiter ent-
wickelt werden: Wir kénnen uns vorstellen, dass wir eine experimentelle Moglich-
keit entwickeln, die erlaubt zu detektieren welchen Spalt ein jedes einzelne Elektron
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durchlauft. Dann wird der Zustand W(x) in (1.3.60) durch die Messung reduziert auf
den Zustand ¥ bzw. W,. Die beiden Teile interferieren nicht mehr, man sagt auch die
Kohérenz der Zusténde ist durch die Messung gestort und am Detektorschirm ergibt
sich eine Verteilung aus der Summe der Verteilung fiir Elektronen durch Spalt 1 bzw.

Spalt 2, d.h.
T, + UL, .

Diese Moglichkeit, die Elektronen beim Durchqueren der Spaltbarriere zu beobach-
ten ist im schematischen Aufbau der Simulation in Figur 1.1 durch eine einschaltbare
Lampe symbolisiert. Die Ergebnisse einer Simulation am Doppelspalt mit “eingeschal-
teter Lampe” sind im untersten Abschnitt der Abb. 1.2 dargestellt. Sie entsprechen im
Wesentlichen den Ergebnissen am Einzelspalt gleicher Breite.

Die Frage erhebt sich jetzt natiirlich: Was bedeutet es eine Messung etwa beim Durch-
laufen der Spalte vorzunehmen. Muss ein menschlicher Beobachter diese Messung vor-
nehmen, reicht ein Tier oder reicht es die Daten auf einem Speichermedium aufzu-
nehmen? Natiirlich kann das Ergbnis des Experimentes nicht davon abhéngen, ob ein
Lebewesen hinschaut oder die Messergebnisse irgendwo abspeichert. Allein die Méglich-
keit einer entsprechenden Beobachtung reicht aus, die Kohérenz des Quantenzustandes
zu zerstoren und damit die Interferenz zu unterdriicken. In vielen Féllen wird die Wech-
selwirkung des Quantenzustandes mit der Umgebung, die ja eine Form von Messung
darstellt, die Kohédrenz des Quantenzustandes teilweise eliminieren, so dass sich eine
Uberlagerung aus interferierenden und nicht interferierenden Anteilen ergibt. So ist es
auch ein zentrales Problem der Realisierung von Quantencomputern, kohéarente Quan-
tenzusténde zu generieren und zu manipulieren, ohne die Kohérenz des Zustandes zu
zerstoren. Wir werden auf das Thema Quantencomputing zu einem spéteren Zeitpunkt
zuriickkommen.

1.3.1 Ehrenfestsches Theorem

In vielen Bereichen der Beschreibung physikalischer Phéanomene werden Effekte der
Quantenmechanik nicht sichtbar und die Werkzeuge der Klassischen Mechanik rei-
chen aus, das Phdnomen zu beschreiben. (Siehe z.B. die Diskussion in der Einleitung
zu dieser Vorlesung). Die Ergebnisse der quantenmechanischen Untersuchung miissen
sich also reduzieren lassen auf die Grofien, die in der Klassischen Mechanik beschrie-
ben werden. In der Quantenmechanik liefert die Messung einer Observablen in der
Regel ein ganzes Spektrum von moglichen Ergebnissen, die mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit auftreten. Der Mittelwert dieser Messungen, also der in (1.3.56) definierte
Erwartungswert liefert die Information iiber die vermessene Grofe, bei der alle Quan-
tenfluktuationen ignoriert sind. Deshalb ist es also nur sinnvoll zu fordern, dass fiir die
Erwartungswerte der Observablen die Gesetze der Klassischen Mechanik gelten. Diese
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Forderung wird im Ehrenfestschen Theorem?

e Ehrenfestsches Theorem: Fiir die im Rahmen der Quantenmechanik berechne-
ten Erwartungswerte von Observablen < A > gelten die Gleichungen der Klassi-
schen Mechanik

Zur Erliuterung dieses Theorems betrachten wir die Anderung einer dynamischen Va-
riablen A(p,q) als Funktion der Zeit. In der Klassischen Mechanik erhalten wir, wie
wir bereits im Abschnitt 1.1 in GL.(1.1.8) gesehen haben fiir

dA

= {AH} = X(p,q) . (1.3.61)
Wir nehmen also an, dass die Observable A keine explizite Zeitabhéingigkeit aufweist,
sodass die Zeitableitung durch die Poissonklammer von A mit der Hamiltonfunktion
H gegeben ist und zu einer Funktion X (p, ¢) fithrt. Zum Vergleich betrachten wir jetzt
das Ergebnis fiir die Zeitabhéngigkeit des Erwartungswertes in der Quantenmechanik

d< VAT > d<T

~d|U >
dt dt '

AU > + < UlA

(1.3.62)

Auch hier nehmen wir an, dass der zur Observablen A zugehorige Operator A keine
explizite Zeitabhdngigkeit aufweist sondern die Zeitabhéngigkeit des Erwartungswertes
durch die Bra und Ket Vektoren, < ¥| und |V > gegeben ist. Diese Zeitabhingigkeit
ist durch die Schrodingergleichung gegeben

|V >
dt '

H|U >=ih (1.3.63)

mit A dem Hamiltonoperator des Systems. Fiir den adjungierten Operator Hf gilt
konsequenterweise

<H'U| = < HU|
< U|H
A

— e
< ih—

d
= —th— < V¥|. 1.3.64
th— < | (1.3.64)

3Im Kontext dieser Vorlesung wird das Ehrenfestsche Theorem postuliert und wir werden aus dieser
Forderung die Eigenschaften der Operatoren der Quantenmechanik herleiten. Deshalb konnte man
hier auch eher von einem Postulat sprechen. In der historischen Entwicklung hatte man aber zunéchst
den klassischen Observablen Operatoren zugeordnet und dann gezeigt, dass bei dieser Zuordnung die
Forderung erfiillt wird (siehe z.B. Skript Miither: Physik III). Dies erklirt die Bezeichnung Theorem,
die wir auch hier benutzen wollen
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In der ersten Zeile haben wir ausgenutzt, dass H hermitisch ist. Setzt man die Zeita-
bleitungen der Bra und Ket Vektoren aus (1.3.63) und (1.3.64) in (1.3.62) ein, so ergibt
sich

d < VAV > 1 - 1 i 7
—— = —— < V/HA|V > +— < V|AH|V >
dt ih 1HA i [AH]
1 ~ A NN
1
= <UX|U> . (1.3.65)

Dabei haben wir in der letzten Gleichung den Operator X zur dynamischen Variablen
X aus (1.3.61) eingefiihrt, sodass die Forderung des Ehrenfestschen Theorems erfiillt
ist. Damit ist also das Ehrenfestsche Theorem genau dann erfiillt, wenn wir unsere
quantenmechanischen Operatoren so definieren, dass aus der Beziehung fiir die Klassi-
schen Variablen

{AH} = X(p,q)

automatisch gilt, dass

. 1, .. o
X:%(AH—HA)

beziehungsweise

ihX = AH — HA = [A, H| . (1.3.66)
In dem zweiten Teil dieser Gleichung haben wir die Definition des Kommutators von
zwei Operatoren A und B eingefiihrt in der Form

A A A A

|A,B] = AB - BA. (1.3.67)

Diese Beziehung muss fiir beliebige Observablen A und Hamiltonfunktionen H gelten.
Deshalb fordern wir allgemein fiir den Ubergang von der Klassischen Mechanik zur
Quantenmechanik, dass aus der Poissonklammer von zwei dynamischen Variablen A
und B eine Kommutatorrelation der zugehorigen Operatoren in der Quantenmechanik
folgt in der Form

{ABy=C —  [AB|=inC. (1.3.68)

Man nennt diese Bedingung auch haufig die Quantisierungsbedingung.

Als Beispiel einer Anwendung dieses Quantisierungsprinzips betrachten wir eine ge-
neralisierte Koordinate x und den zughorigen Impuls p. Die Poissonklammer dieser
beiden Groflen gibt den Wert 1, so dass die Quantisierungsbedingung liefert

{z,p} =1 — [z, p] = ih. (1.3.69)
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1.3.2 Orts- und Impulsdarstellung

Im Abschnitt 1.2 hatten wir bereits die Ortsdarstellung eingefiihrt als Entwicklung des
Ket Vektors | > in der Basis der Ortseigenfunktionen mit |z >= z|z > in der Form

|V >= /dx\x >< ¥ >= /dac]x > U(x).

mit den Entwicklungskoeffizienten, bzw. der Wellenfunktion W (z). Die Anwendung des
Ortsoperators in dieser Basis entspricht also der Multiplikation der Wellenfunktion mit
dem aktuellen Argument x

U > — xV(x).. (1.3.70)
In diesem Fall wird also die Kommutatorbedingung von (1.3.69) durch den Operator
h d
H| U ——VU 1.3.71
> — S, (13.71)
erfiillt, denn
h d h d h d
—— |V = z——V(z) — —— (2¥
L R e 1)
h d h(d h d
= z——V()— = —2|V(z) — —x—VU
¥ dx (z) ? <d$x> (z) i dx (z)
= h¥(x).

Der Differentialoperator, der nach (1.3.71) den Impulsoperator in der Ortsdarstellung
definiert ist linear und wie wir am Beipiel (1.2.43) gesehen haben auch hermitisch,
sodass die weiteren Bedingungen fiir einen quantenmechanischen Operator, der eine
Observable reprisentieren soll, erfiillt sind.

Man kann sich auch leicht davon {iberzeugen, dass die Wellenfunktion
‘IJPO =< Q?‘po >= N(]ei%

Eigenfunktion zum Impulsoperator in der Ortsdarstellung ist mit dem Eigenwert py.
Zur Bestimmung der Normierungskonstante betrachten wir das Skalarprodukt

<plpp > = /d:c < plr >< x|py >

.poT

= NNU/dxe’i%e’T
= NNy27hé (p — po) -

In der ersten Zeile dieser Gleichung haben wir die Vollstandigkeitsrelation (1.2.53)
eingesetzt. Definiert man also die normierten Eigenfunktion mit
1

\V21h

po®

e (1.3.72)

U, =< x|py >=
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so gilt
< plpo >=6(p —po) -

Damit kénnen wir jetzt auch die Impulsdarstellung einfithren und entwickeln dazu den
Ket Vektor |[¥ > nach den Impulseigenzusténden

W >= /dp p >< p|¥ >= /dp p > U(p),.

mit den Entwicklungskoeffizienten < p|¥ >= W(p). In diesem Fall erhalten wir fiir die
Operatoren

p¥(p) = p¥(p)
0 (p) hd\if() (1.3.73)
T = ——— : 3.
p i dp p
Zu beachten ist das Minuszeichen in der Darstellung des Ortsoperators, das erforderlich
ist, damit p und & das richtige Ergbenis (1.3.69) fiir die Kommutatorrelation liefern.

Die Funktion ¥(p), die Wellenfunktion in der Impulsdarstellung kénnen wir leicht
bestimmen aus

U(p) =< p|¥ > = /dx <plz >< z|¥ >
= /d:v <zxlp>* V(x)

\/217T_h/dx e U(x) . (1.3.74)

Die Wellenfunktion in der Impulsdarstellung ¥(p) ergibt sich also aus der Wellenfunk-
tion der Ortsdarstellung W (z) durch eine Fouriertransformation nach (1.3.74).
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1.4 Gleichzeitige Messung von Observablen

Bei der Messung einer Observablen A kollabiert der quantenmechanische Zustand in
einen Eigenzustand dieses Operators |a >. Als Beispiel betrachten wir das System ei-
nes Teilchens in einem harmonischen Oszillatorpotential. Der Ausgangszustand sei so
prapariert, dass er durch den Zustand |W > dargestellt wird. Nun weiss man (und wir
werden da auch noch einmal drauf eingehen), dass die Eigenzustéinde des Energieope-
rators also des Hamiltonoperators H im Falle des Harmonischen Oszillators diskrete
Werte E,, = hw(n + 1/2) annehmen

H|®, >= E,|®, > .

Wir konnen den Ausgangszustand |¥ >, von dem wir annehmen, dass er normiert ist
< V|¥ >=1 in der Basis dieser Eigenzusténde entwickeln und erhalten

U >=) 1D, >< |V >=> ¢,|P, >

n

Nimmt man nun an diesem System eine Energiemessung vor, so zwingt man den
Zustand |¥) in einen Energieeigenzustand zu kollabieren. Die Wahrscheinlichkeit, ei-
ne bestimmte Energie E, zu messen, ist dann gegeben durch |c,|> beziehungsweise
| < @,|¥ > |2, Wiederholt man diese Energiemessung viele Male, wobei jedes Mal
der Ausgangszustand |¥ > wieder neu pripariert wird?, so kann man insgesamt eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung erwarten von der Form

p(E)=> 8(E—E,)| < ®,|¥ > |?, (1.4.75)

so wie sie z.B. in Abb. 1.3 dargestellt ist.

Als Physiker wiirde man diese Energieverteilung natiirlich durch den Mittelwert, d.h. den
Erwartungswert des Hamiltonoperators
E = <U|H|U >
= Y E,<V|d, >< D[V >

n
= Z Encfb
n

charakterisieren. Wie wir mit dem Ehrenfestschen Theorem gesehen haben ist dieser
Erwartungswert mit der Energie der Klassischen Beschreibung vergleichbar. Die Quan-
tenmechanik liefert uns aber auch statistische Schwankungen der Einzelmessungen um

4Wird der Zustand nach der Messung nicht wieder neu pripariert, verbleit in dem Eigenzustand
der Messund |®,, > und jede Folgemessung generiert den selben Wert E,,.
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Wahrscheinlichkeit
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Abbildung 1.3: Ergebnis von Energiemessungen am Beispiel des Harmonischen Oszil-
lators, siehe Gl. 1.4.75

diesen Mittelwert. Diese Abweichungen der Einzelmessungen vom Mittelwert werden
durch das mittlere Schwankungsquadrat ausgedriickt

(AE)? = < U|(H-E)?V >
= <U|H)VU > —2E< U|H|U > +E? < U|U >
~—_———— ~——

=F =1
= <VU|HVU > — < U|H|V >?

2
_ yep o <z cgEn>

Allgemein ist also das mittlere Schwankungsquadrat fiir eine Messgrofie A bei einem
Quantenzustand |W > gegeben durch

(AA)? =< U|A%|U > — < U|A|T >2 | (1.4.76)

Liefert nun in einer Messreihe dieser Observablen jede Einzelmessung den gleichen
Wert a,, einen Eigenwert des Operators A, so muf} sich der Zustand des Systems in
dem entsprechenden Eigenzustand befinden. Mathematisch formuliert gilt also:

(AA? =0 = |V)=1d,), (1.4.77)

wobei @, hier den Eigenzustand zum Operator A bezeichnen soll. Man spricht auch da-
von, dass in diesem Fall die Messung einen scharfen Messwert liefert, da die Verteilung
der Abb. 1.3 entsprechend auf eine Delta Funktion reduziert wére.
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Durch eine Messung kollabiert der Zustand auf einen Eigenzustand. Fiihrt man also
Folgemessungen der gleichen Observablen durch ohne das System in den Ausgangs-
zustand zuriickgefithrt zu haben, so wir diese Grofle scharf gemessen. Wie verhélt es
sich jetzt, wenn man 2 Observable scharf messen will? Hat man einen Eigenzustand
zum Operator A prapariert, so wird die Messung einer zweiten Observablen B diesen
Zustand genau dann nicht zerstéren, d.h. kollabieren lassen zu einem neuen Zustand,
wenn der Eigenzustand zum Operator A auch Eigenzustand zum Operator B ist. Zwei
Observable sind also genau dann gleichzeitig scharf messbar, wenn sie ein gemeinsames
Eigenfunktionssystem in der Form

Ala,b) = ala,b)
Bla,b) = bla,b), (1.4.78)

wobei @ und b die zugehorigen Eigenwerte bezeichnen, also komplexe (bzw. da A und
B hermitesche Operatoren sind, reelle) Zahlen.

Wir wollen nun einen wichtigen Satz beweisen, der aussagt, wann diese Situation ein-
tritt.

Satz: Zwel dynamische Variable A und B eines Systems sind genau dann gleichzeitig
scharf messbar, wenn die zugeho¢rigen Operatoren A und B vertauschbar sind

(1{13: EA), oder anders ausgedriickt, wenn der Kommutator dieser Operatoren
[A, B] gleich Null ist.

Wir werden zunéchst zeigen, dass aus der Existenz einer Basis von gemeinsamen Ei-
genvektoren nach (1.4.78) folgt

A, B]=0. (1.4.79)
Wegen (1.4.78) und da A und B lineare Operatoren sind, gilt
AB|a,b) = Ab|a,b) = bA|a,b) = abla,b) . (1.4.80)
Ganz analog gilt aber auch
BAl|a,b) = Bala,b) = aBla,b) = abla,b) . (1.4.81)

Der Vergleich von (1.4.80) mit (1.4.81) zeigt also, dass fiir alle Baiszustéinde gilt: AB
angewandt auf einen Basiszustand liefert das selbe Ergebnis wie BA angewandt auf

diesen Zustand. Damit liefern diese beiden Operatoren fiir alle Zustdnde das selbe
Ergebnis und es gilt AB = BA, was aber auch gleichbedeutend mit (1.4.79) ist.

Der Beweis in der Gegenrichtung (wir nehmen (1.4.79) an und zeigen dass daraus eine
Basis von gemeinsamen Eigenzustinden folgt) ist etwas aufwéndiger. Dazu betrachten
wir eine Orthonormalbasis des Hilbertraumes, bestehend aus Eigenzustdnden von fl,
also

Ala) = ala) . (1.4.82)
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Kommutieren die Operatoren Aund B , so gilt

A(Bla)) = BAla) = a (Bla)) ,
was bedeutet, dass auch (B|a)) ein Eigenzustand des Operators A ist mit dem selben
Eigenwert a.

Fiir alle Eigenwerte a, die nicht entartet sind muss dann dieser Eigenzustand (B|a))
identisch sein mit |a) bis auf eine komplexe Zahl b, es gilt also

Bla) = bla),
was ja bedeutet, dass diese Basiszustéinde gleichzeitig Eigenzustdnde zu B sind.

Ist der Eigenwert a des Operators n-fach entartet, so gibt es n orthogonale Eigen-
zustande zum Operator A mit dem gleichen Eigenwert a
Ala,i) = ala,i) fir i=1...n. (1.4.83)

Diese n Zusténde spannen den Unterraum von Eigenzusténden des Operators A mit
Eigenwert a auf. Da, wie oben gezeigt, auch B|a) zu diesem Unterraum gehort, gilt

n

Bla,i) =" |a,j) (a, j| Bla,i) . (1.4.84)
i=1 X

Wir haben auf der rechten Seite dieser Gleichung praktisch eine 1 eingeschoben, wobei
sich in diesem Fall die Summation auf Basiszustdnde des Unterraumes zum Eigenwert
a beschrankt. Die n x n Matrix Xj;; ist die Darstellung des Operators B in diesem
Unterraum. Bestimmen wir die Eigenzusténde dieser Matrix Xj;;, so haben wir Ei-
genzustinde zum Operator B, die in diesem Unterraum liegen. Diese so bestimmten
Eigenzustinde sind also gleichzeitig Eigenzustéinde zu A und B. Damit haben wir also
auch fiir die entarteten Eigenwerte den notigen Beweis erbracht und den obigen Satz
bewiesen.

Was passiert aber, wenn die Operatoren der Observablen A und B nicht kommutieren?
In diesem Fall schreiben wir fiir den Kommutator der beiden hermitischen Operatoren
Aund B

A, B| =iC. (1.4.85)

Durch die Einfithrung des Faktors ¢ = y/—1 auf der rechten Seite dieser Gleichung wird
gewdhrleistet, dass auch der Operator C' hermitisch ist. Dies sehen wir an der folgenden
kleinen Rechnung:

{[4.8]} = {4B-BA)
: s

- (48) - ()
— BYAT — ATBT
— BA-AB
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Dabei haben wir in der 3. Zeile die Produktregel fiir adjungierte Operatoren (1.2.35)
benutzt und in der 4. Zeile die Tatsache, dass A und B hermitisch sind. Damit wird
deutlich, dass der Kommutator zweier hermitscher Operatoren antihermitisch und ent-
sprechendes fiir die rechte Seite von (1.4.85) nur dann gilt, wenn wir den hermitischen
Operator C' um einen Faktor i ergénzen.

Damit kénnen wir nun die Allgemeine Heisenbergsche Unschérferelation formu-
lieren und beweisen. Diese Unschérferelation besagt, dass fiir zwei hermitesche Opera-
toren, deren Kommutator durch (1.4.85) gegeben ist, fiir die mittleren Schwankungs-
quadrate gilt:

(U|(AA? W) (T[(AB)|V) > il(‘l’\é!‘I’HQ- (1.4.86)

Ist der Operator C also ungleich der Null, so lassen sich Aund B im Allgemeinen nicht
gleichzeitig scharf messen und es gilt fiir das Produkt der mittleren Schwankungsqua-
drate der beiden Messungen die Beziehung (1.4.86).

Zum Beweis dieser Heisenbergschen Unschérferelation erinnern wir uns an die soge-
nannte Schwarz’sche Ungleichung (1.2.17), die ja fiir beliebige Elemente des Hilber-
traumes gilt

(F1£)glg) = [ flg))* (1.4.87)
und betrachten die Elemente
1 = (A= (D))
9) = (B=(B])|v), (1.4.88)

wobei (A) fiir den Erwartungswert von A berechnet fiir den Zustand ¥ steht (entspre-
chendes gilt fiir (B)) . Damit berechnen wir z.B.

(15 = (A= D) v (A (D) v)
= (0] (A— (D) |w)
= (UM D). (1.4.89)

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurde ausgenutzt, dass (A — (A)) hermitesch
ist, wihrend bei dem Ubergang zur letzten Zeile dieses Systems von Gleichungen die
Definition des mittleren Schwankungsquadrats eingesetzt wurde. Entsprechend kann
man auch zeigen, dass

(glg) = (WI(AB)QI\D und
(flo) = (| (A=(A) (B—(B)) ) (1.4.90)

Damit erhélt die Schwarzsche Ungleichung aus (1.4.87) die Gestalt

(U|(AAP?)(B[(AB)]) > (U] (A - (A)) (B - (B)) |w)[*. (1.4.91)
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Zum weiteren Beweis betrachten wir den Operator auf der rechten Seite dieser Unglei-
chung und schreiben ihn in eine etwas kompliziertere Form um

(A () (B-B) = S{(A- (D) (B~ (B)+ (B (B) (4~ (4))
w5 (A=) (B B) - (B (B) (A~ ()}
Die erste Zeile auf der rechten Seite dieser Gleichung enthélt einen Operator, der of-

fensichtlich hermitesch ist und den wir mit £ bezeichnen wollen. Die zweite Zeile auf
der rechten Seite ergibt ausmultipliziert

1, - 1 4
Damit gilt also insgesamt

~

(A= (A) (B—(B))=F+ ;@c (1.4.92)

Die Operatoren F und C' sind hermitesch (siehe (1.4.86)) und damit sind die entspre-
chenden Erwartungswerte reell

A

A1 . ~ 1
(V|F + 520]\11) = (F) + §Z<C>
so dass die rechte Seite der Ungleichung (1.4.91) die Form annimmt

() + SO = 1B + O

> 1|((Z*>|2. (1.4.93)
Die Ungleichung der letzten Zeile ergibt sich dadurch, dass der Summand [(F)|? in der
vorletzten Zeile positiv ist, durch sein Weglassen der Ausdruck als nur kleiner werden
kann. Setzt man dies Ungleichung in (1.4.91) ein, so erhdlt man den Beweis fiir die

Heisenbergsche Unschérferelation in (1.4.86).

|2

Das wohl bekannteste Beispiel fiir die Anwendung der Heisenbergschen Unschérfere-
lation ist natiirlich die Unschérfe zwischen Orts- und Impulsbestimmung, die wir ja
schon mehrfach angesprochen haben. Der Kommutator zwischen dem Impulsoperator
p und dem zugehorigen Ortsoperator Z berechnet sich nach der kanonischen Quanti-
sierungsbedingung (1.3.69)

[z, p] =ih (1.4.94)
In der Nomenklatur der Gleichung (1.4.85) ist also in diesem Fall der Operator C gege-
ben durch die Zahl . Damit ergibt sich also fiir das Produkt der Schwankungsquadrate
in der Heisenbergschen Unschérferelation (1.4.86)

(1.4.95)

2 2 h2
(Ap)(Aa) = .
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Héaufig wird allein diese Beziehung als Unschérferelation bezeichnet. Hier soll aber

festgehalten bleiben, dass diese Beziehung nur ein Spezialfall der allgemeinen Relation
(1.4.86) darstellt.
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1.5 Stationire Losungen der Schrodingergleichung

In diesem Abschnitt und ebenso in den meisten der folgenden Abschnitte wollen wir
uns mit Systemen beschéftigen, die durch eine Hamiltonfunktion beschrieben werden,
die nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt. Fiir die Bewegung von Massenpunkten in
einem Potential bedeutet dies, dass das Potenzial V' sich nicht mit der Zeit d&ndert. In
diesem Fall konnen wir spezielle Losungen, die sogenannten stationdren Losungen der
Schrodingergleichung (1.3.63) finden. Es gilt ndmlich

Satz: Ist die Hamaltonfunktion, beziehungsweise der entsprechende Hamiltonoperator
H nicht explizit zeitabhdngig, so besitzt die Schrodingergleichung stationire
Losungen der Form:

U(t) >= |Dp > fu(t) = |y > e B/ (1.5.96)

Dabei bezeichnet der Bra - Vektor |®p > einen Figenzustand des Hamiltonope-
rators H mit dem FEnergieeigenwert E

H|dp >= F|®g > (1.5.97)
Man bezeichnet diese Gleichung auch als stationdren Schrodingergleichung.

Zum Beweis dieses Satzes betrachten wir eine konkrete Basis dieses Hilbertraumes also
z.B. die Ortsdarstellung charakterisiert durch eine Koordinate x. In diesem Fall wird
der Zustandsvektor des Systems dargestellt durch die Wellenfunktion die stationére
Losung (1.5.96) besitzt die Darstellung

< 2 W(t) >=W(a,t) = () fut).

faktorisiert in einen Ortsanteil ®(x) und eine zeitabhéngige Funktion fg(t). Wir wol-
len nun verifizieren, dass diese stationére Losung eine Losung der Schrédingergleichung
ist, und setzen diese dazu ein:

Hos()fs(t) = i E O
71 g ) = x) 1 de(t)
(0 [ol0) fe(t) HOp(x) Cp(z) ih—0—.

Beim Ubergang zur zweiten Zeile wurde ausgenutzt, dass der Hamiltonoperator H nur
auf den Ortsanteil der Wellenfunktion wirkt. Ausserdem wird in dieser Zeile angedeutet,
dass wir im néchsten Schritt die beiden Seiten der Gleichung jeweils von links mit der
Inversen der Wellenfunktion multiplizieren wollen. Dies fiihrt zu

1 dfe(t)
o) ih .

1 A
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Ist der Hamiltonoperator zeitunabhéngig, so héngt die linke Seite dieser Gleichung
allenfalls von der Ortskoordinate = ab, ist aber unabhéngig von der Zeit ¢. Die rechte
Seite ist aber unabhéngig von z. Die Gleichung kann also nur dann erfiillt sein, wenn
beide Seiten eine Konstante E ergeben, die weder von z noch von ¢ abhédngt. Es gilt
also

q)l(x)ﬁ[@E(x) =E = Hdp(r) = Edp(x) (1.5.98)
fEl(t) mdet(t) b= ihdfs,ft) = Efi(t) (1.5.99)

Die erste dieser beiden Gleichungen, die erfiillt sein miissen, damit der Produktansatz
(1.5.96) eine Losung der Schrodingergleichung ist, ist gerade die stationédre Schrodin-
gergleichung (1.5.97). Sie besagt, dass die gesuchte Funktion ®g(x) eine Eigenfunktion
des Hamiltonoperators H zum Energieeigenwert F ist.

Die zweite Gleichung (1.5.99) ist eine Differentialgleichung zur Bestimmung von fz(t).
Durch Einsetzen verifiziert man leicht, dass

fE(t> _ e—iEt/h

die (bis auf einen konstanten Faktor) eindeutige Losung dieser Gleichung ist.

Fiir diese stationédre Losung gilt, dass der Erwartungswert des Hamiltonoperators gleich
dem Energieeigenwert F ist. Fiir den Erwartungswert des Hamiltonoperators wie auch
fiir die Erwartungswerte aller anderen Observablen, die nicht explizit von der Zeit
abhéngen, gilt dariiber hinaus, dass die Erwartungswerte unabhéngig von der Zeit
sind. Sei A ein solcher Operator, den wir einer Observablen zuordnen, so gilt ndmlich
fiir den entsprechenden Erwartungswert:

< WA > = / dx eHEUNDY () Ad ()~ B/
= < (I)E|A|(I)E > .

Ist also die Observable A z.B. die x-Koordinate eines Teilchens in einem Potential-
topf, so liefert die stationéire Losung einen konstanten Erwartungswert fiir diese Grofle.
Ahnliches gilt fiir die anderen Koordinaten. Da nach dem Ehrenfestschen Theorem
diese Erwartungswerte mit den klassischen Gréflen zu identifizieren sind, liefert uns
die Quantenmechanik mit diesen stationédren Losungen eine Beschreibung des Systems
mit einer Energie F, die grofer als die niedrigste Energie des Systems ist, bei der sich
aber die Teilchen nicht bewegen. Solche Losungen sind erforderlich, um z.B. Quan-
tenzustande eines Atoms zu realisieren, bei denen keine elektromagnetischen Wellen
abgestrahlt werden, obwohl sich ein Elektron in einem Zustand mit nichtverschwinden-
dem Drehimpuls befindet.
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Dementsprechend gilt auch fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte p(z,t) ein Teilchen an
einer Position x zu detektieren im Fall einer stationédren Losung

plz,t) = <U(t)|x >< z|U(t) >
= [p(t)Pp(2)Pp(x) fu(t)
= OL(z)Pp(x) (1.5.100)

dass diese zeitunabhéngig ist. Zur Beschreibung von klassischen Bewegungen
sind einfache stationire Losungen der Schrédingergleichung nicht geeignet.

Wir betrachten deshalb die Uberlagerung von verschiedenen stationiren Losungen mit
unterschiedlichen Energien £

U >=> ¢|Up; > (1.5.101)

J

wobei die einzelnen Komponenten Losungen der zeitabhingigen Schréodingergleichung
. d
H|\I’E] >= Zh%hIJE] >, (15102)

sind. Da der Hamiltonoperator H ein linearer Operator ist, gilt

HY > = HY ¢j|Vg; >
J

= Y ¢H[Vg; >

J
d

— ZCjih*|‘Iij>
r dt

= 1 di ; Cj| ¥ Ej

d

= th—|U

! dt| -

d.h. ist auch die Uberlagerung (1.5.101) eine Losung der Schrodingergleichung. Als
Beispiel fiir eine solche Losung nehmen wir also den Fall mit ¢; = ¢y =1/ V2 also

1 } .
U(x,t) = — (CI>1(x)e_ZE1't/h + (IDQ(x)e_ZEQ't/h)

V2
so gilt fiir die Teilchendichte
plz,t) = U (z,t)V(z,t)

1 . ,
= 3 (®7®1 + 3Dy + BBoe’ 1 EN 4 PPy /B2 EON) (1.5.103)
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Die Wahrscheinlichkeitsdichte, die sich aus der Uberlagerung von zwei oder mehreren
stationdren Losungen mit unterschiedlichen Energien E; ergibt, zeigt eine Zeitabhéngig-
keit und ist somit in der Lage auch Bewegungsablaufe zu beschreiben.

Betrachtet man die zeitliche Anderung dieser Wahrscheinlichkeitsdichte

© e = & (e 900)
— {(Z\D*(m, t)} U(z,t) + U*(,t) {jt‘l’(%t)}
- ;; {(hHW*} ¥ + ;1\11 {nHWV}

~ " A —wan

2mi
L h[dfdv v d [ Ay de
2mi | dx dx dx dy dy dy
d dv dv*
— Y — U . 1.5.104
+dz{ dz dz H (15.104)

Zu den einzelnen Rechenschritten in dieser Folge von Gleichungen ist anzumerken,
dass bei dem Ubergang zur 3. Zeile die Schrédingergleichung in der Form (1.3.63)
und (1.3.64) angewandt wurde und beim Ubergang zur 4. Zeile der Hamiltonoperator
fiir die Bewegung eines Teilchens der Masse m in 3 Raumrichtungen z,y,z in der
Ortsdarstellung angenommen wurde

Rl & &
H = = — | — R R V
2m [dﬁ + dy? + d221 +V(w.9,2)
—h2

Die Beitriige von den Potentialtermen in H eliminieren sich bei dem Ubergang von der
3. zur 4.Zeile in (1.5.104) gegenseitig.

Zusammenfassend kénnen wir (1.5.104) auf die Form bringen

jtp(:c,t) = -V-j mit j= ;m (U Ve - oV} (1.5.106)
Dies entspricht der Kontinuitétsgleichung fiir die elektrische Ladung in der Elektrody-
namik mit dem Unterschied, dass p in (1.5.106) die Wahrscheinlichkeitsdichte und j
die zugehorige Wahrscheinlichkeitsstromdichte der Quantenmechanik bezeichnet. Die
Kontinuitétsgleichung (1.5.106) belegt damit, dass mit diesen Definitionen fiir p und j
in der Quantenmechanik die Erhaltung der Wahrscheinlichkeitsdichte gilt.
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Zur Veranschaulichung dieser Begriffe betrachten wir eine stationédre Losung fiir ein
freies Teilchen in der Form

0
(7, 1) = e it = gihzpmivt fiir k=1|o0]. (1.5.107)
k

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass diese Wellenfunktion eine Figenfunktion
zum Impulsoperator k, ist mit

P,V (7, t) = dedZ\II(F, t) = hkV(7,t),
also dem Eigenwert fiir p, = hk und Eigenwerten p, = p, = 0, also einem Impuls in
z-Richtung vom Betrag hk. Dartiber hinaus ist die Wellenfunktion (1.5.107) aber auch
Eigenzustand zum Hamiltonoperator von (1.5.105) mit V' = 0 und einem Energieei-
genwert
(hk)?

E = hw =
v 2m

Y

sodass (1.5.107) in der Tat eine stationére Losung der Form (1.5.96) fiir die entspre-
chenden Schrodingergleichung darstellt. Wie wir bereits gesehen haben ist die Wahr-
scheinlichkeitsdichte einer stationdren Losung immer unabhéngig von der Zeit (siehe
(1.5.100)), dies gilt natiirlich insbesondere auch fiir (1.5.107)

p= U7 H)0(7t) = 1.

Auch bei dem zugehorigen Strom j erginzen sich die zeitabhéngigen Faktoren in
(1.5.107) zu einer 1 und wir erhalten

0

. h Lo oS h
j — : {e—zkzvezkz o ezkzve—zkz} =10
2ms m\ g

Dieser Strom ; ist nicht nur zeitlich konstant, sonder auch quellfrei
V-j=divj=0,

man spricht von einem stationdren Strom. Dieses Beispiel verdeutlicht, dass stationére
Losungen der Schrodingergleichung zu einer nichtverschwindenden Stromdichte fithren
koénnen, allerdings dann zu einem stationéren Strom, sodass die Kontinuitdtsgleichung
(1.5.106) erfiillt bleibt.
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1.6 Einfache Potentiale

Betrachten wir als ein erstes Beispiel fiir die stationére Losung der Schrédingergleichung
den Fall, dass sich ein Teilchen der Mass m in einem konstanten Potential V' bewegt.
Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung hat dann in der Ortsdarstellung die Form

{—hzd2+V}<I>(x) = Ed(x)

2m dx?
R 2
beziehungsweise - (f) - h—f‘(v — E)®(z) (1.6.108)
' 2

Fiir dies Differentialgleichung zweiter Ordnung gibt es zwei linear unabhéngige Losun-
gen
Oy (x) = e und Oy(z) = e (1.6.109)

Je nachdem welches Vorzeichen die Konstante o?, die wir in (1.6.108) definiert haben,
besitzt, sind diese Losungen ganz unterschiedlich. Wir unterscheiden:

V > E: Dieser Fall ist in der klassischen Mechanik ausgeschlossen. Da sich die Energie
E als Summe aus potenzieller Energie V' und der positiv definiten kinetische
Energie ergibt, muss E grosser als V' sein. Auch in der Quantenmechanik gibt es
in diesem Fall keine akzeptable Losung, wenigstens nicht wenn V' im gesamten
Intervall —oo < z < oo definiert ist. In diesem Fall ist a? positiv, a also reell.
Je nach Vorzeichen von « divergiert aber dann die Losung (1.6.109) entweder fiir
x — oo oder fiir x — —o0. Das bedeutet, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
fiir diesen Wert von x divergiert, beziehungsweise, dass die Wellenfunktionen
nicht normierbar sind. Deshalb konnen wir diese Losungen als unphysikalisch
verwerfen.

V < E In diesem Fall ist o2 negativ, o also rein imaginir. Dies bedeutet, dass die Losun-
gen (1.6.109) die Form annehmen

1 .
@1/2(1’) — e:tzk:v

\ 2T
2m

mit k= ?(E -V) (1.6.110)
Diese Losungen entsprechen gerade den ebenen Wellen, sind also identisch mit
den Losungen des freien Teilchens (V' = 0). Allerdings wird die Wellenzahl k
durch ein attraktives Potential (V' < 0) vergrossert beziehungsweise verkleinert
durch ein repulsives Potential. Anstelle dieser komplexwertigen Wellenfunktion
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A

Abbildung 1.4: Darstellung des Kastenpotentials aus (1.6.112). Die Abbildung enthélt
auch die schematische Darstellung einer Wellenfunktion fiir £ < V'

aus (1.6.110) konnen wir natiirlich auch die beiden Linearkombinationen

Py (x) = \}5 [@1(x) + Po(2)] = \/Z_W {eikw + e_ikx} = \/1% cos kx
Bo(z) = \/127 @1(2) = ()] = - 147r (e — o] = _ginka (1.6.111)

NG

als Satz von linear unabhéngigen Losungen betrachten.

Als weiteres Beispiel wollen wir nun fiir das Potential annehmen

V(w):{o firo<az<d

1.6.112
V'  sonst ( )

das auch in Figur 1.4 dargestellt ist. Speziell wollen wir eine Losung fiir ein Teilchen
mit einer Energie £ < V suchen, das also im Potentialtopf zwischen x = 0 und x = d
gebunden ist. Zur Losung dieses Problem betrachten wir zunéchst isoliert voneinander
die 3 Bereiche, die in der Abbildung 1.4 skizziert sind:

Bereich I: —o0<z<0
Bereich II: 0<z<d
Bereich I1I: d<x<oo

In diesen drei Teilbereichen ist das Potential jeweils konstant, wir konnen also die
Ergebnisse des gerade diskutierten Falles V' =konst iibernehmen. Fiir den Bereich I
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(E < V) erhalten wir also als allgemeine Losung eine Linearkombination der zwei
Losungen aus (1.6.109)
Py(z) = age™ 4 bre™** (1.6.113)

2
a= ,/h—?w—m (1.6.114)

Dieser Ansatz gilt im Berich I also fiir —oo < x < 0. Folglich muss by = 0 sein, da
sonst die Funktion fiir + — —oo divergieren wiirde. Analog gilt im Bereich III

mit

(I)IH(I') = CLHIG(M + blﬂeﬂm (1.6.115)

mit dem gleichen Wert fiir a. Diese Wellenfunktion soll aber im Bereich d < x < oo
gelten; also muss ayyp = 0 sein. Im Bereich II, hier ist £ > V(x) = 0, setzen wir als
allgemeine Losung der stationdren Schrodingergleichung eine Linearkombination der
Losungen (1.6.111) an:

Py1(z) = agpcoskr + byysinkz mit k= QggE (1.6.116)
Zur Losung des Problems miissen die 4 Konstanten ap, ayp, by und by bestimmt
werden. Dazu vergegenwértigen wir uns, dass es zur Losung der Schrodingergleichung
im gesamten Raum nicht ausreicht, diese isoliert in den einzelnen Teilbereichen zu
16sen. Die Schrodingergleichung ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung im gan-
zen Raum, die Wellenfunktion und deren erste Ableitung sollten also an Ubergéngen
zwischen 2 Bereichen stetig sein. Wir erhalten also 4 Bestimmungsgleichungen:

q)I({l? = 0) = (I)H(O) sowie (I)H({E = d) = (I)HI(d) (1.6.117)

ey _ 4% 1| _ 40m

I (x=0) T (0) sowie T (x =d) I (d) (1.6.118)

Ausserdem soll die Wellenfunktion auch noch normiert sein:
0 d 0o
1= [ _droj (@) + /O dz B3 Py (x) + /d dz ®i Pppy (o) (1.6.119)

Wir haben also 5 Gleichungen (1.6.117 - 1.6.119) zur Bestimmung von den 4 Unbe-
kannten. Es ist klar, dass dieses Problem im allgemeinen Fall keine Lésung besitzt. Wir
kénnen nur bei einigen wohldefinierten Werten fiir die Energie £ und damit fiir o in
(1.6.114) bzw. k in (1.6.116) eine Losung erwarten.

Ein Beipiel fiir eine solche Wellenfunktion in den Bereichen I - III mit stetigen Uber-
gingen an den Schnittstellen ist in der Abbildung 1.4 skizziert. Man sieht an dieser
Skizze, dass die Wellenfunktion auch in den Bereichen I und III nicht vollstéindig ver-
schwindet, sie fillt exponentiell ab. Das Teilchen hat also auch in den Bereichen, in
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denen es sich nach den Gesetzen der Klassischen Mechanik nicht aufhalten kann, eine
gewisse Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Die Eindringtiefe ist proportional 1/« ist also
grosser, je kleiner die Energiedifferenz V' — E.

Es gibt also fiir Teilchen, die in einem Potentialtopf gebunden sind, nur Lésungen
bei einzelnen diskreten Energien: Zwar gibt es bei jeder Energie 2 linear unabhéngi-
ge Losungen der Schrodingergleichung, da diese ja eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung ist. Fiir ein lokalisiertes Teilchen muss die Wellenfunktion aber Randbedin-
gungen fiir + — oo und x — —oo erfiillen. Hinzu kommt die Forderung nach der
Normierung der Wellenfunktion. Eine Losung dieses Problems ist nur bei einzelnen
Energien moglich.

Dies kann man sich am oben diskutierten Beipiel (1.6.112) im Grenzfall V' — oo einfach
veranschaulichen. In diesem Fall gilt & = oo, die Eindringtiefe der gebundenen Teilchen
in die klassisch verbotenen Bereiche I und I1I wird 0 und die Wellenfunktionen in diesen
Bereichen verschwinden identisch: &1 = &y = 0. Damit ergeben sich auch fiir die
Wellenfunktion im Bereich II die Randbedingungen

¢11(0) = @p1(d) = 0.

Damit ergibt sich im Ansatz (1.6.116)

a;p=0 und kd:mr<—>k::%r
Durch diese Bedingung an k bekommen wir in diesem Fall iiber (1.6.116) auch direkt
die Werte fiir Energien, fiir die eine solche Losung gefunden wird. Es sind dies die
diskreten Energiewerte
h? nr?
E,=—k = 2 1.6.12
" ka" omdz (1.6.120)
Im Bereich IT sind die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators also gegeben durch

<zn >= &, (x) = ¢, sink,x.

Die Normierungskonstante ergibt sich aus der Bedingung

1 = dx @} (z)P(z)

C, = -

Die normierten Eigenfunktionen

nm

2
< zln >= d,(x) = \/;sin knx mit  k, = i (1.6.121)
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A
Dichtep Potential V

pA°

Abbildung 1.5: Darstellung der Potentialschwelle (1.6.122). Die Abbildung enthélt auch
die schematische Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichten in den 3 Bereichen I - II1

bilden nach unseren allgemeinen Uberlegungen im Abschnitt 1.2 ein volssténdiges Or-
thonormalsystem. In diesem konkreten Fall bedeutet Orthonormalsystem

9 rd
Opm =< m|m >= &/ dr sink,x sink,,x .
0

Die Vollsténdigkeit besagt, dass wir jede Funktion f(z) =< z|f > mit f(0) = f(d)
darstellen konnen in der Form

<zlf >=> <zln><n|f >,
n

oder anders dargestellt

f@) =2 ®n(2)fn,

n

fn= \/g/oddac sink,x f(x).

1.6.1 Tunneleffekt

mit den Koeffizienten

Als ein weiteres Beispiel fiir die Behandlung von quantenmechanischen Effekten mit
stiickweisen konstanten Potentialen, wollen wir betrachten, wie sich ein Teilchen an
einer Potentialschwelle verhilt. In diesem Fall betrachten wir ein Potential der Form
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V(x):{v firo0<az<d

(1.6.122)
0 sonst

und ein Teilchen der Masse m mit einer Energie E. die kleiner sein soll als der Wert
der Potentialschwelle V' (siche Abb. 1.5). Im Rahmen der klassischen Mechanik kann
sich ein solches Teilchen deshalb entweder nur auf der linken Seite der Schwelle, also im
Bereich I oder auf der rechten Seite der Schwelle also im Bereich I1I aufhalten. Nehmen
wir also an, dass das Teilchen sich im linken Bereich I aufhélt. In der Quantenmechanik
wiirde ein solches Teilchen mit der Energie
PP
2m

und einem zugehorigen Impuls p = hk beschrieben durch eine ebene Welle
Py(z) = Ae™,
und hétte also iiberall in diesem Bereich die Wahrscheinlichkeitsdichte
pp = A°
Im Bereich II, also im Bereich der Schwelle hat die Wellenfunktion die Form

h2
o = Ae™ " ' =\/—(V —-FE).
17() e mit a 2m(V )

Damit konnen wir im Bereich 111 eine Wellenfunktion der Form
Pypp(x) = ae*te= mit o= Ae

stetig an die Funktion im Bereich II anpassen. Damit ergibt sich also auch fiir den
Bereich III, in dem sich ja das Teilchen klassisch nicht aufhalten darf eine von Null
verschiedene Wahrscheinlichkeitsdichte. Man sagt, das Teilchen ist durch die Potential-
barriere getunnelt. Die Tunnelwahrscheinlichkeit oder der entsprechende Trans-
missionskoeffizient ergibt sich zu

2

PIIT _ @ —2ad

T=tl_° _ 24 (1.6.123)

pp A

Dieser Tramsmissionskoeffizient fallt also exponentiell mit der Breite der Schwelle d
ab.
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1.7 Der Harmonische Oszillator

Als erstes nichttriviales Beispiel fiir die Losung der stationdren Schrédingergleichung
wollen wir die Bewegung eines Teilchens im Potential des Harmonischen Oszillators
1 1
V(z) = 5/{:52 = §mw2x2 (1.7.124)
behandeln. Dieses Beispiel des Harmonischen Oszillators ist in der Mechanik wie in der
Quantenmechanik sicher auch deshalb sehr beliebt, da man die Bewegungsgleichungen
fiir ein Teilchen der Masse m in einem Oszillatorpotential recht einfach 16sen kann. In
der Klassischen Mechanik ergibt sich fiir die Position des Teilchens z als Funktion der
Zeit
x(t) = Acoswt + Bsinwt, (1.7.125)
also eine Uberlagerung von einer Cosinus und Sinusschwingung mit der Winkelge-

schwindigkeit
K

W= ] =
m

(siche auch (1.7.124)). Die Konstanten A und B in (1.7.125) lassen sich dann durch

die Anfangsbedingungen, also den Ort und die Geschwindigkeit des Teilchens zur Zeit

t = 0, eindeutig festlegen. In diesem Abschnitt werden wir den Harmonischen Oszillator

in 3 unterschiedlichen Darstellungen behandeln. Natiirlich sind die Ergebnisse dieser

3 Versuche, die stationére Schrodingergleichung zu 16sen identisch, bzw. sie ergédnzen

sich.

1.7.1 Ortsdarstellung

Als erste Darstellung betrachten wir die stationédre Schrodingergleichung in der Orts-
darstellung. Dies bedeutet, das wir die Eigenzustdnde des Hamiltonoperators |n >
entwickeln in der Basis der Ortseigenzusténde | > und als Ergebnis fiir diese Entwick-
lungskoeffizienten die entsprechenden Wellenfunktionen erhalten

< zxln >= d,(x).

Der Hamiltonoperator

R p? 1
wird durch die Substitution
R . h d
T=> und D= ——
i dx
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Zur Losung dieser Differentialgleichung fithren wir eine geeignetere Variable ein mit

.= (1.7.128)

2
b= ¢h - \/ hCZ (1.7.129)
mw mcew

Die zweite Gleichung nutzen wir zur Abschéatzung der Dimension von b. Da die Licht-
geschwindigkeit ¢ die Dimension [Lénge / Zeit], das Produkt hc [Energie x Lénge], die
Winkelgeschwindigkeit w [1 / Zeit] und mc? einer Energie entspricht, ergibt sich fiir die
Ostzillatorldnge b also die Dimension einer Lénge und die Variable ¢ ist dimensionslos.
Substituiert man die Koordinate x in (1.7.127) durch ¢ ergibt sich die Differentialglei-
chung

und der Oszillatorléange

hwd*®  hw ,
———— 4+ —q¢P=FE?
2> dg 2
Aus dem Vergleich der linken mit der rechten Seite dieser Gleichung ersieht man, dass
hw die Diemension einer Energie E besitzt. Dividiert man diese Gleichung durch hw /2
so ergibt sich die Differentialgleichung zur Bestimmung von

d*®(q)
dg?

_2E

= ¢*®(q) — €D it = —
¢*®(q) — eP(q) mit e hw

(1.7.130)

Zur Losung dieser Differentialgleichung betrachten wir diese zunéchst einmal im asym-
ptotischen Bereich ¢*> — oo. In diesem Grenzfall ist auf der rechten Seite von (1.7.130)
die Konstante € vernachliissigbar gegen ¢* und es ergibt sich fiir ®(g) in diesem asym-
ptotischen Bereich die Lésung

B(q) = ae**/? (1.7.131)

q*—00

Von diesen beiden Losungen fiir das asymptotische Verhalten miissen wir die Losung
® = aexp(+4?/2) verwerfen. In diesem Fall wiirde sich ja fiir die Wahrscheinlichkeits-
dichte p = ®*® ein divergierender Wert im Grenzfall ¢ beziehungsweise z = 400,
was natiirlich dem zu beschreibenden Objekt, Teilchen gebunden in einem Oszilla-
torpotential, wiederspricht. Es sind also die physikalischen Anforderungen, die diese
mathematisch mogliche Losung ausschliessen. Damit ergibt sich fiir ®(q) der Ansatz

®(q) = h(g)e "/ (1.7.132)

Die unbekannte Funktion h(g) darf keine Pole besitzen, damit die Wahrscheinlich-
keitsdichte p an keiner Stelle divergiert. Somit kann h(q) also durch eine Taylorreihe
entwickelt nach Potenzen von ¢ dargestellt werden. Die Funktion h(q) darf auflerdem
fiir groBe Werte von |¢| nicht so dominant werden, dass notwendige asymptotische Ver-
halten ®(q) ~ exp(—¢*/2) im Bereich ¢*> — oo gestort wird. Daraus ergibt sich dass
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die Taylorreihe fiir 2(g) nur Terme mit endlichen Potenzen ¢" enthalten darf®, sodass
h(q) also durch ein Polynom vom Grade n

h(q) = Xi: a,q” (1.7.133)

dargestellt wird. Setzt man den Ansatz (1.7.132) in die Differentialgleichung (1.7.130)
ein, so ergibt sich

&hdh oy

— [QO — eh} Pk
Nach Multiplikation dieser Gleichung mit exp(+¢?*/2) erhiilt man

ddf;@ — 2qd};(;) +(e=1)h(q) = 0.

Setzt man in diese Bestimmungsgleichung fiir £(¢) den Polynomansatz (1.7.133) ein so
ergibt sich

n

Z v(v — 1)ayq”_2 — Z ZMan“_l +(e—1) Z axq” =0
k=0

v=2 pn=1

Die Summationsindices v, 4 und x werden nun so umbenannt, dass die Exponten von
q sich entsprechen

n

> ¢ (v +2)(v + Davsr — 2va, + (e = Da,] = 0

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist genau dann identisch 0 fiir alle Werte von g,
wenn die Ausdriicke in den eckigen Klammern fiir alle v identisch 0 sind. Dies ergibt
eine Rekursionsformel fiir die Koeflizienten a,

2 —e+1
v+2)(v+1)

(1.7.134)

Qy42 = au(

Damit diese Rekursionsformel Koeffizienten ungleich null nur liefert fiir Indices v < n,
mit n dem Grad des Polynoms h (siche (1.7.133)) ergibt sich

2n—e+1
ani2 =0 =a, bei a, #0
2 (n+2)(n+1) 7

Eine etwas sorgfiltigere Analyse dieses asymptotischen Verhaltens findet sich z.B. im Kapitel 5
des Buches “Quantenphysik” von S.Gasiorowicz
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Abbildung 1.6: Die Wellenfunktionen des Harmonischen Oszillators fiir n=0,1,2,3

Damit also die Schrodingergleichung der Form (1.7.132) mit einem Polynom vom end-
lichen Grade n existiert muss also gelten

2n—e+1=0

beziehungsweise ergibt sich mit (1.7.130) fiir die Energie dieser stationdren Losung

hw
E, = 7‘”6 - 7‘”(271 +1) (1.7.135)

Wir erhalten also auch fiir ein Teilchen, dass im Potential eines Harmonischen Oszilla-
tors gebunden ist stationdre Losungen der Schrodingergleichung nur fiir die diskreten
Energien, die (1.7.135) erfiillen. Die Polynome h,,(q) die bis auf eine Konstante durch
die Rekursionsformel (1.7.134) definiert sind heissen Hermite Polynome.

Im Folgenden sollen zunéchst die Eigenschaften der stationdren Loésungen des Harmo-
nischen Oszillatorproblems fiir einige niedrige Werte von n diskutiert werden.

n=0 Die niedrigste Energie, die (1.7.135) geniigt ergibt sich fiir n = 0:

_w

o= (1.7.136)
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Die zugehorige Wellenfunktion ergibt sich aus (1.7.132), wobei fiir h(q) ein Poly-
nom vom Grade n = 0, also eine Konstante einzusetzen ist:

q2 22

Dy = ape” T = age 22 (1.7.137)

(vergleiche die Definition von ¢ in (1.7.128)). Die Konstante aq ergibt sich aus
der Normierungsbedingung

+oo
1 = / di @3 () Do ()
_Oo—i—oo 2

2 —z_
= ap dre v

—0o0

= atby/T

Die resultierende Wellenfunktion ®¢(x) ist in Abbildung 1.6 dargestellt. Die Or-
dinate fiir die Darstellung der Wellenfunktion ist dabei so gewahlt, dass sie die
Parabel des Harmonischen Oszillatorpotentials an der Stelle zy schneidet, an der
die Energie Ej gerade der potenziellen Energie entspricht

hw 1 5,
Ey = 5 = oMW Ty
Klassisch ist ein Aufenthalt des Masseteilchens verboten an Stellen mit |z| > g
da dies eine negative kinetische Energie erfordern wiirde. Wir beobachten aber
auch hier, dass die Wahrscheinlichkeitsamplitude ®y(x) durchaus von 0 verschie-
den ist in diesem klassisch verbotenen Bereich. Ahnliches gilt natiirlich auch fiir
die im folgenden diskutierten Zustdnde mit n > 0.

Die Energie fiir das Masseteilchen im ersten angeregten Zustand des Oszillator-
potentials ergibt sich aus (1.7.135) fiir n = 1 mit £y, = 3/2hw. Entsprechend
hoher liegt auch die Ordinate zur Darstellung der Wellenfunktion @4 (z) in Figur
1.6. Als Ansatz fiir die Wellenfunktion schreiben wir

x o2

(I)l(.%‘) = [alb + CL():| e 262
Die Rekursionsformel (1.7.134) fiir die Koeffizienten a,, liefert bei der Energie F;
fiir a3 und damit auch fiir as, a; usw. den Wert 0. Wére ay von Null verschieden, so
wiirden sich auch fiir alle anderen Entwicklungskoeffizienten zu graden Potenzen
von x von Null verschiedene Werte ergeben. Dies steht aber im Widerspruch
zum Ansatz, dass h(q) in (1.7.132) ein Polynom endlichen Grades ist. Also muss
ap = 0 sein. Dieses Beispiel ldsst sich verallgemeinern: Das Polynom h(q) kann
entweder nur gerade Potenzen in ¢ beziehungsweise x oder nur ungerade Potenzen
besitzen, da sich bei vorgegebener Energie jeweils nur eine Abbruchbedingung fiir
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die Koeffizienten a, ergibt. Der einzig noch unbekannte Koeffizient a, ergibt sich
wieder aus der Normierungsbedingung fiir die Wellenfunktion und man erhélt

1 xXr 22

Oy (1) = ——2 ¢ a2 (1.7.138)

V27 b

also eine Wellenfunktion mit genau einer Nullstelle (abgesehen vom asymptoti-
schen Verhalten bei |z| — 00) bei x = 0. (siehe auch Abbildung 1.6).

Fiir n=2 ergibt sich die Energie Ey = 5/2 hw und das Polynom h(q) im Ansatz
fiir die Wellenfunktion (1.7.132) sollte nur Terme mit geraden Potenzen von ¢
enthalten bis maximal v = 2. Wir kénnen also schreiben

q2
Oy (x) = agp {1 + azqﬂ e 7.
Qo
Die Rekursionsformel (1.7.134) liefert das Verhéltnis

%_0—5+1_
CLO— 2 N

-2

und die Konstante ay wird wieder durch die Normierung der Wellenfunktion

festgelegt. Dies ergibt

2 2 22

By (1) = [1 - 2:”21 e e (1.7.139)
8b b

S

also eine Wellenfunktion mit 2 Nullstellen fiir endliche Werte von x. Entsprechend
konnen auch die Wellenfunktionen fiir gréflere Werte von n konstruiert werden.

Allgemein ergibt sich fiir die Wellenfunktionen des eindimensionalen Harmonischen
Oszillators die Ortsdarstellung der Zustdnde zum Energieeigenwert

1
E, =hw (n + 2) , (1.7.140)

mit den Hermite Polynomen H,,

mit

(1.7.141)

q:g und b=+ —.

An dieser Stelle soll noch einmal die Tatsache aufgegriffen werden, dass die Hermite
Polynome h(q) im Ansatz fiir die Wellenfunktion (1.7.132) (bzw. H,(q) in (1.7.141))
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entweder nur gerade oder nur ungerade Potenzen von ¢ enthilt. Wie man auch aus
der Abbildung 1.6 entnehmen kann fiithrt dies ja dazu, dass die Wellenfunktionen fiir
gerade Werte von n spiegelsymmetrisch um den Punkt x = 0 sind. Fiir ungerade Werte
von n kehrt sich bei einer Spiegelung am Koordinatenurpsrung genau das Vorzeichen
der Wellenfunktion um. Es gilt also in jedem Fall die Symmetriebedingung

D, (—2) = (—)"Dy(z). (1.7.142)

Dieses verhalten konnen wir auch sehr elegant mit Hilfe des Spiegel- oder Paritdtsoper-
tors P beschreiben. Dieser Paritdtsoperator angewandt auf eine Funktion oder einen
Differentialoperator dndert die Koordinate x in —z, bzw. auch den Ableitungsoperator
gemaf

d d

de  dz’

Entsprechend gilt fiir die Orts- und Impulsoperatoren

Pr =—x und

Pi=—2 und Pp=—p. (1.7.143)
Die Gleichung (1.7.142) kann also umgeschrieben werden in
P, () =P,(—2x) = (—)"Pp(x). (1.7.144)

Die Oszillatorzustdnde sind Eigenzusténde zum Paritdtsoperator mit dem Eigenwert
(—)™. Man sagt auch: Die Oszillatorfunktionen ®,, haben positive (negative) Paritét
fiir gerade (ungerade) Zahlen n, d.h. bei Spiegelung der Koordinate am Koordina-
tenurspung © — —x dndert sich (bis auf das Vorzeichen bei negativer Paritét) die
Wellenfunktion nicht.

Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass dieses Ergebnis kein Zufall ist sondern in
der Symmetrie des Potentials begriindet ist. Dazu betrachten wir den Kommutator des
Paritétsoperators mit dem Hamiltonoperator

[P, H| = PH-HP
= {(_ﬁ)QﬂLV(—x)—W—V(x)}P.

2m 2m

Ist das Potentisl V' (z) invariant unter der Spiegeltransformation, d.h. V(—z) = V(x),
was ja im Fall des harmonischen Oszillatorpotentials der Fall ist, so liefert die zweite
Zeile in dieser Gleichung den Wert null: Der Kommutator von P und H ist identisch
null. Damit besitzen diese Operatoren nach (1.4.79) ein gemeinsames Eigenfunktions-
system. Da die Eigenwerte des Harmonischen Oszillators nicht entartet sind, miissen
die Eigenzusténde zu H auch Figenzusténde zum Paritdtsoperator P sein, was ja genau
in (1.7.144) zum Ausdruck kommt.



1.7. DER HARMONISCHE OSZILLATOR 59

1.7.2 Impulsdarstellung

In der Impulsdarstellung werden die Zusténde entwickelt in der Basis der Impulseigen-
funktion [p > und die stationdren Eigenzustiande des Hamiltonoperators [n > werden
durch die entsprechenden Impulsfunktionen

< pln >= T, (p).

Den Hamiltonoperator erhalten wir im Falle der Impulsdarstellung durch die Substi-
tutionen

d
T = hi— und p=Dp
dp
Damit ergibt sich fiir die Stationére Schréodingergleichung die Differentialgleichung
2 2
P 1 9,2 d
— — = h— V¥, (p) = E,V,.(p). 1.7.145
(L St o) = B0 (1.7.145)

Auch zur Losung dieser Differentialgleichung fithren wir analog zu (1.7.128) eine Va-
riablensubstitution durch, die uns zu einer dimensionslosen Impulsvariablen

b
q=-p, (1.7.146)
h
wobei die Oszillatorldnge b wie in (1.7.129) definiert ist. Dies fiithrt mit

4 _dgd _bd
dp dpdg hdg
zu einer Umformung vom (1.7.145) auf die Differentialgleichung

hﬂ <q2 - CZ]2> V(q) = EnV,(q) .

2
Diese Differentialgleichung entspricht der Gleichung (1.7.130). Deshalb miissen natiir-
lich auch die Losungen identisch sein und wir erhalten nicht nur die gleichen Energie-
eigenwerte F, wie in der Ortsdarstellung (siehe Gl.(1.7.140)) sondern auch Losungen
fir die Wellenfunktion in der Impulsdarstellung, die der Ortsdarstellung von (1.7.141)
entsprechen
<z b

mit qg=—-p. (1.7.147)

_1¢?H()

Die leicht unterschiedliche Normierung in dieser Darstellung verglichen mit (1.7.141)
ergibt sich dadurch, dass die Wellenfunktionen in der Impulsdarstellung durch die For-
derung

V. (p)

| e dp =1

—00
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normiert sind, wiahrend die Wellenfunktionen in der Ortsdarstellung ®,,(z) durch ein
entsprechendes Integral iiber  normiert sind. Da der Ubergang von der Orts- in die
Impulsdarstellung allgemein durch die Fouriertransformation (1.3.74) dargestellt ist,
bedeutet dies aber auch, dass

al,(p D, (). (1.7.148)

)= o [dre

=—— [dre
\V21h

Dabei ist a eine komplexe Zahl vom Betrag 1, da ja auch die normierten Eigenzusténde

nur bis auf eine solche komplexe Zahl, man sagt bis auf eine Phase

a=ce a reell

eindeutig definiert sind. Man beachte, dass die Tatsache, dass die Wellenfunktionen
in der Ortsdarstellung ®,,(z) und in der Impulsdarstellung W, (p) praktisch identisch
sind, natiirlich eine Besonderheit des Harmonischen Oszillators ist, die darauf basiert,
dass die Impuls- und die Ortsvariable jeweils quadratisch in der Hamiltonfunktion
erscheinen.

1.7.3 Algebraische Darstellung

Als dritte Moglichkeit zur Losung der stationdren Schrédingergleichung am Beispiel
des Harmonischen Oszillators betrachten wir eine rein algebraische Behandlung in der
Basis der Energieeigenzustinde

. o1
Hln >={ — + —mw?3® } |n >= E,n > .
2m 2

Ein Ziel ist es dabei natiirlich, die Energieeigenwerte E,, zu bestimmen. Dariiber hinaus
wollen wir aber mit diesen algebraischen Methoden auch Erwartungswerte

< n|zln > oder < n|#?|n >
aber auch allgemeine Matrixelemente der Operatoren wie
<nl@lj>  <nlpli>  <n|V(z)j>

mit rein algebraischen Methoden zu bestimmen. Dabei werden wir nur die Eigenschaft
des Kommutators

[&,p] = if, (1.7.149)

benutzen. Anstelle der Orts- und Impulsoperatoren fithren wir einen neuen Operator

Vmwt + (1.7.150)

ein. Dieser Operator hat offensichtlich die folgenden Eigenschaften
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e Reprisentieren die Operatoren & und p Observable, die wir in Einheiten einer
Lénge (im Fall von Z) beziehungsweise eines Impulse also Masse mal Geschwin-
digkeit angeben, so entspricht der Operator a einer dimensionslosen Grofie; die
Vorfaktoren sind gerade entsprechend gewéhlt.

e Der Operator a ist ein linearer Operator, da er sich ja gemaf (1.7.150) als Line-
arkombination der linearen Operatoren & und p darstellen lésst.

e Im Gegensatz zu den Operatoren & und p ist der Operator a nicht selbstadjun-
giert. Damit kann man ihn offensichtlich keiner physikalischen Observablen zu-
ordnen, er ist zunéchst einmal nur ein mathematisches Konstrukt. Zum Beweis
berechnen wir den zu a adjungierten Operator

at =

( mwi — ——p| . (1.7.151)

Bei dem Ubergang zur letzten Zeile haben wir benutzt, dass die Operatoren fiir «
und p selbstadjungiert sind, also 2 = 2 und p' = p. Die Operatoren @ und a' sind
also offensichtlich nicht identisch, sie unterscheiden sich durch ein Minuszeichen
im zweiten Summanden.

Wir kénnen aber die Operatoren @ und a' addieren beziehungsweise voneinander sub-
trahieren und finden so, dass

i o= 2:”} (a+a)
p = ”Z_h”;w (a—a'). (1.7.152)

Diese Darstellung fiir Orts- und Impulsoperator kénnen wir in den Ausdruck (1.7.126)
einsetzen und erhalten so eine alternative Darstellung des Hamiltonoperators:

N i L oo
i e ) e o)
_ %’(za*maa*-a*a)
hw

= hwala+ &3 la,af] . (1.7.153)
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Zur weiteren Vereinfachung dieser Darstellung des Hamiltonoperators berechnen wir

den Kommutator zwischen @ und af und benutzen dazu die Darstellung dieser Opera-
toren in (1.7.150) und (1.7.151)

——p, Vmwi —

i V= i)

_ ;h{w— i) + 15 3]~ (b5 + —— 15,71}
2

= ﬁz[,x]

= fmcmi:‘ =1. (1.7.154)

Bei dem Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile haben wir benutzt, dass [4, A] = 0
und [B, A] = —[A, B] und in der letzten Zeile das Ergebnis des Kommutators zwischen
Z und p aus (1.7.149). Damit vereinfacht sich die Darstellung des Hamiltonerators aus
(1.7.153) zu

. NP |
H = hw {b*b+2}. (1.7.155)

Damit haben wir das Problem, die stationdre Schrodingergleichung zu 16sen auf das
Problem transformiert, die Eigenwerte und Eigenfunktionen fiir den Operator N = afa
zu finden. Dieser Operator N ist hermitisch, wie wir leicht dadurch beweisen kénnen,
dass wir den adjungierten Operator betrachten:

Nt = (afa)' = afa" = afa= N

Als Vorarbeit zur Losung des Eigenwertproblems fiir N wollen wir zunéichst die folgende
Kommutatorrelation beweisen (A, B, C' bezeichnen Operatoren):

[A,BC] = ABC — BCA
— BAC — BCA+ ABC — BAC
— B[A,C] + A, B|C. (1.7.156)

Dann wollen wir uns davon iiberzeugen, dass gilt
[a”,fv] — [an,am] = na", (1.7.157)

fiir jede natiirliche Zahl n = 1,2.... Den Beweis dieser Beziehung fithren wir durch

vollstandige Induktion und zeigen deshalb zunéchst einmal, dass sie fiir n = 1 gilt:
5 ot _ e al +la. atla _ ;
[a,a a] = a'la,al+la,a'la = a.

siche (1.7.156) =0 siehe (1.7.154)
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Zum Induktionsschluss n — 1 — n nutzen wir wieder eine Kommutatorbeziehung wie
(1.7.156) aus, wobei allerdings hier das Produkt im ersten Argument des Kommutators
angenommen wird

[an, N} — [aan—l, N}

womit (1.7.157) bewiesen ist. Bei dem Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile in
dieser Gleichung haben wir im ersten Term die Induktionsvoraussetzung benutzt und
im zweiten Term die bereits bewiesene Relation fiir n = 1.

Betrachtet man die Relation der adjungierten Operatoren von (1.7.157), so ergibt sich
" = [an N’
— (a"N - Nar)'
Nt gttt
—~
=N
= (W],

oder anders geschrieben R
", N| = —na™". (1.7.158)

Wir wollen nun die Eigenwertgleichung fiir N in der Form
Nla >= ala >, (1.7.159)

l6sen. Da N ein hermitischer Operator ist, ist der Eigenwert « eine relle Zahl. Ausser-
dem sei der Eigenzustand zum Eigenwert «, | > auf 1 normiert, so dass

< ala>=1.

Wir werden uns nun davon iiberzeugen, dass wir aus dem Eigenzustand |« > auch den
Zustand a"|a > konstruieren kénnen mit den Eigenschaften:

1. Dieser Zustand ist auch Eigenzustand zum Operator N mit dem Eigenwert (av—n)

Na"|a >= (o —n)a"|a > . (1.7.160)

2. Die Norm dieses Zustandes ist gegeben durch

@"a > P =ala—1)...(a—(n—-1)). (1.7.161)
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Wir beweisen zunéchst die Behauptung (1.7.160) und berechnen dazu

Ni"la > = Na"la > +a"N]a > —a"N|a >
a"Nlo > — {d”,]\ﬂ lae >
= ad"ola > —na"|a >
= (a—n)a"|la> .
Bei dem Ubergang zur dritten Zeile dieser Gleichung wurde fiir den ersten Term die
Eigenwertgleichung (1.7.159) und fiir den zweiten Term (1.7.157) benutzt.

Den Beweis fiir die Normierung dieser Zustédnde (1.7.161) erfolgt durch vollstandige
Induktion. Fiir n =1 gilt

at|a > |? =< ald'ala >= a < aja >= a,

was auch (1.7.161) entspricht. Dabei wurde wieder die Eigenwertgleichung (1.7.159)
benutzt. Den Induktionsschlufl erhalten wir durch

a"la > = <ala"d"|a >
= <ala" ' Na" o >
= (a—(n—1) <ala" & o >
= (a—n-1))(a=(n—-2)...a,

was ja zu beweisen war. Bei dem Ubergang zur dritten Zeile wurde die Eigenwertglei-
chung (1.7.160) benutzt, wihrend der Schritt zur vierten Zeile durch die Induktions-
voraussetzung moglich wurde.

Damit sind also (1.7.160) und (1.7.161) fiir beliebige natiirliche Zahlen n bewiesen.
Dies fiihrt uns aber zu einem Problem: Fiir jeden angenommenen Eigenwert o gibt es
stets einen Wert n, so dass (a — (n — 1)) negativ und damit die quadrierte Norm des
Eigenzustandes negativ wird. Diesem Dilemma kann man nur dann entgehen, wenn o
selbst eine natiirliche Zahl a = ng ist. Der Zustand @™ |« > ist dann nach (1.7.160) ein
Eigenzustand zum Operator N mit dem Eigenwert 0.

Na™|(a = ng) >= (a —ng)a™|ng > . (1.7.162)
Wir bezeichnen diesen Zustand deshalb auch mit
a™\ng >= 10> . (1.7.163)

Ein weiteres Anwenden des Operators a liefert uns einen Zustand &|6 >, der nach
(1.7.161) die Norm 0 hat also dem Nullzustand des Hilbertraumes entspricht

al0 >=0.
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Damit ist aber die Folge von Eigenzustéinden abgebrochen, weiteres Anwenden von a
liefert immer wieder diesen Nullzustand und der Widerspruch von Zusténden mit einer
negativen Norm ist beseitigt. Das gleiche gilt auch fiir den Zustand, den wir aus \6 >
durch Multiplikation mit einer Konstanten gewinnen, so dass der resultierende Zustand
auf 1 normiert ist. Fiir diesen Zustand gilt also

NO> = 0[0>,
. N
ao> — hw{N+2}|O>

hw
= —0>
2 | ’
<00> = 1. (1.7.164)

Damit haben wir den Grundzustand des Harmonischen Oszillators erzeugt. Insbeson-
dere finden wir bestétigt, was wir bereits bei der Losung der stationiren Schrédin-
ger Gleichung in der Ortsdarstellung gefunden haben, dass ndmlich die Energie dieses
Grundzustandes gleich hiw/2 ist.

Ausgehend von diesem Grundzustand werden wir nun auch alle anderen Eigenzustédnde
des Hamiltonoperators generieren. Wir werden zeigen, dass

1w
In >=—a'"|0 >, (1.7.165)

e

ein normierter Eigenzustand des Hamiltonoperators fiir den Harmonischen Oszillator
ist mit dem Eigenwert

Hn >= hw (n + ;) In> . (1.7.166)
Zum Beweis dieser Behauptung berechnen wir
Na"lo> = {Na" —a"N+a" N} o>
= {[V.a"] +a" N} o>
= {na" +0}0> . (1.7.167)

Bei dem Ubergang zur letzten Zeile haben wir (1.7.158) benutzt und die Tatsache, dass
|0 > ein Eigenzustand zum Operator N ist mit dem Eigenwert 0. Mit der Darstellung
des Hamiltonoperators in (1.7.155) haben wir damit aber auch gezeigt, dass a™ |0 > und
damit auch der in (1.7.165) definierte Zustand |n > die Eigenwertgleichung (1.7.166)
erfiillt. Es bleibt noch zu zeigen, dass |n > auf 1 normiert ist. Dies ist gleichbedeutend
mit

< 0la"a™ |0 >=n!, (1.7.168)
eine Beziehung, die wir durch vollstdndige Induktion beweisen werden. Der Indukti-
onsanfang fiir n = 1 ergibt sich aus

o0 s 0] [4.at] & ata 10 >
<O|aa|0>—<0|[a,a}+w|0>—1.

=0
=1
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Der Induktionsschluss n — 1 — n ergibt sich analog durch

~

<o0a"a’"0> = <o0la"aaa" |0 >
= <0la"* {d’ &T} + @
T 1
= n< 0|dn—1&'{'”—1|0 >

n(n— 1) =nl.

ATn—l

|0 >

In der zweiten Zeile haben wir die Eigenwertgleichung fiir N =afa (1.7.167) und den
Kommutator (1.7.154) benutzt und bei dem Ubergang zur letzten Zeile die Indukti-
onsvoraussetzung fiir n — 1. Damit sind (1.7.165) und (1.7.166) bewiesen.

Wie konnen wir aber die Eigenschaften der Operatoren a' und a besser verstehen?
Dazu betrachten wir

1 A.i.'n,+1

o> = =i
a'ln > a >
n!
1)!
— (n;—')\n+1>

= Vn+ln+1>. (1.7.169)

Durch die Anwendung dieses Operators auf den Zustand mit der Energie E,, = hw(n+
1/2) wird bis auf eine Skalierungskonstante der Zustand mit der Energie F,, | erzeugt,
die gerade um das Energiequantum hw hoher liegt. Man bezeichnet ein solches Ener-
giequantum des Harmonischen Oszillators hiufig als Phonon. Durch die Anwendung
des Operators a' wird also ein Eigenzustand der Energie mit n Phononen transformiert
in eine solchen mit einem weiteren Phonon. Der Operator a' wird deshalb hiufig als
Phononerzeugungsoperator bezeichnet.
Was ist also die Wirkung des adjungierten Operators a?. Dazu betrachten wir

iln > Lt 0 >

aln = —=aa

vn!
1 ne
= —{[a,a'] +afa}a" " j0 >

Vn!

X !
- — Jn— D) n —
m{1+(n Diyvn—=Dn—-1>
= Vnjn—1> . (1.7.170)
Der Operator a erzeugt einen Energiezustand mit einem Energiequant weniger und

wird deshalb haufig als Vernichtungsoperator fiir Phononen bezeichnet.

Mit der Darstellung der Wirkungsweise des Operators a' in (1.7.169) kénnen wir die
Matrixdarstellung dieses Operators in der Basis der normierten Energiezustéande |n >
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bestimmen

<idla'|j >=\/j+1<ilj+1>=/7+ 1611, fir 4,7=0,1,... (1.7.171)

In der ersten Zeile dieser Matrix (7 = 0) sind also alle Matrixelemente identisch 0, da es
keinen Wert fiir 7 = 0, 1, ... gibt, so dass i=0=j+1 ist, wie es das Kronecker ¢ in dieser
Gleichung verlangt. In der zweiten Zeile (i = 1) gibt es ein von null verschiedenes
Matrixelement nur in der ersten Spalte (j = 0) und zwar mit dem Wert /0 + 1.
Insgesamt hat die Matrix des Operators a' also die Gestalt

0O 0 0 ...0
Vi 0 0
<ilafj>=| 0 v2 0
0

1.7.172
0 3 ( )

O O O

Ganz analog berechnen sich die Matrixelemente des Operators a mit (1.7.170) zu

<ilalj >= /i <ilj — 1 >= /o 1, (1.7.173)

und die zugehorige Matrix hat die Gestalt
V1 0

0 0 ...

0 NI R (1.7.174)

Dies war aber auch zu erwarten, denn die Matrix des zu a' adjungierten Operators a
ergibt sich aus dieser durch komplex Konjugation und Transposition (siche (1.2.39).
Also in unserem Fall, wo alle Matrixelemente reellwertige sind, muss die Matrix in
(1.7.174) gerade die zu (1.7.172) transponierte sein, was ja auch offensichtlich der Fall
ist.

Ausgehend von diesen Ergebnissen fiir ¢ und af kénnen wir iiber die Beziehung (1.7.152)
aber auch die Matrixelemente des Ortsoperators bestimmen

| h
A . o A A-I- .
<ilzlg > = Y <z|a+a |]>

= L \/351'7]'_1 + \/m(si,j+1
2mw

0 vVi 0 0 ...
- 1/ ‘éi \95 ‘6_ 35 R (1.7.175)
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Da der Operator & hermitesch ist, ist diese Matrix auch symmetrisch. Insbesondere
sehen wir, dass alle Diagonalelemente

< jlz|j >=0, (1.7.176)

die Erwartungswerte des Ortsoperators fiir die Losungen der stationdren Schrédinger
Gleichung sind alle identisch 0. In einem weiteren Schritt berechnen sich die Matrix-
elemente zum Operator 2% mit

<i|l#?|j >=<ild Z[j>=) <ilgn><n|i[j > . (1.7.177)

Wir haben einfach zwischen die beiden Operatoren # eine 1 “eingeschoben” in Form
der Vollstandigkeitsrelation (1.2.25) der Eigenzustéinde des Harmonischen Oszillators.
Dadurch ergibt sich die Matrix des Operators 22 einfach durch die Multiplikation der
Matrix fiir 2 in (1.7.175) mit sich selbst. Wir erhalten also die Matrix

1 0 +v2 0 ...
A 0 3 0 V6 ...
A2 - .

mit von Null verschiedenen Matrixelementen in der Diagonalen und den zweiten Ne-
bendiagonalen der Matrix. Aus dieser Rechnung kénnen wir also z.B. ablesen, dass

h
<12’3> = —/6
2mw

— /O:O dr @y (z) 2° Ps(x) .

mit den Oszillatoreigenfunktionen aus (1.7.189)
B(2) = ———H,(g)e
n\2) = ——=—=1Hn(q)e 2

2rn!\/Tb

und ¢ = /b mit der Oszillatorlange b aus (1.7.129). Durch diese algebraische Behand-
lung des Problems erspart man sich die Berechnung vieler aufwendiger Integrale.

Ahnlich kann man auch mit (1.7.152) die Matrixelmente des Impulsoperators p, dessen
Quadrat p? und schliesslich des Hamiltonoperators H berechnen. Da die Basiszustéinde
|n > aber nach Konstruktion gerade die normierten Eigenzustédnde des Hamiltonopera-
tors sind, muss diese Matrix diagonal sein mit den Energieeigenwerten E,, aus (1.7.166).

Die hier dargestellte algebraische Losung des Problems des harmonischen Oszillators
liefert aber nicht nur die Matrixelemente fiir die verschiedenen Observablen. Sie liefert
uns auch einen Zugang zur Berechnung der Wellenfunktionen in der Ortsdarstellung.
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Ausgangspunkt ist die Gleichung (1.7.163) als Bestimmungsgleichung fiir den Grund-

zustand
1 mw 7
al0 >= — T+ [0 >=0, 1.7.179
o= 05 (e + i) (17179

wobei die Definition des Operators a aus (1.7.150) eingefiigt wurde. Bezeichnen wir nun
die gesuchte Wellenfunktion fiir den Grundzustand mit ¢o(z) und stellen ausserdem
die Operatoren z und p in der Ortsdarstellung dar, so bedeutet diese Gleichung:

0 = S (e Yo

_ \}i <y . dy) bo(y). (1.7.180)

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir die Substitution

y = ,/%x, (1.7.181)

vorgenommen. Diese Gleichung liefert also

o) = jy%@) — Y ooly)

beziehungsweise
G _ _
Po
Integriert man diese letzte Gleichung, so ergibt sich
/%dy—lncbo /ydy— =
Dies bedeutet, dass
do(y) = ae™ 7, (1.7.182)

mit einer geeignet gewahlten Normierungskonstanten o. Ausgehend von diesem Grund-
zustand kénnen wir mit dem Operator a', der sich in der Variablen v in der Form

1 d
ol = — y—— |, 1.7.183
=5 (v ) (17189

darstellt. Die Beziehung (1.7.165)

11 >=V1a'|0 >,
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liefert also in der Orts- beziehungsweise y-darstellung

(y) = \}Q (y - CZ/) bo(y)

y2

_ \;‘5 (y—(—y))e 7. (1.7.184)

Entsprechend kann man nun auch die Zusténde ¢, (y) fir hohere n konstruieren. Ersetzt
man die Variable y nach (1.7.181) so erhélt man die gleichen Wellenfunktion wie bei
der Losung der Schrodingergleichung in der Ortsdarstellung.

1.7.4 Bewegter Oszillator

Bisher haben wir nur die stationédren Losungen der Schrodingergleichung betrachtet.
Auch wenn wir den ortsabhéngigen Anteil dieser stationéren Losungen &, (x) nach
(1.5.96) ergénzen durch die entsprechende Zeitabhéngigkeit

Un(2, 1) = By (2)e = D,y (x)e (" 2)et (1.7.185)

so ergibt sich wie ja fiir jede stationdre Losung im vorhergehenden Abschnitt diskutiert
haben, dass die daraus resultierende Wahrscheinlichkeitsdichte genau so wie alle Er-
wartungswerte zeitunabhingig sind. Insbesondere erhalten wir fiir den Erwartungswert
der Ortskoordinate = des betrachteten Teilchens (siche auch (1.7.176))

< Yz, t)|x|th, (2, ) >=0,

das Teilchen bewegt sich nicht sondern “ruht” im Zentrum des Potentials. Um eine
Bewegung des Systems zu beschreiben, miissen wir entsprechend (1.5.103) eine Line-
arkombination von 2 stationdren Losungen betrachten, also z.B.

1
U(z,t) = — x,t) + U (a,t
(z,1) ﬁ[w()( ) + Y (a, )]
1 12 s wt 12 - 3wt
= {6_%2612 + \/ége_ﬁeﬂ% (1.7.186)
\/2by/7 b
Zur Startzeit t = 0 ist die Wellenfunktion rein reellwertig, positiv fiir > 0, besitzt eine
Nullstelle bei /b = —1/+/2 und ist negativ fiir kleinere Werte von « (siche punktierte
Linie im oberen Teil der linken Teilfigur von Abbildung 1.7. Die aus dieser Wellenfunk-
tion berechnete Wahrscheinlichkeitsdichte besitzt ein Hauptmaximum bei positiven x
und ein kleines, in der Abbildung 1.7 kaum sichtbares Nebenmaximum bei negativen
Werten von z. Der Erwartungswert fiir die Position z betrigt z = v/2b und ist der
Abbildung durch einen Pfeil angedeutet. Da die Wellenfunktion zur Zeit t = 0 rein
reellwertig ist, ist die Stromdichte (1.7.176)
h d d

(. t) = — | U —U — —UP*
i(@;t) 2mi dx dx
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identisch null. Da die Erwartungswerte ja den Observablen der Klassischen Mechanik
entsprechen sollen, beschreiben wir also mit der Wellenfunktion (1.7.186) ein Teilchen
im Potential des Harmonischen Oszillators, das sich zur Startzeit ¢ = 0 am Punkt
x = v/2b befindet mit der Geschwindigkeit (entsprechend der intgerierten Stromdichte)
von v = (.

Fiir t # 0 wird die Wellenfunktion (1.7.186) komplexwertig. Dies bedeutet, dass auch
die Stromdichte 7 von Null verschiedene Werte annehmen kann. Dies ist in der linken
Spalte von Abbildung (1.7) fir ¢t = 1/8T, t = 1/4T, t = 1/2T dargestellt wobei T
fiir die Schwingungsperiode des Oszillators steht, 7' = 27 /w. Die Stromdichte geht fiir
x — 400 gegen 0, und nimmt fiir die in unserem Beispiel angenommenen Zeiten (¢ <
T'/2) stets negative Werte an. Dies reflektiert die Tatsache, dass bei der Beschreibung
der Schwingung im Rahmen der Klassischen Mechanik, das Punktteilchen “nach links
schwingt” also eine negative Geschwindigkeit besitzt. Parallel dazu dndert sich auch
die Wahrscheinlichkeitsdichte, der Aufenthaltsort des Teilchens bewegt sich ebenfalls
nach links. Berechnet man den Erwartungswert fiir die Koordinate x

<x>= /Oo dx U*(z,t) x U(x,t),

so erhélt man die Werte von z, die jeweils durch den Pfeil in der Abbildung 1.7 her-
ausgehoben sind. Diese Erwartungswerte verdndern sich mit der Zeit wie wir es von
der Klassischen Mechanik erwarten (1.7.125)

<x>(t) = Acoswt mit A= b,

Damit wird nur das Ehrenfestsche Theorem (siehe Paragraph 2.2) verifiziert, nach dem
sich ja die Erwartungswerte von dynamischen Variablen (hier die Ortskoordinate x) so
verhalten, wie es die Klassische Mechanik vorhersagt.

Die Wellenfunktion (1.7.186) ist nur ein Beispiel fiir die allgemeine Uberlagerung von
stationdren Losungen der Schrodingergleichung im Fall des Harmonischen Oszillators

N
U, t)=> anén(x)ei(”%)“t. (1.7.187)
n=0

Durch die Wahl der Koeffizienten «,, kann man die Startbedingungen, das heifit un-
ter anderem die Position und die Geschwindigkeit des Massenpunktes zur Zeit ¢ = 0
festlegen.

Man kann nun zum Beispiel versuchen, die Koeffizienten «,, so anzupassen, dass ein
Teilchen lokalisert am Ort xg optimal beschrieben wird. Das bedeutet: Wir vesuchen,
den Ortseigenzustand |z >in der Basis der Oszillatorzustinde |n > darzustellen

lzo >= Y |n ><nlzy > . (1.7.188)

n=0
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Die Entwicklungskoeffizienten
ap, =< nlrg >=< xg|ln >"= &, (z9)"

sind also gerade die Werte der Wellenfunktionen ®,, an der Stelle xy3. Da die Oszil-
latorfunktionen reellwertig sind, ist das Zeichen fiir die Komplexkonjugation obsolet.
Die Entwicklung (1.7.188) gilt exakt natiirlich nur fiir den Fall, dass alle Koeffizienten
bis n — oo beriicksichtigt werden. Schneidet man die Entwicklung bei einem maxi-
malen n = N ab (wie in (1.7.187)), wird die Ortseigenfunktion nur in einer N&herung
dargestellt.

Die Abbildungen 1.8 bis 1.10 zeigen eine Abfolge von “Screenshots” einer Maple Sit-
zung. In dieser Sitzung werden zunéchst die Oszillatorfunktionen in der Ortsdarstellung
definiert unter der Annahme, dass x in Einheiten der Oszillatorlédnge b gegeben ist, und
dann die Entwicklungskoeffizienten «, aus (1.7.187) fiir n < 5 berechnet. Das Bild in
Abbildung 1.9 zeigen die Néherungen fiir die Ortseigenfunktion |ry = 1.5 > unter
der Annahme N = 1 (rot), N = 2 (griin) und N = 3 (blau). Man sieht, dass die
Lokalisierung mit wachsendem N besser wird.%

Der Ansatz fiir die Wellenfunktion (1.7.187) entspricht dem Prinzip eines Wellenpa-
ketes. Werden in einem Wellenpaket verschiedene ebene Wellen, also Lésungen der
freien Schrodingergleichung zur Gesamtwellenfunktion iiberlagert, so sind es hier, in
(1.7.187) verschiedene Losungen der stationdren Schrodingergleichung des Harmoni-
schen Oszillators. Man spricht deshalb auch von einem Wellenpaket aus Harmonischen
Oszillatorfunktionen. Die Beispiele in Figur 1.7 zeigen, wie sich dieses Wellenpaket
periodisch mit der Zeit d&ndert.

Zusammenfassung

e Im Fall des Harmonischen Oszillatorpotentials V(z) = 1/2mw?z? existieren sta-
tionédre Losungen nur fiir diskrete Energien

1
En:hw<n+2) fir n=0,1,...

e Die niedrigst mogliche Energie Fy = hw/2, die sogenannte Nullpunktsenergie,
ist also groBler als 0. In der Klassischen Mechanik gibt es natiirlich die Losung
des Teilchens, das im Minimum des Oszillatorpotentials z = 0 ruht und somit
die Energie 0 besitzt. Eine solche Losung ist im Widerspruch zu Grundprinzipien
der Quantenmechanik: Soll das Teilchen die potentielle Energie 0 besitzen, so
muss nicht nur der Erwartungswert < z > sondern auch < z? >= 0 sein. Damit
ist das mittlere Schwankungsquadrat A%z =< 22 > — < x >2 fiir die Orts-
koordinate 0. Bei der Diskussion der ebenen Wellen haben wir bereits gesehen,
dass eine solche scharfe Lokalisierung verkniipft ist mit einer Impulsunschérfe.

6Man beachte, dass die Funktion erst im Grenzfall N — oo normiert ist.
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Wir haben im Abschnitt 1.4 die Heisenbergsche Unschérferelation kennengelernt,
wonach allgemein eine genaue Lokalisierung von x mit einer unendlichen Impul-
sunschirfe A%p =< p? >= oo verkniipft ist. In diesem Fall wire die kinetische
Energie < p® > /2m also unendlich grof. Die Nullpunktsenergie reflektiert also
nur die Tatsache, dass in der Quantenmechanik Ort und Impuls nicht gleichzeitig
identisch 0 sein kénnen.

e Die Wellenfunktionen der stationéren Losungen der Schrédingergleichung héngen
nur ab von dem Verhéltnis /b = ¢ mit der Oszillatorlénge b aus (1.7.129). Sie
lassen sich schreiben als Produkt einer Normierungskonstanten, einem Polynom
vom Grade n, dem Hermite Polynom H,, und einer Exponentialfunktion

M)

O, (z) = ¥Hn(q)e*% (1.7.189)

2nnl\/mh

Dabei besitzt das Hermite Polynom, je nach dem Grade n nur Terme mit geraden
oder ungeraden Potenzen von ¢. Entsprechend hat die Funktion ®,(z) positive
oder negative Paritit.

e /Zur Beschreibung eines Teilchens, das im Oszillatorpotential schwingt, muss ein
Wellenpaket aus Oszillatorzustédnden (1.7.187) betrachtet werden. Die Koeffizi-
enten werden durch die Startbedingungen zur Zeit t = 0 festgelegt. Zur Beschrei-
bung einer Bewegung also eines Systems, dass sich mit der Zeit &ndert, miissen
Zustdnde mit verschiedenen Energien iiberlagert werden. Die Energie ist also in
diesem Fall nicht mehr scharf definiert.

Zum Abschluss dieses Kapitels préisentieren wir ein Protokoll einer Maple Simulation
in den Abbildungen 1.8 bis 1.10, bei der die stationdren Losungen zum harmonischen
Ostzillator iiber die Hermite Polynome berechnet und normiert werden. Nach einer Dar-
stellung der Funktion wird eine geeignete Linearkombination aus Oszillatorfunktionen
fiir n = 0 bis n = 5 bestimmt. Diese Linearkombination liefert, wie oben diskutiert, fiir
t = 0 eine Wahrscheinlichkeitsdichte, die bei z = 1.5 ein Maximum aufweist. Die Ani-
mation unter Maple liefert eine Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichte als Funktion
der Zeit.
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t=0
* Dichte p
’ “ ¥ Wellenfkt
K *
(RN }
T s T 3
DD X¥X¥ 7
——— € I
~ Ve
SO A t=1/8
— — Strom j M
T T T T T ‘
—— € -
I g t=1/4
AN //
N L
t=1
[ i ] [ ' ‘L ]
-3 0 3 -5 0 5
x/b x/b

Abbildung 1.7: Wahrscheinlichkeitsdichten (durchgezogene Linie), Stromdichten (ge-
strichelte Linie) und Wellenfunktion fiir ein Teilchen im Potential des Harmonischen
Oszillators zu verschiedenen Zeiten (t =0, ¢t = 1/87, t = 1/4T, t = 1/2T mit T der
Schwingungsperiode des Oszillators). Im linken Teil sind die Ergebnisse fiir die Wellen-
funktion (1.7.186) aufgetragen, im rechten Teil eine Wellenfunktion fiir ein Teilchen,
dass zur Zeit t = 0 bei x = 2b lokalisiert ist. Weitere Erkduterungen im Text



1.7. DER HARMONISCHE OSZILLATOR

Worksheet fiir Maple Simulation:

Teilchen im Harmonischen Oszillator
Herbert Miither

=> wi th{orthopoly};
|G HLFETFU
jDefinition der stationaren, normierten Oszillatorfunktionen: Hin,x) sind die Hermite Polyriome
M= psiHO:={x,n)-=exp{-x*2/2Y*H{n, X}/ sqrt (2 n*n!*sqrt(Pil));
[ ; I_XZJ
z

BaHO = (x, ¥ 47‘! Hin
:\;2” m! »V'{E

jBerechnung der Entwicklungskoeff, fiir ein Teilchen an der Position x0
[= x0:=1.5;
=15

> al:=eval f{psiHO({xD,0});
ait = 0.2438547613

= al:=eval fi{psiHO{x0,1));
qi = 05172040651

= a2:=eval f{psiHO{xD,2});
q2 = 08035057438

= ad:=aval f{psiHO{x0,3));
a3 = 03167765273

> ad:=eval f{psiHO(x0,43});
ad = - 1266624178

= ad:=eval f{psiHO(xD,5));
a5 = - 4604171465

= ab:=eval f{psiHO{xD,6));
a6 = - 2283342508

» PHIL:={x)-=al®psiHO{x,0)+al*psiHO(x,1);
FHIT = 5 al pafOy, 0) + al paHoy, 1)

= PHIZ:={x)-=al*psiHO(x, D)+a1*ps1Hl](x 1)+a2*psiHi{x,2});
FHIZ2 = % a0 psiHO0, O) + al paH Oy, 1) + a2 psHox, 2)

= PHIZ: =(x)-=al*psiHO{x, 0)+al*psiHO {x, 1)+a2*psiH0 (x, 2)+a3*psiHO(x,3);
FPHIZ = % al psiHoi, O) + al paHOy, 1) + a2 paHoln, 2) + a3 paHo, 3)|

Abbildung 1.8: Screenshot Maple Sitzung 1, Diskussion im Text
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[= plot ({PHI1{x) . PHIZ(x) .PHIZ(x)},x=-5..5,color=[red,blue,green]);

Abbildung 1.9: Screenshot Maple Sitzung 2, Diskussion im Text
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=Zeitabh'aingige Wellenfunktion und Animation der Dichte als Funktion der Zeit

[ Psi 02:=(x, t)-=al*psiHO{x, 0} *exp (-1* (1/2)* t)+al*psiHO(x, 1)*exp {-1* (2/2)* t)+a2*psiHO{x, 2)*exp (-I* (5/2)* t)+a3*psiHO (2, 1) *ex
p{-I*{7/2y*t)+ad*psiHO{x , 4)*exp {-1* (9/2)* 1 )+a5*psiHO (x, 5)*exp (-T*{11/2)*1};

Lo S Wiz i
z z & z
02 = (% 0 — @ paHOx ) e + af paHOx 1lie + J2 pEEOx 2 e + g3 paHoE, e

(3], (8

+ ad pEHOx 4) e + a5 pEHOX 5 e

[> withiplots):
Warning, the name changecoords has been redefined

=> animate{evalc{conjugate{Psi02{x, t})*Psid2{x, t)),x=-5..5,t=0..2*Pi1 ,color=blue, frames=30};

0.4+

02

-4 -2 9] 2 4
X

Abbildung 1.10: Screenshot Maple Sitzung 3, Diskussion im Text
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1.8 Variationsmethoden

In diesem Abschnitt werden wir weitere alternative Methoden zur Berechnung der
Losungen der stationéren Schrodingergleichung behandeln, die sich insbesondere fiir die
Berechnung des Grundzustandes anbieten, und besonders fiir numerische Berechnungen
geeignet sind. Diese Verfahren basieren auf einem Variationsprinzip. Zur Formulierung
dieses Variationsprinzips betrachten wir das Funktional

B < U|H|V >

B(V) =~ TN (1.8.190)

Durch dieses Funktional wird allen Zustdnden |¥ > des Hilbertraums der Erwartungs-
wert des Hamiltonoperators zugeordnet, der sich fiir den jeweiligen Zustand ergibt.
Fiir Zusténde, die nicht normiert sind, wird der Erwartungswert durch die Norm der
Zusténde ||¥ > |? dividiert.

Das Variationsprinzip sagt aus, die Energiewerte dieses Funktionals eine untere Schran-
ke besitzen
Ey < E(V), (1.8.191)

namlich die Energie des Grundzustandes, also des niedrigsten Eigenwertes von H
H|®y >= Eo|®) > . (1.8.192)

Das Gleichheitszeichen in (1.8.191) gilt genau dann, wenn |V >= «|®, >, der Zustand
W also bis auf eine Konstante o mit dem normierten Grundzustand identisch ist.

Zum Beweis dieses Variationsprinzips entwickeln wir die Zustédnde des Hilbertraums in
der Basis der Eigenzustéinde des Hamiltonoperators |®,, > mit Eigenwerten E,. Wie
bereits gesagt soll dabei Ey den niedrigsten Eigenwert bezeichnen. Mit der Vollstandig-
keitsrelation der Basis |®,, > berechnet sich die Norm eines Zustandes |U >

<Y > = > <UD, >< D, |V >

* pp—
Ch, =Cn

= > lea)? (1.8.193)
Entsprechend gilt fiir
<UHY > = Y <00, > < D, |H|D, > < D, |V >
n,m S———
=E,dn,m

= > Eulel.
Setzt man (1.8.193) und (1.8.193) in (1.8.190) so ergibt sich

S Ealenf?
B =5
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5 g Zalenl’
N 02m|6m‘2

= FEy

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurden alle Eigenwerte E,, durch den niedrigsten
Eigenwert Ej ersetzt, was das gleq Zeichen begriindet. Das Gleichheitszeichen gilt
genau dann, wenn fiir alle Zustéinde n # 0 die Entwicklungskoeffizienten |c,|* = 0 sind.
Dies bedeutet aber, dass ¥ bis auf die Konstante ¢y identisch mit ® ist.

Als Anwendung dieses Variationsprinzips kann man in die Ortsdarstellung gehen und
z.B. fiir den Grundzustand des Harmonischen Oszillators einen Ansatz machen in der

Form
() (2a>i ug?
r)=(—) e )
T

Durch den Normierungsfaktor ist gewéhrleistet, dass die Wellenfunktion normiert ist.
Es reicht also mit dieser Wellenfunktion den Erwartungswert der Energie auszurechnen

[2a o L (-R*d® 1 o
E(V) = ?[mdxe {2mc&2+2mw2x2}e ,

und das Minimum als Funktion des Parameters a zu ermitteln. Dabei wird man finden,
dass das Minimum sich genau ergibt fiir

1 - h
a=— mi = —
202 mw’

was ja in diesem Fall der exakten Losung aus (1.7.137) entspricht. Fiir Werte von a,
die grofler sind als dieser optimale Wert ist das Teilchen stérker lokalisiert am Punkt
x = 0. Dies fiihrt zwar zu einem geringeren Wert fiir den Erwartungswert des Potentials
aber dieser Effekt wird iiberkompensiert durch den gréfleren Beitrag der kinetischen
Energie. Umgekehrt ist bei einem kleineren Wert von a die kinetische Energie kleiner
aber der Wert fiir die potentielle Energie entsprechend gréfer.

Das Problem einer solchen Anwendung des Variationsverfahrens besteht darin, dass
man zundchst einmal einen geeigneten Ansatz fiir die Wellenfunktion erraten muss,
bevor man diesen testen kann. Fiihrt ein anderer Ansatz zu einer tieferen Energie, so
ist dieser Ansatz offensichtlich besser und das Ergebnis des Variationsverfahrens liefert
eine bessere Naherung fiir die exakte Losung.

Ein etwas systematischerer Zugang zum Variationsverfahren ergibt sich, wenn man
den gesuchten Eigenzustand des Hamiltonoperators H darstellt in der Basis von Ei-
genzustanden eines anderen Hamiltonoperators Hy von dem man die Eigenzustédnde
kennt

Hylpn >= enlion >, (1.8.194)
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und der im Idealfall ein vergleichbares Problem beschreibt. Man kann den gesuchten
Grundzustand des Hamiltonoperators |¥o >, einer Losung der stationéren Schrodin-
gergleichung

H|W >= E|W¥, >, (1.8.195)
in der Basis der |p,, > entwickeln und erhélt
[Wo >= " |n > < | Tg > . (1.8.196)
=0 —_————

=Cp

Als Néaherung zu dieser exakten Darstellung kénnte man nun annehmen, dass die Ent-
wicklungskoeffizieneten ¢, fiir n > N alle identisch nul sinl, sodass sich (1.8.196) zu
einem Ansatz reduziert, in dem die Summation nur bis zur Obergrenze n = N verlauft.
Setzt man diesen Ansatz in die Schrodingergleichung ein

N &
> Hlp, >cn:Eé )Z |om > em
n=0 m=0

und multipliziert diese Gleichung von links mit dem Ket Vektor < @[, so ergibt sich
unter Ausnutzung der Orthonormalitéit der Basiszusténde |p,, >

N
3 < ol Hlon > co = BNy (1.8.197)
n=>0

Die Néaherung fiir die Entwicklungskoeffizienten ¢, und den Energieeigenwert ESN) er-

geben sich also aus der Diagonalisation der (N 41) x (N +1) Matrix < ¢ H|p, > und
E(()N) bezeichnet den niedrigsten Eigenwert dieser Naherung, bei der wir die Darstellung
der Wellenfunktion fiir den Grundzustand auf die ersten N + 1 Basiszusténde reduziert
haben. Diese Ndherung wird durch den oberen Index (N) am Energieeigenwert be-
zeichnet und sollte eigentlich auch an den Koeffizienten ¢,, dieser Ndaherung angebracht
sein.

Man kann nun den Ansatz fiir den Grundzustand verbessern, indem man die Ent-
wicklung in (1.8.196) erweitert sodass n von 0 bis M lduft mit M > N. Wegen des
Variationsprinzips liefert dieser erweiterte Ansatz eine besseren Naherung fiir die Ener-
gie L. Es gilt

Ey<EM <EM  fir M>N.

Man wird also numerisch testen konnen, ob die Energie mit wachsendem N gegen den
Grenzwert Ej konvergiert.

Die Diagonalisation in (1.8.197) liefert aber nicht nur einen Eigenwert E(()N) fiir den
Grundzustand sondern auch Werte fiir angeregte Zusténde des Systems EZ-(N) mit ent-
sprechenden Entwicklungskoeffizienten d,, =< ¢,|¥; >. In vielen praktischen Anwen-
dungen zeigen sich auch hier konvergente Ergebnissen fiir die Eigenzusténde |¥; > des
Hamiltonoperators H , wenn ¢ << N erfiillt ist.



Kapitel 2

Drehimpulse

2.1 Eigenzustinde zu Drehimpulsoperatoren

Der Drehimpuls eines Teilchens ist in der Klassischen Mechanik eine sehr interessante
GroBe, weil dieser Vektor

=7 x I
fiir die Bewegung in einem Zentralfeld mit dem Zentrum im Koordinatenursprung eine
Erhaltungsgrofie ist. Dies bedeutet fiir die 3 karthesischen Komponenten des Vektors

dl;

— ={H,;} =0, fir i=uxy,2

dass also die Poissonklammer der [; mit der Hamiltonfunktion verschwindet. Nach der
kanonischen Quantisierungsvorschrift bedeutet dies natiirlich, dass der Kommutator
fiir die zugeordeneten Operatoren ebenfalls identisch null sein muss

[ﬁ, ZAZ}:(), fir i=x9,z. (2.1.1)

Dies bedeutet, dass es ein gemeinsames Eigenfunktionssystem zu dem Hamiltonope-
rator H und dem Drehimpulsoperator L, aber auch zu H und l oder auch zu H und
L, gibt. Naiv konnte man nun annehmen, dass es im Fall eines Zentralfeldproblems
ein gemeinsames Eigenfunktionssystem zu allen vier Operatoren .1, l und 1, gibt.
Dies ist aber falsch. Berechnet man nadmlich mit den generalisierten Koordmaten ei-
nes Teilchens x,y, z und den zugehorigen Impulsen p,, p,, p. die Poissonklammer von
l, = yp. — zp, und l, = zp, — xp. aus, so ergibt sich

=0 -0



82 KAPITEL 2. DREHIMPULSE

-0 =0
dl, dl,  dl, dl,
dz dp,  dz dp,
(=py) (=) — Py
l,. (2.1.2)

Diese Ergebnisse ist auch giiltig, wenn man die Komponenten [, [, und [, zyklisch
vertauscht. Es gilt also auch

{, Ly=1, uwd {L L}=1,.

Fiir die entsprechenden Operatoren in der Quantenmechanik muss also entsprechend
gelten

[Zx, Zy} = ihi,
iy, 1] = ihl,
[ZZ, Zm} — ih,. (2.1.3)

In diesem Abschnitt sollen die Drehimpulsoperatoren ausschliesslich durch diese Kom-
mutatorrelationen definiert sein und wir werden verschiedene Ergebnisse fiir Drehim-
pulsoperatoren, deren Eigenwerte und Eigenzustédnde allein aus diesen Kommutator-
beziehungen herleiten.

Zunichst einmal zeigen natiirlich die Kommutatorrelationen aus (2.1.3), dass zwei
Komponenten des Drehimpulses, also z.B. [, und [, kein gemeinsames Eigenfunkti-
onssystem besitzen, bzw. nicht gemeinsam gemessen werden konnen. Zur Ergédnzung
definieren wir aber den Operator

D2 2 72
=0+ 10+ 1 (2.1.4)

der also das Quadrat der Lénge des Drehimpulsvektors bezeichnet. Fiir ein zentrales
Kraftfeldproblem gilt ja nach (2.1.1), dass [H, [,] = 0 und damit auch

H 2| = [H L]+ | H, L)
= 0. (2.1.5)

Dabei haben wir in der ersten Zeile ausgenutzt, dass fiir 3 lineare Operatoren 121, B
und C' gilt

A, BC| = ABC - BCA
— ABC — BAC + BAC — BCA
= |A B|C+BIA C]. (2.1.6)
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Analog zu (2.1.5) gilt natiirlich auch
. .
7,2 =[#, 2] =0,

und damit K

[H, P =0. (2.1.7)
Etwas aufwendiger ist der Beweis, dass auch z.B.

i, P] =0. (2.1.8)

Wir berechnen dazu wieder unter Benutzung der Definition von 12 und der Kommuta-
torrelation (2.1.6)

i 2] = i, B+ [ 2]+ [ 2]
==

~ ~ ~ ~ ~

= L[l )+ [l B+ [ ) +
+

—
Nt
. o~
<
~
>
<

= 0.

Bei dem Ubergang zur dritten Zeile wurden die Kommutatorrelationen (2.1.3) benutzt.
Damit gibt es ein gemeinsames Eigenfunktionssystem fiir die Operatoren I2 und [,. Ge-
nau so kann man natiirlich auch zeigen, dass der Kommutator von 12 mit iy identisch
0 ist, sodass es auch ein gemeinsames Eigenfunktionssystem zu 12 und l;, gibt. Ent-
sprechendes gilt fiir l,. Zur Vereinfachung der Nomenklatur und aus einem Grund,
der weiter unten deutlich werden wird wollen wir uns, wie allgemein {iblich, auf das
gemeinsame Eigenfunktionssystem von [2 und [, konzentrieren.

Wir werden im folgenden zeigen, dass fiir die Eigenwerte dieser Operatoren gilt

. 1
Pll,m > = A1+ 1)|l,m >, mit [ =0, 2 1, ;
Lll,m> = hm|l,m>, fiir m=—l,—l+1,...1—1,1. (2.1.9)

2.

Selbstverstéandlich konnen wir sofort sagen, dass, fiir die Eigenwerte gelten muss

Plab> = h%alab >,
I.lab> = hblab> . (2.1.10)

Dabei sind a und b reelle Zahlen (die zugehorigen Operatoren sind ja hermitisch) und
ausserdem sind diese Zahlen dimensionslose Gréfien, da wir mit dem Faktor /2, bzw. ki,
die Einheiten eines Drehimpulses zum Quadrat, bzw. eines Drehimpulses herausfakto-
risiert haben. Da das Betragsquadrat der z-Komponente des Drehimpulses kleiner sein
muss als das Betragsquadrat des Gesamtdrehimpulses gilt natiirlich dariiber hinaus

V¥ <a. (2.1.11)
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Zum Beweis, dass die Eigenwerte nicht beliebige Zahlen a und b sein konnen, sondern
auf halb- und ganzzahlige Werte fiir [ und m in (2.1.9) eingeschrénkt sind, definieren
wir die Operatoren

>

o=

o~

e T+ ily, sowie

I~ = I, —il,. (2.1.12)
Diese Operatoren sind nicht hermitisch, fiir die jeweils adjungierten Operatoren gilt
vielmehr ; ;

(") =i~ wd (I7) =i

Damit konnen wir die folgenden Kommutatorrelationen beweisen:

L] = [l )+ [ )
ihly + i (—ihl,)

= R, und analog
i 7] = —hi- (2.1.13)
Fiir den Kommutator [T und {2 gilt
2 0] =2 L) +i |17 4] =o0. (2.1.14)
——
=0 =0
Genau so kommutieren (= und [2
20 =0, (2.1.15)

Hilfreich wird auch die folgende Beziehung sein

7 = G+ —ilgly 4 ilyl,
= PP —ill, 1]
= P—4nl.. (2.1.16)

Bei dem Ubergang zur dritten Zeile wurde die entsprechende Kommutatorrelation aus
(2.1.3) eingesetzt. Ganz analog kann man auch zeigen, dass

~

I =021 —nl,. (2.1.17)

Mit diesen Eigenschaften der Operatoren [T und [~ kénnen wir jetzt die Wirkung
der Operatoren untersuchen. Als erstes wollen wir uns davon iiberzeugen, dass die
Anwendung des Opeartors [t die Eigenwerteigenschaft beziiglich [? nicht beeinflusst.
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Dazu wenden wir [T auf einen Eigenzustand |ab >, der gemiss (2.1.10) definiert sein
soll, und erhalten

12 (i+]ab >> = (PiJr + T2 - Z+f2> lab >
(e [P ] s
NI
—o,siehe (2.1.14)
= It (h2a|ab >)
= h’a <Z+|ab >) .

Damit ist also gezeigt, dass auch [*]|ab > Eigenzustand zum Operator {2 mit dem
Eigenwert h2a ist, die Anwendung von [+ also keinen Einfluss auf diesen Eigenwert
besitzt. Ganz analog kann man auch zeigen, dass [~ den Eigenwert zum Operator 2
nicht dndert.

Anders ist die Situation, wenn man nicht den Eigenwert von 12 sondern den Eigenwert
von [, betrachtet. Hier gilt ndmlich

L, <f+|ab >) = <Z+iz + [l;, ZAJ“} )|ab >
———
—ni+, siche (2.1.13)

= [t (hb+h) |ab >
= h(b+1) (I*]ab>) .

Die Anwendung des Operators [ erhoht also den BEigenwert von [, um eine Einheit 7.
Ganz analog kann man sich auch davon iiberzeugen, dass die Anwendung des Opeartors
[~ den Eigenwert von [, um eine Einheit A erniedrigt.

Zusammenfassen gilt also

[Tlab> = alab+1>
[“lab> = alab—1> . (2.1.18)

Die Konstanten o bzw. & deuten an, dass die Eigenzustidnde nur bis auf eine komplexe
Konstante definiert sind. Ist also z.B. |ab > normiert, so muss [ |ab > nicht unbedingt
normiert sein, sondern ist nur bis auf eine Konstante gleich dem normierten Zustand
lab+1 >.

Diese Wirkungsweisen der Operatoren [* und [~ sind grafisch in der Abbildung 2.1
widergegeben. Dabei wird auch explizit auf die Beschrankung (2.1.11) hingewiesen.
Ein mehrfaches Anwenden des Operators [* wiirde uns in die verbotene Zone mit
b*> > a bringen, es sei denn es gibt einen Maximalwert fiir den Eigenwert b: b,,4,, SO

dass R
lﬂabmaz >=0, (2.1.19)
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Verbotene
Zone

Abbildung 2.1: Grafische Darstellung der Wirkung der Operatoren [T und [~ auf die
Eigenwerte der Operatoren [ (a) und [, (b). Siehe auch Gl. (2.1.18).

die entsprechende Konstante o in (2.1.18) also den Wert 0 annimmt, und die Folge der
anwachsenden Werte fiir b abgebrochen wird. Dies bedeutet aber, dass die Norm des
Zustandes [*|aby,q, > identisch null sein muss, also gilt

<[t abmaz|i+|abmaw >=< abmax|[_i+|abmax >=0.
Ersetzen wir den Operator [~[* in dieser Gleichung nach (2.1.17) so ergibt sich
0 = < abmax|ZQ — lz — h[z|abmax >
= 1 (0= B2y = braz) < Abmaz|abmar > -

max

Da der Zustand |ab,,,, > existieren soll und seine Norm ungleich null ist muss zur
Erfiillung dieser Gleichung gelten

@ = by (bae + 1) . (2.1.20)

Ganz entsprechend gilt natiirlich auch, dass ein mehrfaches Anwenden von [~ auf einen
gegebenen Ausgangszustand |ab > uns in die verbotene Zone fiir negative Werte von b
fithren wird, wenn nicht ein b,,;, existiert, so dass I~ angewandt auf |ab,;, > ebenfalls
null ergibt. Ganz analog zur oben explizit vorgefithrten Rechnung kann man zeigen,
dass

a = bpin (bpin — 1), und damit
— (2.1.21)

bmin

Insbesondere muss man durch vielfaches, sagen wir n-faches, Anwenden von [~ auf den
Zustand |ab,., > den Zustand |ab,,;, > erreichen, sonst wiirde man ja doch durch
vielfaches Anwenden von [~ in der verbotenen Zone landen. Es muss also gelten

bmax —-—n = bmm - _bmax ; bzw.

bmax

NS
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Identifizieren wir jetzt b,q, mit der Zahl [ in (2.1.9), so haben wir durch diese Gleichung
und die Beziehung (2.1.20) den Beweis der Eigenwerte in (2.1.9) abgeschlossen.

Zum Abschluss dieses Abschnittes sollen noch die Konstanten o und & in (2.1.18)
bestimmen. Wir wollen zeigen, dass

Fllm > = my/(—m) (I +m+1)lm+1>,
Flm > = BJ+m)l—m+Dlm—1> . (2.1.22)

Dabei nehmen wir an, dass die Eigenzustéinde normiert sind, also
<Ilm|l,m>=1.
Zum Beweis berechnen wir
Flm s = Jallm o+ 1>
= laP<lm+1ll,m+1>

=1

= |af?. (2.1.23)

Andererseits gilt aber auch

‘Z+|l,m >’2 = < l,m|lA*lA+|l,m >
= <Im|? =1 —nl)l,m>
= B (I+1)=m*=m)<lm|l,m>. (2.1.24)
=1
Beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile wurde die Darstellung (2.1.17) benutzt

und beim Ubergang zur dritten Zeile die Eigenwerte nach (2.1.9). Der Vergleich von
(2.1.23) mit (2.1.24) liefert

a = h\/l(l+1)—m2—m
= nJl—m)l+m+1),

und damit den Beweis der ersten Relation in (2.1.22). Die zweite Relation ldsst sich in
analoger Weise beweisen.
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Abbildung 2.2: Vektor in Kugelkoordinaten

2.2 Drehimpulse in der Ortsdarstellung

Wie bereits im vorhergehenden Abschnitt diskutiert wurde, spielt die Erhaltung des
Drehimpulses eine sehr wichtige Rolle bei der Bewegung von Teilchen in einem zen-
tralen Kraftfeld. Zur Beschreibung von solchen zentralen Kraftfeldern sind in der Re-
gel Kugelkoordinaten zur Beschreibung der Teilchenbewegung das geeignete Mittel.
Ein erstes Ziel in diesem Abschnitt besteht nun darin, die Drehimpulsoperatoren der
Quantenmechanik in der Ortsdarstellung mit Hilfe dieser Kugelkoordinaten explizit
darzustellen.

Die Definition der Kugelkoordinaten r, ¥ und ¢ fiir einen Ortsvektor ist in Abb. 2.2
skizziert. Der Zusammenhang zwischen den kartesischen Koordinaten x, y und 2z und
den entsprechenden Kugelkoordinaten eines Vektors ist danach durch

xr = rsindcosp
= rsindsing
z = rcosv, (2.2.25)

beschrieben. Damit konnen wir nun die Differentialformen bilden und erhalten z.B. fiir

d d d
dr = %x(ra 197 30) dr + @.’E(T’, 197 QO) did + %xoﬂ’ 19’ 80) dgp

= sindcospdr +rcostcospdd — rsindsinpdy.



2.2. DREHIMPULSE IN DER ORTSDARSTELLUNG 89

Entsprechendes gilt fiir dy und dz, sodass wir insgesamt schreiben kénnen

dx sincosp, costcosp, —sing dr
dy = sindsing, cosvsing, cosg rdv
dz cos v, —sind, 0 r sind dp
dr
= Of rdv . (2.2.26)
r sind dp

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die so definierte Matrix O eine orthogonale
Matrix ist mit

o t=0
wobei O die transponierte Matrix bezeichnet. Damit ergibt sich fiir die Umkehrtrans-
formation

dr dx
rdv =07 ay |,
r sind dp dz
mit

dr. dr dr

i 9 P

71 o av av av

o - r dx r dy r dz

rsind%®  rsing%e . rsing%
dx ? dy ? dz

Aus dem Vergleich dieser Matrix mit der transponierten Matrix aus (2.2.26) kann man
jetzt z.B. ablesen, dass sich Ableitung von r nach y als erstes Element in der zweiten
Zeile der Matrix O aus (2.2.26) ergibt also

dr

dy =sindsinp.
Hiermit und den entsprechenden anderen Ableitungen ergibt sich also
d dr d dy d dy d
de ~ dedr " dwdd " dvdg
cosvcosp d sinp d
= sindcos Yo T@% — rsingpﬂdgp , (2.2.27)
sowie
d ) . d cosUsing d cosp d
dy - s1n19$1n30% r v rsinﬁ@
jz - Cosﬁda; - Slr;ﬁ;;. (2.2.28)

In der Ortsdarstellung erhélt man fiir die z-Komponente des Bahndrehimpulses
lz = i‘ﬁy - gﬁx

_ 4 4
0 Udy ydm
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Setzt man in diese Gleichung die Ausdriicke fiir die Ableitungen d/dx und d/dy aus
Gl (2.2.27) und (2.2.28) sowie die Darstellung von z und y in Kugelkoordinaten aus
(2.2.25) ein, so ergibt sich durch direktes Ausrechnen

. hd
l==—. 2.2.29
i do (2.2.29)

In ganz dhnlicher Weise erhélt man fiir die in (2.1.12) definierten Operatoren

It = I, +il,
— hel* (CZ9+icot19;fp> , (2.2.30)
o=,
. d d
= Tl ——+1 — 2.2.31
he ( dﬁ—HCOtﬁdgo)’ (2.2.31)

Dies fiihrt uns schliesslich zur Darstellung des Operators 12 in Kugelkoordinaten in der
Form

1/~ ~ ~A A A
I RN 2
P2 = 2(zz )+ 12
1 d . d 1 &
_ (L4t L ) 2.2.32
(mﬁd@sm d19+sin219dg02> (2.2:32)

Man sieht also, aus der expliziten Darstellung der Operatoren [? in (2.2.32) und 2, in
(2.2.29) in Kugelkoordinaten, dass diese ausschlieBlich auf die Winkelvariablen ¢ und ¢
wirken. Die gemeinsamen Eigenfunktionen zu diesen Operatoren, die es ja nach (2.1.8)
geben muss sind also als Funktionen dieser beiden Variablen auf der Oberflache einer
Kugel um den Koordinatenursprung definiert. Wir bezeichnen diese Eigenfunktionen
als Kugelflichenfunktionen und stellen sie als Ortsdarstellung der Eigenzusténde
mit den Quantenzahlen [ und m dar in der Form

(0, pllm) = Yin (9, ¢) - (2.2.33)

In einem ersten Schritt betrachten wir die Eigenwertgleichung fiir 7,. Mit (2.2.29) gilt:

. hod
L.Yim (¥, ) = ;%Ylm(ﬂ, @) = hmY, (9, ¢) . (2.2.34)

Das zweite Gleichheitszeichen ergibt sich aus der Bestimmung des Eigenwertes zu L,
nach (2.1.9). Diese zweite Gleichung stellt eine einfache Differentialgleichung in der
Winkelvariablen ¢ dar mit der Losung

Yim(9,9) = Cim P (9)€% (2.2.35)
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wobei m hier zunéchst eine beliebige reelle Zahl sein kann. ¢, ist dabei eine Konstan-
te, die wir spéter bestimmen werden. Die resultierende Funktion muss aber eindeutig
definiert sein. Wenn die Winkelvariable ¢ um den Winkel 27 erhoht wird, befindet man
sich wieder auf der gleichen Stelle der Kugeloberfliche und es muss gelten

Vim (0, 4 27) = ¢y Py (1) #+20
= Yim (197 g&) = ClmBm (,ﬁ)eimap )

Dies ist genau dann der Fall, wenn

emAm — 1

was impliziert, dass m eine ganze Zahl sein muss. Wihrend wir also aus den Uberle-
gungen im Abschnitt 2.1 aus den Kommutatoreigenschaften der Drehimpulsoperatoren
geschlossen haben, dass die Quantenzahl m fiir den Drehimpulsoperator L, ganz oder
halbzahlig sein muss liefert uns die explizite Darstellung fiir den Bahndrehimpulsope-
rator das Ergebnis, dass m und damit auch [ ganzzahlig sind.!

In einem né#chsten Schritt betrachten wir die Eigenwertgleichung fiir 12 im Fall, dass
m = 0 ist. In diesem Fall ist die Kugelflachenfunktion also unabhéing vom Azimuthwin-
kel ¢ und die Differentialgleichung zur Bestimmung der Funktionen Pjy(¢) hat die Form

L d sin ﬁd} Po(9) = R21(1 4 1) P (V) . (2.2.36)

72 2
Po(9) = —
CPo(d) = =h {sinﬁdﬁ i

Zur weiteren Behandlung wird die Substitution
Y — & =cos?,
benutzt, wodurch die Differentialgleichung (2.2.36) transformiert wird in

~ 5 (1-€) ZPol®) = 10+ DPule). (2.2.37)
Vor einer weiteren Diskussion wollen wir uns davon iiberzeugen, dass die Eigenfunk-
tionen zu (2 und I, auch Eigenfunktion zum Paritidtsoperator P sind. Dabei ist der
Paritédtsoperator im 3-dimensionalen Raum eine Verallgemeinerung der Definition fiir
den 1-dimensionalen Raum in (1.7.143) dahingehend, dass neben der z-Koordinate des
Ortoperators und Impulsoperators auch die entsprechenden y und z-Komponenten mit
-1 multipliziert werden, sodass also

PF=—f und Pp=—p, (2.2.38)

'Wir werden noch sehen, dass es Drehimpulsoperatoren gibt, die auch die entsprechenden Kom-
mutatorrelationen erfiillen, aber mit halbzahligen Quantenzahlen realisiert sind. Ein Beispiel ist der
Spin des Elektrons. Wir sehen an dem Ergebnis hier, dass dieser halbzahlige Spin nicht von einer
Bahnbewegung herriihren kann.
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das System also am Koordinatenursprung gespiegelt wird. Eine zweifache Anwendung
des Paritéitsoperators fiihrt das System wieder in den Ausgangszustand zuriick (P? = 1)
sodass die Eigenwerte des Paritatsoperators (genau so wie im 1-dimensionalen Fall) nur
+1 oder -1 sein konnen. Ausgedriickt in Kugelkoordinaten bedeutet die Anwendung
des Paritatsoperators

Pflr,d,p) = f(r,m—19,p+m) und  Pcosv = cos(m — ) = —cosv. (2.2.39)

Dabei ist f(r, 7, ) eine beliebige Funktion des Ortsvektors 7, dargestellt in den Ku-
gelkoordinaten.

Aus der Definition des Paritéitsoperators in (2.2.38) ist klar, dass der Paritdtsoperator
mit [, kommutiert. Es gilt ja

~

= ((= )( y) — (=9)(=Pz)) P
L.P. (2.2.40)

Der Parittsoperator kommutiert also mit L,. Dies gilt aber ebenso fiir die beiden an-
deren Komponenenten l und l genau so wie fiir die Quadrate all dieser kartesischen
Komponenten des Drehlmpulsoperators Damit kommutiert aber P mit dem Operator
12 und es gibt ein gemeinsames Eigenfunktionssystem zu diesen 3 Operatoren.

Nach diesem kleinen Einschub kehren wir zuriick zur Differentialgleichung (2.2.37) und
machen fiir die Funktion P(§) den Ansatz einer Reihe

Po(€) = > axt", (2.2.41)
k

Da das Argument dieser Reihe & = cos ) ist, gilt wegen (2.2.39)

771’310(5) = PlO<_£) )

und Py ist genau dann eine Eigenfunktion von P wenn der Ansatz (2.2.41) entweder nur
geradzahlige Exponenten k oder nur ungeradzahlige Exponenten enthélt. Im ersten Fall
wire Py Eigenzustand zum Paritédtsoperator mit Eigenwert +1, besitzt also positive
Paritédt, im anderen Fall wére die Paritat negativ.

Setzt man den Ansatz (2.2.41) in (2.2.37) ein, so ergibt sich fiir die Koeflizienten
(k’ + 2)(k‘ + 1)ak+2 — k’(k’ + 1)(1k = —l(l -+ 1)CLk s

beziehungsweise die Rekursionsformel

k(k+1) — 1(1+1)
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Diese Rekursionsformel bricht ab fiir & = [, sodass die Losungsfunktionen Py (2.2.41)
Polynome vom Grade [ in der Variablen £ = cos ¢ sind. Wegen der Feststellung, dass die
Py auch Eigenfunktionen zum Paritédtsoperator sind, treten bei geraden Zahlen [ nur
gerade Potenzen (k = 0,2,...,1) auf wihrend bei ungeradem Wert fiir [ nur ungerade
Potenzen (k = 1,3, ...l) auftreten. Damit gilt also, die Eigenwertgleichung

PPo(€) = (1) Pu(€) (2.2.43)

Durch die Rekursionsformel (2.2.42) sind die Funktionen Pjy(cos?) bis auf eine globale
Konstante definiert und tragen den Namen Legendrepolynome. Als Beispiele fithren
wir an

POQ(COSTB) = ]_,
Pio(cos?) = cosd,

3 1
Pyy(cosv) = 2 cos” ) — 50
5 3
Pso(cosd) = 2 cos® 1) — 5 cos . (2.2.44)

Damit definieren wir die entsprechenden Kugelflachenfunktionen nach (2.2.35)

1

%0(19790) = E?

/3
)/10(197%0) = ECOSﬁa

> (3 1
o) = |3z (300 =3)

Y30(d, ) = \/47” (2 cos® 1) — 2COSI9> . (2.2.45)

Die Koeffizienten ¢, sind dabei so definert, dass die Kugelflichenfunktionen normiert
sind geméaf

2T ™
(1'0[10) = /O dy /0 sin @ d9{I'0[9, ) (9, |10)

:fdQ
_ / dQ Y09, 9)Yio (9, )
_ b (2.2.46)

Damit sind die Kugelflichenfunktionen aber nur fiir m = 0 definiert. Es verbleibt
uns noch die Aufgabe, die entsprechenden Funktionen fiir m # 0 zu generieren. Wir
wollen dies an einem konkreten Beispiel, ndmlich der Bestimmung von Yj; also der
Eigenfunktion fiir [ = 1 und m = 1 diskutieren:
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Nach unseren allgemeinen Uberlegungen im Abschnitt 1.1 gilt ja (siche (2.1.22))

[Flm >=hy/(L—m)(I+m+ Dllm+1 >,

also insbesondere
71,0 >= hv/2[1,1 >

und
AV2Y1 = hV2 < 9, 0|1, 1 >= 1" < 9,¢|1,0 >=*Y),.

Wir benutzen die explizite Darstellung des Operators [ in Kugelkoordinaten in (2.2.30)

und erhalten
. - (d d
["Yio = he" <d19+200t19d<p> (\/4100819)
= hei“’wf;(— sin) .

Y1 (9, ¢) = —\/;sinﬁei“". (2.2.47)

In analoger Weise kann man also alle Kugelflachenfunktionen Y}, durch ein- oder mehr-
maliges Anwenden der Operatoren [* bzw. [~ aus den zugehorigen Y generieren. Wei-

tere Beispiele sind
15 . .
Yor(0,¢) = —y/s=sindcosde?,
8T

15
Yoo(d, ) = 1/327811& Ve’ (2.2.48)

Dabei ist die Abhéngigkeit der Kugelflichenfunktionen vom Winkel ¢ fiir m # 0 nicht
durch die Legendre Polynome Py sondern durch die sogenannten assoziierten Le-
gendre Funktionen P, definiert.

Damit ergibt sich

Wert zu erwéhnen ist, dass natiirlich auch die Operatoren I[* bzw. [~ mit dem Pa-
ritdtsoperator vertauschen, sodass eine Anwendung dieser Operatoren an der Paritét
der Funktionen, auf denen sie angewandt werden nichts éndert. Es gilt also in Anleh-
nung an (2.2.43) allgemein

,PYzm(ﬁv 90) - Ylm(ﬂ- - 19’ ©+ 71—) = (_1)lY2m<197 SO) : (2'2'49)

Die Kugelflichenfunktionen bilden ein System von orthonormalen Funktionen auf der
Oberfléche einer Kugel, d.h. die Relation (2.2.46) gilt auch fiir m und m ungleich null.
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Dariiber hinaus sind die Kugelflichenfunktionen aber auch ein vollstdndiges Funktio-
nensystem. Dies bedeutet, dass jede beliebige Funktion Z (¥, ¢), die stetig auf einer
Kugeloberflache definiert ist, kann mit Hilfe dieser Kugelflichenfunktionen dargestell
werden. Es gilt ndmlich

Z(0,p) = <v,¢lZ>
= > <d,¢|llm><Im|Z >
—_———

lvm —
=Zlm

= Y 2 Yim(9, ). (2.2.50)

Ilm

Die Entwicklungskoeffizienten z;,, erhélt man dabei durch das Skalarprodukt

2m ™
Zim = /0 dgo/o sind di({lm|d, ) (¥, p| Z)

=[da
- / dQYE (9, ) Z(0, ). (2.2.51)
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2.3 Zentralfeldprobleme in der Quantenmechanik

Die Bewegung eines Teilchens in einem zentralen Kraftfeld wird durch ein Potential
V (r) beschrieben, das nur vom Abstand r des Teilchens vom Kraftzentrum, welches mit
dem Koordinatenursprung identisch sein soll, abhédngt. Bereits im Abschnitt 2.1 haben
wir gezeigt, dass der Hamiltonoperator eines solchen Systems mit den Drehimpulsope-
ratoren L2 und L, vertauscht, was ja bedeutet, dass der Hamiltonoperator, L? und L,

ein gemeinsames Eigenfunktionssystem besitzen. Das heisst aber, dass die Losungen der
stationédren Schrodingergleichung, also die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators, so
gewdhlt werden konnen, dass bei der Ortsdarstellung dieser Losungen in Kugelkoordi-
naten der Winkelanteil der Wellenfunktion W (r, 9, ¢) durch die Kugelflachenfunktionen
gegeben ist, die ja nach den Ausfithrungen im vorhergehenden Abschnitt gerade die Ei-
genfunktionen zu L2 und L, darstellen. Die Wellenfunktionen besitzen also die Gestalt

<7",T9, SO\‘I’Elm> = ‘PElm(Ta v, 90) = RE‘lm(T)Yzm(Q% 90) . (2-3-52)

Die Indizes E, [, m an dieser Wellenfunktion beziehen sich auf die entsprechenden Ei-
genwerte fiir den Hamiltonoperator, E, den Betrag des Drehimpulses, [, und seiner
Projektion auf die z-Achse. Den Radialanteil dieser Wellenfunktion, Ry, (r), erhalten
wir durch die Losung der stationdren Schrodingergleichung fiir ein Teilchen der Masse
w im Potential V' (r) des zentralen Kraftfeldes

. I
H\I[Elm(r7 197 80) - [_A + V( )‘| \I/Elm(,ru 197 @)
— EUgn(rd, ). (2.3.53)

Dabei bezeichnet A den Laplace Operator, die Summe der zweiten Ableitungen nach
den kartesischen Koordinaten
d? d? d?
A=—+—+—. 2.3.54
dz? * dy? + dz? ( )
Fiir die Behandlung von Zentralfeldproblemen bietet es sich natiirlich an, auch diesen
Laplace Operator in Kugelkoordinaten darzustellen. Dies ergibt
1 d? 1 1 d d 1 d?

A= — nd— + — . 2.3.55
rdr2r+r2 sinddd > dd 81112190[302 ( )

Der Term in Abhéngigkeit von den Winkelvariablen ¥ und ¢ ist proportional zum
Operator L? aus (2.2.32). Damit ergibt sich fiir den Hamiltonoperator in der Ortsdar-
stellung mit den Kugelkoordinaten die Gestalt

H=_-—"2-°,4 A +V(r). (2.3.56)
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Wendet man diesen Hamiltonoperator auf die Wellenfunktion von (2.3.52) an, so kann
man den Operator L? durch den zugehorigen Eigenwert ersetzen und erhilt fiir die
stationére Schrodingergeleichung (2.3.53)
Rl d? R4 1)
————r 4+ ———+4+V Reim/(1)Yim (9, 0) = E Rgin (1) Yim (Y, ¢) . (2.3.57
e e V)| Rran(Win(0. ) = E R (1 Vin(0. ). (2357)
Man kann nun auf beiden Seiten der Gleichung den winkelabhéngigen Faktor Y, (¢, ¢)
eliminieren? und erhélt eine Gleichung fiir den Radialteil Rgy,,(r)
P11 d>  RA(+1)
—————r 4+ ———4V Rpim (1) = E Rgim(7) . 2.3.58
et + e V0| R () =  Rean) (2359
Diese Bestimmungsgleichung ist offensichtlich unabhéngig von der Projektionsquanten-
zahl m und wir werden diese Quantenzahl im folgenden als Index an der Radialfunktion
streichen. Damit sind also sowohl die Radialfunktion als auch die Energieigenwerte un-
abhéngig von der Projektionsquantenzahl m. Fiir jeden Energieeigenwert gibt es also
Eigenzustdnde mit m = —[, ..., 4+, der Energiecigenwert ist also 2/ + 1-fach entartet.

Machen wir nun fiir die Radialfunktion den Ansatz

Ra(r) = 22r) (2.3.59)

r

setzen diesen Ansatz in (2.3.58) ein und multiplizieren die Gleichung mit r, so ergibt
sich eine Schrodinger Gleichung fiir ug(r) der Form

R d® R+ 1
_QMWJFQ(WQ)JFV(T) wi(r) = Eug(r) . (2.3.60)

=Vesp(r)

Diese Differentialgleichung zur Bestimmung der Energiecigenwerte hat also die glei-
che Form wie die Schrodinger Gleichung fiir ein ein-dimensionales Problem mit einem
effektiven Potential

P21+ 1)

Verp(r) =V(r) + e

: (2.3.61)

das neben dem urspriinglichen Potential V' (r) noch einen Zentrifugalanteil besitzt, der
vom Betrag des Drehimpulses des Teilchens abhéngt und fiir [ > 0 zum Koordina-
tenursprung hin divergiert. Beispiele fiir solche effektiven Potentiale sind in Abb. 2.3
skizziert.

Fiir weitere Aussagen zur Losung der Differentialgleichung (2.3.60) beschrinken wir
uns auf Potentiale, die fiir r — 0 schwécher divergieren als das Zentrifugalpotential,

2Etwas priziser gesagt multiplizieren wir beide Seiten von (2.3.57) mit Y: (¥, ), integrieren iiber
die Winkel und erhalten wegen der Orthonormalitidt der Kugelflichenfunktionen (2.3.58)
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Abbildung 2.3: Effektives Potential fiir die radiale Schrodingergleichung nach
(2.3.61)

also schwiicher als 1/r?. In diesem Fall kann man also bei der Differentialgleichung im
Grenzfall r — 0 den Term mit der konstanten Energie und den Term proportional V' (r)
gegeniiber den weiteren Termen vernachlassigen und erhélt also in diesem Grenzfall eine
Differentialgleichung der Form

[_5:2 . l(l; 1)] w(r) = 0. (2.3.62)

Diese Differentialgleichung hat, wie man durch Einsetzen leicht feststellen kann die
beiden unabhéngigen Losungen:

1
ul(l)(r) =1 und ul@)(r) ==

oF (2.3.63)

Die Losung u”(r) liefert eine Wahrscheinlichkeitsdichte p(r) ~ u?/r?, die fiir r —
0 divergiert und ist deshalb unphysikalisch. Wir schliessen daraus, dass die radiale
Funktion wu(r) fiir kleine Wert von r die asymptotische Form

lim u(r) = ar™t (2.3.64)

annimmt.

2.3.1 Konstantes Potential

Als erstes Beispiel fiir ein Zentralfeldproblem wollen wir den Fall des konstanten, also
ortsunabhéngigen, Potentials V' betrachten. Dies schliesst natiirlich auch den Fall V' = 0
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ein. In diesem Fall erhalten wir fiir die Radialfunktion Rg(r) in Anlehnung an (2.3.58)
die radiale Schrédingergleichung

P11 d?> R +1)
S At 4 - E =0.
2 drzr + 212 +(V )] Rm(r) =0

Multipliziert man diese Gleichung mit (—2u/h%) und definiert

2u(E -V
k= M , (2.3.65)
h
(dazu werden wir hier und im folgenden annehmen, dass V' < E, die Wellenzahl k also
reell ist) so ergibt sich die Differentialgleichung

1 d? (1+1
[T(MT_(?"2)+k2‘| REl(T) :O

Dividiert man diese Gleichung durch k? so stellt man fest, dass sie umgeschrieben
werden kann in die Form

<d2 2d I(+1)

— +
dp* ~ pdp p?

+ 1) Ri(p) =0 mit  p = kr. (2.3.66)

In dieser Gleichung taucht die Energie E gar nicht mehr direkt auf, sondern ist {iber die
Definition von k in der Variablen p enthalten. Da in dieser Gleichung auch die Varaiable
r nur in der Produktform p = kr erscheint, héingen natiirlich auch die Losungen der
Differentialgleichung, R; lediglich von dem Argument p ab.

Alternativ konnen wir natiirlich auch in diesem Fall, wie in (2.3.59) den Ansatz

betrachten und erhalten eine Differentialgleichung fiir u;(p)

2 l(l+1) B
<CW_ 7 +1>ul(p)—0.

Speziell fiir den Fall [ = 0 sind 2 unabhéingige Losungen gegeben durch

us(p) = sinp
uf(p) = —cosp.

Dabei entspricht die Losung u(()l), wie auch in (2.3.63) der reguldren Losung, die sich fiir

p — 0 proportional p! verhilt, wiihrend u[()2) in dem Grenzfall p — 0, die entsprechende
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irregulire Losung darstellt. Die entsprechenden Radialfunktionen sind dann gegeben
durch

O sin
- ug (p) P
Jolp) =57 = )
r P
(2) — COS
_uy(p) P
no(p) ==-% = P (2.3.67)

und tragen den Namen Sphérische Besselfunktionen der ersten Art (j;) und der zweiten
Art (n;). Hiufig werden die regulédren Losungen (7;) auch einfach mit dem Namen Bes-
selfunktionen bezeichnet, wihrend die am Koordinatenursprung irreguldren Losungen,
n;, den Namen Neumannfunktionen tragen.

Fiir den Fall [ = 1 ergibt sich die regulére Besselfunktion in der Form
sinp  cosp
p? p

Jilp) = : (2.3.68)

Durch die Reihenentwicklung der trigonometrischen Funktionen sin und cos findet man

o 1, 11,
nlp) = pQ[ — 5P +..l—p[1—'p +}

sodass sich j; fiir p — 0 reguldr ndmlich propotional p! verhilt. Ausgehend von diesen
Besselfunktionen jo und j7; kann man auch die sphérischen Besselfunktionen fiir [ > 1
bestimmen iiber die Rekursionsformel

2 o) (). (2.3.69)

Jiri(p) =

Eine spezielle Anwendung ergibt sich noch fiir den Fall, des sphérischen Kastenpoten-
tials mit dem Radius R in der Form

0 fir r<R
V<T)_{oo fir r>R

In disem Fall miissen die Losungen der stationédren Schrodingergleichung fiir das freie
Teilchen im Bereich » < R die Randbegingung

Rpi(R) = ji(p=kmR) =0, (2.3.70)

erfiillen. Fiir den Fall [ = 0 sind dies nach (2.3.67) gerade die Nullstellen der Sinus-

funktion also
nmw

kE()R = nm bzw. kEO = kno = —
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Fiir [ > 0 ergeben sich die eptsprechenden Wellenzahlen k,,; aus den Nullstellen der
jeweiligen Besselfunktionen. Uber die Beziehung (2.3.65) erhélt man daraus die ent-
sprechenden Energieeigenwerte

n*k2,
2

Als Eigenfunktionen des Hamiltonoperators fiir das Kastenpotential bilden diese Lésun-
gen aber auch ein vollstdndiges Orthonormalsystem fiir Wellenfunktionen, die beir = R
verschwinden und eignen sich daher als Basissystem fiir die Berechnung von gebunde-
nen Zusténden von allgemeinen Potentialen, die innerhalb einer sphérischen Box mit
Radius R lokalisiert sind (siehe auch Abschnitt 1.8). Eigenfunktionen des Hamilton-
operators

Enl =

2.3.2 Sphirischer Harmonischer Oszillator

Die natiirliche Erweiterung des Harmonischen Oszillatorpotentials in einer Raumdi-
mension, das im Abschnit 1.7 behandelt wurde, ist die Bewegung eines Teilchens der
Masse p im Oszillatorpotential in allen 3 Raumrichtungen, das durch
1
Vi(r)= §uw2r2, (2.3.71)
definiert ist. Auch hier handelt es sich um ein Zentralfeldproblem, sodass wir fiir die
Wellenfunktion den iiblichen Ansatz

\IjElm(rv v, <P) = e (T)

YZm(ﬂa 90>

machen konnen und zur Bestimmung der radialen Komponenten wug(r) und der zu-
gehorigen Energieeigenwerte F,,; die radiale Schrodingergleichung (2.3.60) heranziehen,
die sich im Fall des Oszillatorpotentials schreiben lésst
R BRI+ 1,
—@ﬁ+w+§ﬂw r UEZ(T) :EuEl(’/’). (2372)
Fiir den Fall [ = 0 ist diese Differentialgleichung identisch mit der stationéren Schrédin-
gergleichung fiir den Harmonischen Oszillator in einer Raumdimension in (1.7.127).

Deshalb sind natiirlich auch die Lésungen identisch und wir erhalten in Anlehnung an
(1.7.141) fiir die Radialfunktionen

M

wjo(r) = ¥H]‘(q)e‘q7 : (2.3.73)

21 j1/7b

wobel
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Die dazugehorigen Energien sind entsprechend (1.7.140) gegeben durch
1
Ejo = hw (j n 2) . fir j=0,1,2... (2.3.74)

Im Gegensatz zu den Losungen fiir den 1-dimensionalen Oszillator miissen wir fiir die
Radialfunktion u;o in (2.3.73) fordern, dass dies Funktion fir r = 0 den Wert u,o(0) = 0
annimmt. Nur so kann gewéhrleistet werden, dass die zugehorige Radialfunktion Ry =
wjo(r)/r (siehe (2.3.59) fiir » = 0 nicht divergiert. Damit diese Bedingung wu;(0) = 0
erfiillt wird diirfen die Hermite Polynome H,(r/b) aber nur ungerade Potenzen von
r enthalten. Nach unserer Diskussion im Abschnitt 1.7 bedeutet das aber, dass nur
ungerade Zahlen j =1,3,5,..., bzw. 7 =2n+1 fiir n = 0,1, 2, ... die Randbedingung
fiir u bei r = 0 erfiillen, sodass wir also insgesamt fiir die Oszillatorzustdnde mit [ = 0
erhalten

E,n = hw(?n—i—;) n=20,1,2...
1 o
Uno(r) = Hopy1(q)e™ 7 . (2.3.75)
V22 (20 + 1)1/7b

Fiir die Berechnung der Oszillatorzustdnde mit [ # 0 macht man den Ansatz

T‘2
Upy = Coa X (1) e 27 (2.3.76)

Dabei steht c¢,; fiir eine geeignete Normierungskonstante, 7'+ sorgt fiir die richtige
Asymptotik fir r — 0 (siehe (2.3.64)), die Exponentialfunktion ist durch die Asympto-
tik fiir grofe Werte von r vorgegeben (siehe die Diskussion im Fall des 1-dimensionalen
Oszillators im Abschnitt 1.7) und X, soll ein Polynom bezeichnen, sodass die asym-
ptotischen Eigenschaften der Radialfunktion nicht beeinflusst werden. Die Losung der
Differentialgleichung liefert dann fiir dieses Polynome das Ergebnis

2
_oply12f T

wobei L!*1/2 die assoziierten Laguerre Polynome?®. Diese Laguerre Polynome sind Poly-
nome vom Grad n im Argument r?/2b%. Die zugehorigen Energien sind gegeben durch

3
By = hw (zn Iy 2) , (2.3.78)

was ja mit (2.3.75) konsistent ist.

Es gibt aber auch noch einen alternativen Zugang zur Losung des Harmonischen Os-
zillators in 3 Dimensionen. Als Vorarbeit zu dieser Losung betrachten wir den Fall,

3siehe z.B. Igal Talmi “Simple Models of Complex Nuclei”, harwood academic publishers, ISBN
3-7186-0551-1.
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dass ein Hamiltonoperator aus 2 Summanden besteht, die auf jeweils unterschiedliche
Koordinaten einer Wellenfunktion wirken, also z.B. in der Form

H Py Pys &, 5) = ha Py &) + hy(Dy, 9) -

In diesem Beispiel wirkt also h, nur auf die x-Koordinate eines Teilchens, wihrend
iLy nur auf die y-Koordinate wirkt. Ein anderes Beispiel wire der Fall von 2 nicht
wechselwirkenden Teilchen, bei denen der eine Summand nur auf die Koordinaten des
Teilchens 1 der andere Summand nur auf die des Teilchens 2 wirkt. In einem solchen
Fall hat die Eigenwertgleichung fiir den gesamten Hamiltonoperator, also

H (o, Py, &, 9) U (2,y) = BV (z,y)
Losungen in der Form eines Produktes
U(r,y) = B(x)Z,(y) (2.3.79)
wobei die Faktoren Losungen der Eigenwerteproblem fiir die Summanden sind

ff(va 2)®i(z) = &)
hy(Dy 1)Z5(y) = €Z5(y),

und die Energie sich als Summe der Energie ergibt

Zum Beweis dieser Behauptung setzen wir den Produktansatz in die Eigenwertglei-
chung ein

H(po, by &, 9)Pi(2)Z(y) = Zj()ha®il) + @i(2)h,E5(y)
= E®i(r)E;(y)

Da der Operator h, nur auf die z-Koordinate wirkt haben wir in der ersten Zeile dieser
Gleichung Z;(y) links vom Operator &, geschrieben und ebenso ®;(z) links von &, im
zweiten Summanden. Dividiert man diese Gleichung durch das Produkt der Funktionen
®,;(x)Z;(y) so ergibt sich

®i(x) iy

=f(z) =9(v)
Wir sehen, dass der erste Summand auf der linken Seite dieser Gleichung nur von z
abhéngen kann (f(z)) wahrend der zweite Summand nur von y abhéngt. Die Summe
ergibt aber eine Konstane F auf der rechten Seite der Gleichung, was bedeutet, dass
auch die Summanden jeweils Konstanten sein miissen

he®; ()

fx) =

=&;.
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Multipliziert man diese Gleichung wieder mit ®;(z) so ergibt sich die Eigenwertglei-
chung fiir h,. Entsprechendes gilt fiir g(y) und wir haben damit gezeigt, dass der
Produktansatz (2.3.79) in der Tat eine Losung ist mit dem Eigenwert E als Summe
der entsprechenden Eigenwerte fiir h, und izy.

Dieses Ergebnis wenden wir nun auf den Hamilton Operator des Harmonischen Oszil-
lators an, der in kartesischen Koordinaten geschrieben die Form

~D ~2 ~2
N - NSO R S IO R SR e
H=>"*+—- <4 4 - LI — )
2M—|—2,uw:1: +2u+2uwy +2M+2sz
=g :hy =Nz

Der Hamiltonoperator ist also eine Summe von 3 Operatoren, die jeweils nur auf eine
kartesische Koordinate wirken. Nach dem gerade gezeigten Ergebnis, ergibt sich damit
fiir die Eigenzustdnde von H

\I/nx,ny,nz(l'7 Y, Z) - (I)n:v(w)q)ny(y)cbnz(z) s (2381)

wobei die ®,, die jeweiligen Wellenfunktionen fiir den Oszillator in einer Dimension
darstellen. Der zugehorige Energieeigenwert ergibt sich damit als Summe

3
Erngnynz = €ng + Eny + Enz = hw (nx +ny,+n, + 2) ) (2.3.82)
Dabei haben wir die Energieeigenwerte des 1-dimensionalen Harmonischen Oszillators
aus (1.7.166) iitbernommen haben. Konsistent mit der Energieformel aus (2.3.78) er-
halten wir genau einen Grundzustand mit der Energie 3/2hw fiir n, = n, =n, =0
beziehungsweise n = = 0.

Fiir den ersten angeregten Zustand gibt es jeweils 3 unabhéngige Losungen mit £ =
5/2hw. Dieser Zustand ist also 3-fach entartet. Im Fall der kartesischen Darstellung
sind die 3 Zusténde (n, = 1,n, = 0,n, = 0), (n, = 0,n, = 1,n, = 0) und (n, =
0,n, = 0,n, = 1) die natiirliche Basis dieses 3-diemensionalen Unterraums, wéhrend
wir in der sphérischen Darstellung die 3 orthogonalen Zustdnde n = 0,1 = 1,m = —1
bzw. m = 0 und m = 1 haben. Natiirlich kann z.B. der sphérische Zustand n = 0,] =
1, m = —1 als Linearkombination der 3 kartesischen Basiszustédnde dargestellt werden,
wie auch umgekehrt die kartesischen Zustdnde in der sphérischen Basis dargestellt
werden koénnen.

Der zweite angeregte Zustand ist 6-fach entartet bei einer Energie von 7/2hw. Auch
dieses Ergebnis kann leicht sowohl in der kartesischen als auch in der sphérischen Basis
verifiziert werden.
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2.4 Das Wasserstoffatom

Das Wasserstoffatom besteht aus einem Atomkern, der fiir den normalen Wasserstoft
einfach durch ein Proton gegeben ist, mit der Masse m,, und einem Elektron mit der
Masse m,.. Vernachlassigen wir zunichst einmal die magnetischen Wechselwirkungen,
die durch die magnetischen Momente der Protonen und Elektronen bewirkt werden, so
werden Proton und Elektron allein durch die Coulomb Wechselwirkung zwischen der
positiven Ladung des Protons und der negativen Ladung des Elektrons zusammenge-
halten. Die Hamiltonfunktion dieses Systems aus zwei Teilchen ergibt sich also als die
Summe der kinetischen Energien des Protons und des Elektrons plus dem attraktiven
Coulomb Potential zwischen diesen beiden Teilchen. Bezeichnet man mit p),, p. und 7,
7, die Impuls- und Ortsvektoren dieser Teilchen, so ergibt sich die Hamiltonfunktion
zZu

I N s & 1

2m,  2m,  4re, |7 — 7|

(2.4.83)

Dabei steht € fiir die Elementarladung, also den Betrag der Ladung eines Elektrons
oder eines Protons. Im SI System ist diese Elemetarladung durch

¢ =1.6021710"" C,

gegeben und die Influenzkonstante hat den Wert

C
=8.8542 10712 — .
g0 = 8.8542 10 o

In der Atom-, Kern- und Teilchenphysik wird haufig das Gaufl’sche Maflsystem benutzt.

Man ersetzt dazu in (2.4.83)
)
€ 2

—e (2.4.84)

471'80

und gibt Energien in Einheiten der Elementarladung e mal einer Beschleunigungs-
spannung in Volt an, also z.B. in Einheiten “eV” an. Da sich durch diese Ersetzung
einige Ausdriicke einfacher formulieren lassen und um den Vergleich mit Lehrbiichern
zu diesem Thema zu vereinfachen, soll auch in diesem Abschnitt das Gaufy’sche System
benutzt werden.

AuBlerdem haben wir bereits im ersten Semester bei der Diskussion von Vielteilchen-
systemen gesehen, dass die Beschreibung von 2 Massenpunkten, auf die nur eine Kraft
zwischen diesen beiden Punkten wirkt, am besten in den Koordinaten des Schwerpunk-
tes des Systems und der Relativkoordinate beschrieben wird. Wir transformieren also
die Ortsvektoren des Atomkerns und des Elektrons auf die Koordinaten des Schwer-

punktvektors
MeTe + MpTy

R = ,
Me + 1My,
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und die Koordinaten des Relativvektors

PP e
H=-"*2"4+"——-—. 2.4.85
2M * 2u 7T ( )

Dabei steht P,,, fiir den Impuls der Bewegung des Schwerpunktes, M = m, + m,, fiir
die Gesamtmasse, p fiir den Impuls der Relativbewegung und g fiir die sogenannte
reduzierte Masse mit

= T~
E
E

= = (2.4.86)

Fiir die Behandlung des Problems im Rahmen der Quantenmechanik bestimmen wir
ausgehend von dieser Hamiltonfunktion den entsprechenden Hamiltonoperator. In der
Ortsdarstellung ersetzen wir

—

Pcm—>—,§R und p —
1

| St

—
Vi,

~

wobei V r den Operator des Gradienten beziiglich der Schwerpunktskoordinaten und
V., den bezogen auf die Relativkoordinate bezeichnet. Damit ergibt sich der Hamilton-

operator
A AR RPA, €2

i _ < 2.4.87
2M 24 r’ ( )
hj/_/—/_/
=Hem :I:I'r

mit dem Laplace Operator Ag (A,) fiir die Schwerpunkts- (Relativ-) koordinaten.

Der gesamte Hamiltonoperator ist also eine Summe aus 2 Termen, wobei der erste Sum-
mand H,,, nur auf die Koordinaten des Schwerpunktvektors und der zweite Summand,
H, nur auf die des Relativvektors wirkt.

Wie wir im vorhergehenden Abschnitt 2.3 gesehen haben gibt es in diesem Fall fiir die
stationédre Schrodingergleichung Lésungen in der Form

V(7 R) = o(Mx(R).

Der Teil der Wellenfunktion, der die Abhéngigkeit von der Schwerpunktskoordinate
beschreibt ergibt sich als Losung der Schrodinger Gleichung

W2 AR

—57 XB) = Eenx(R). (2.4.88)




2.4. DAS WASSERSTOFFATOM 107

Dies ist die Schrodinger Gleichung fiir ein freies Teilchen der Masse M. Die Lésungen
sind durch ebene Wellen gegeben der Form

5 1 iKR
X(R) - (271')3/26 )

mit einem Wellenzahlvektor K und einer zugehorigen kinetischen Energie dieser Bewe-
gung des Gesamtatoms

WK

oM

Ecm -

Sehr viel interessanter ist natiirlich die innere Struktur des Atoms, die durch die
Schrodinger Gleichung

{—h;Ar - ot = pot, (2489)

beschrieben wird. Diese Gleichung hat die Struktur einer Schrodinger Gleichung fiir
ein Teilchen der Masse p , das sich in einem zentralen Kraftfeld, beschrieben durch
das Coulomb Potential, bewegt. Durch die Faktorisierung der Gesamtwellenfunktion
in einen Anteil fiir Schwerpunkts- und Relativkoordinaten ist also das Zweiteilchen-
problem des Wasserstoffatoms auf die Gleichung eines Einteilchenproblems reduziert
worden.

Zu beachten ist dabei lediglich, dass die Koordinaten des Relativvektors die relevanten
Freiheitsgrade beschreiben und dass die Masse fiir dieses Einteilchenproblem durch
die reduzierte Masse p beschrieben wird. Im Fall des “normalen” Wasserstoffatoms ist
die Masse des Atomkerns etwa 2000 mal so grof3 wie die des Elektrons, da ja mit der
Lichtgeschwindigkeit ¢ fiir die Ruheenergie dieser Teilchen gilt

mp02 =038MeV und m.c® =0.511 MeV.

In diesem Fall ist der Vektor des Schwerpunktes des Systems praktisch identisch mit
dem Ortsvektor des Protons und die reduzierte Masse (siehe (2.4.86)) praktisch iden-
tisch mit der Masse des Elektrons

pc® = 0.5107 MeV .

Mit der Schrodinger Gleichung (2.4.89) kénnen wir aber auch exotischere Atome be-
schreiben, wie z.B. das myonische Atom. Dabei wird das Elektron ersetzt durch ein
Myon. Ein Myon ist ein Elementarteilchen wie das Elektron. Es gehort ebenfalls zu
den Leptonen und hat die gleiche Ladung. Lediglich seine Masse ist erheblich gréfier
mit my,,c? = 105 MeV, so dass die reduzierte Masse fiir das myonische Atom mt puc?
= 94 MeV deutlich kleiner ist als m,,,¢*.

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass die Losungen einer stationdren
Schrodinger Gleichung fiir ein zentrales Kraftfeld wie z.B. in (2.4.89) faktorisiert werden
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kann in der Form (siehe (2.3.52) und (2.3.59))

Uy (1)

Grign (T) = Yim (9, ), (2.4.90)

mit den Kugelflichenfunktionen Yj,, und einer Radialfunktion u,;, die im Fall des
Wasserstoffatoms bestimmt wird aus der Losung der radialen Gleichung
P d? RA(I+1) €
-+ ——— — —buy(r) = E, , 2.4.91
{ 21 drr? + 2012 (Y !(7) ru(r) ( )
wobei die Quantenzahl n eingefithrt wurde, um die verschiedenen Lésungen dieser
Gleichung bei gegebenem [ zu unterscheiden.

Bevor wir uns der expliziten Losung dieser Gleichung zuwenden, wollen wir die Energie
fiir den tiefsten gebundenen Zustand abschéitzen. Da der Zentrifugalterm in der Glei-
chung (2.4.91) fiir [ > 0 einen repulsiven Beitrag zur Energie liefert, ist es klar, dass
wir den energetisch tiefsten Zustand fiir [ = 0 erwarten. In diesem Fall besteht der
Hamiltonoperator nur aus einem Beitrag der radialen kinetischen Energie, der positiv
sein wird, und dem attraktiven Energiebeitrag des Coulomb Potentials.

Je nidher das Elektron am Atomkern ist, um so attraktiver ist der Beitrag des Coulomb
Potentials. Im Abstand 7y betréigt ja der Wert dieses Coulomb Potentials

62

Vo=——.

To

Schrankt man aber den Aufenthaltsort des Elektrons auf einen Bereich r < ry ein, um
einen moglichst attraktiven Erwartungswert fiir das Coulomb Potential zu erzielen, so
muss man die Heisenbergsche Unschérferelation fiir die Orts - Impulsunschérfe beach-
ten. Eine Einschrinkung auf das Intervall —ry < r < rg, also A%(r) = 4r2 hat wegen
der Unschéarferelation )
h
N(p)A(r) >
zur Folge, dass
h2
A*(p) = (p*) = (1)* = ") = .
sein muss. Dabei haben wir benutzt, dass der Erwartungswert fiir den Impuls (p) = 0
sein wird. Je kleiner ro um so grofler wird also der Erwartungswert des Impulsquadrates,
(p*), sein und entsprechend positiver die kinetische Energie

_p2 B ]‘;LQ
C2u 2urd’

0

Zur Abschétzung der minimalen Energie fassen wir die Summe aus dieser kinetischen
Energie und der potenziellen Energie zusammen

]‘;LQ 2
Blrg) = —— — & (2.4.92)
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und bestimmen den Wert von ry an dem diese Funktion minimal ist

dE K2 2

- 3 2
dryo HTo 7o

was zu einem Wert fiir ,
h
ro=—=053x10""" m, (2.4.93)
e
fithrt. Der numerisch Wert von 0.53 Angstrom ergibt sich, wenn man die reduzierte
Masse p fiir das Elektron, also fiir das gewohnliche Wasserstoffatom einsetzt. Diesen
Ausdruck fiir ry bezeichnet man auch als den Bohr’schen Radius fiir das Wasser-

stoffatom.

Berechnet man die Energie fiir diesen Wert von 7y nach (2.4.92), so ergibt sich
pet et
2n* B
e’
2h*
= —13.5eV (2.4.94)

by =

Der numerische Wert fiir die Energie von -13.5 eV ergibt sich wieder fiir den Fall des
normalen Wasserstoffatoms. Bemerkenswert am Ausdruck in der ersten Zeile ist, dass
der Wert fiir die potenzielle Energie mit dem Wert der kinetischen Energie verkniipft
ist durch

1
TO - —51/0

Dies entspricht der Vorhersage des Virialsatzes fiir ein Potential der Form 1/r in der
klassischen Mechanik. (siehe Abschnitt 3.4 aus der Vorlesung Physik I).

Den Ausdruck (2.4.94) kann man einfach umschreiben in

1/e\? 9
wobei der Quotient
e é? 1
~— (2.4.96)

T he T dmeghe 137

die sogenannte Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante, ein dimensionslose Zahl
bestehend aus Naturkonstanten, bezeichnet.

Betrachtet man jetzt ein exotisches Atom, wie z.B. ein myonisches Atom, mit einem
schweren Lepton, also einem grofleren Wert fiir die reduzierte Masse pu, so wird aus
diesen Uberlegungen deutlich, dass die kinetische Energie bei gleichem Wert fiir p?
kleiner sein wird als im Fall des Elektrons. Das Minimum der Funktion F(rg) wir
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also bei einem kleineren Radius auftreten (siche (2.4.93)) was gleichzeitig zu mehr
Bindungsenergie, also einem negativeren Wert fiir E(rq) fiithrt (siche (2.4.95)).

Nach dieser Abschitzung wenden wir uns nun wieder der Losung der radialen Gleichung
(2.4.91) fiir gebundene Zusténde, also negativen Werten fiir £,; zu. Dazu fithren wir
eine Substitution der Koordinate r durch auf die dimensionslose Variable

Su(—En,
p= MT. (2.4.97)
h
Damit bringen wir (2.4.91) auf die Form
& I(l+1) X 1
2 A - 2.4,
mit )
e 1
A= —, [ —0——. 2.4.99
P\ 2 ) 2480

Zunéchst betrachten wir die Asymptotik dieser Gleichung fiir grole Werte von r bzw.
p. Bei dieser asymptotischen Betrachtung kénnen also die Terme proportional zu 1/p
und 1/p* vernachlissigt werden. Dadurch reduziert sich (2.4.98) auf

2 =0 (2.4.100)
d,02 A Uni\p) =Y, sk

mit den Losungen

U =€ % und  wpy, = e/2.

Da die Losung w,; 2 zu Wahrscheinlichkeitsdichten fiihrt, die fiir grofie Werte von r
divergieren hat die reguldre Losung also die Asymptotik der Form u,; ;. Zusammen
mit dem Verhalten bei kleinen Werten von r bzw. p, das wir bereits im vorhergehenden
Abschnitt gefunden haben (siche (2.3.64)) ergibt sich also der Ansatz

U = p e P2 Hy(p) . (2.4.101)

Wir sehen auch in diesem Fall, dass die Losung der Schrodinger Gleichung fiir negative
Energien, also gebundene Elektronen, durch die Asymptotik fiir » — 0 und r — oo
zwei Randbedingungen erfiillen muss. Diese Zahl der Randbedingungen ist so grof,
dass es nicht fiir jede Energie eine Losung geben kann. Wir erwarten also auch hier
Losungen der stationdren Schrodinger Gleichung bei E < 0 nur fiir diskrete Energien.

Fir E > 0 wird der Ausdruck (2.4.97) fiir p rein imaginér. In diesem Fall sind also
beide Losungen der asymptotischen Gleichung fiir r — oo regulér, so dass es nur eine
Randbedingung fiir » — 0 zu beachten gilt. Deshalb wird es fiir jede positive Energie
eine Losung der Schrodinger Gleichung geben, die dann allerdings ein ungebundenes
Elektron beschreibt.
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Die unbekannte Funktion H,,;(p) im Ansatz (2.4.101) darf das asymptotische Verhalten
von Uy, fiir p — 0 und p — oo nicht zerstoren. Deshalb setzen wir fiir diese Funktion
H,(p) ein Polynom endlichen Grades n’ an:

Hu(p) = aip'. (2.4.102)
=0

Setzt man den Ansatz (2.4.101) in die Differenzialgleichung (2.4.98) ein, so ergibt sich
fir diese Funktion H,,;(p) die Gleichung

2

Hnl dHnl
20+ 92— A=l —1)Hy; =0,
P~ +(@20+2-p) a0 +( )Hni

was mit dem Ansatz (2.4.102) fiir die Koeffizienten des Polynoms zu einer Rekursions-

formel fiihrt:
i+1l+1—-X

i+ 1)(i+20+2)

Damit dieses Rekursionsformel bei dem Wert ¢ = n’ abbricht muss gelten

Ai+1 = ( a; . (24103)

A=n"+1+1, (2.4.104)

Durch diese Rekursionsformel sind die Polynome bis auf eine Konstante eindeutig de-
finiert. Wir kénnen ja z.B. mit ap = 1 starten und dann iiber die Rekursionsformel
(2.4.104) alle Koeffizienten a; bis i = n' bestimmen. Das Ergebnis ist ein Polynom
vom Grade n’, das bis auf einen globalen Normierungsfaktor v identisch ist mit den
sogenannten Laguerre Polynom, so dass

Hou(p) =Ly (p), (2.4.105)
wobei die Laguerreschen Polynome auch definiert sind durch

in =31 (p [—(n;(: ﬁ]imﬁ - (2:4.106)

1=0

Die Abbruchbedingung (2.4.104) fiithrt aber wegen (2.4.99) auch (mit n’ = n) zu einer
Bestimmungsgleichung fiir die méglichen Energien
Let 1

Ey=—- . 2.4.1
! 2He CESESIE ( 07)

Die niedrigste Energie ergibt sich also fiir n = [ = 0 und entspricht genau der Energie
unserer Abschéitzung in (2.4.94) bzw.(2.4.95).

Neben dieser Energie fiir den niedrigsten Zustand, den Grundzustand des Wasser-
stoffatoms ergeben sich aber auch unendlich viele Energieeigenwerte der Form

1
—,

Bu=—(135eV)<5, mit N=n+l+1. (2.4.108)
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| A =0, S =1, P |:2? D =3, F
-0.84] N=4 n=o =1 n=0
-1.50| N=3
-3.387 N=2 = n=0
n=0
-13.51 N=1 ———

Abbildung 2.4: Darstellung der niedrigsten Energiceigenwerte des Wasserstof-
fatoms

Der numerische Wert -13.5 eV ist eine Ndherung fiir die entsprechende Konstante in
(2.4.107) im Fall des normalen Wasserstoffatoms und trégt den Namen Rydberg Kon-
stante. Die Zahl N = n + [ + 1 bezeichnet man in der Regel als Hauptquantenzahl
fiir die Energien des Wasserstoffatoms.

Diese Energien des Wasserstoffatoms, das sogenannte Termschema, ist in Abb. 2.4 skiz-
ziert. In der Néhe des Energienullpunktes wird die Niveaudichte fiir £/ < 0 unendlich
grof; bei positiven Energien, also ungebundenen Elektronen gibt es, wie bereits oben
diskutiert, ein Kontinuum von Energien.

Wir wollen nun einige dieser Losungen etwas genauer betrachten. Fiir den Grundzu-
stand ist die Hauptquantenzahl N =n + [+ 1 = 1, was bedeutet, dass n = [ = 0 sein
muss. Damit ist auch die Quantenzahl m = 0 festgelegt und die Wellenfunktion fiir
den Grundzustand ist eindeutig definiert. Da die Radialquantenzahl n identisch null
ist, ist das Polynom H,;) (vom Grade n=0) eine Konstante und die Wellenfunktion
ergibt sich nach (2.4.90) und (2.4.101) zu

booo(r, VU, ) = 726_’)/23/00(19, ©). (2.4.109)

Mit der Definition von p in (2.4.97) und der Energie Eyo nach (2.4.107) ergibt sich
e? r
— Yy = 2—

p= g =2,

wobei 19 den Bohrschen Radius nach (2.4.93) bezeichnet. Setzt man diesen Ausdruck
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in (2.4.109) und beriicksichtigt, dass Yyo = 1/v/4m, so ergibt sich

1
r0, p) = y———e "/ 2.4.110
Pooo p) =7 Jar ( )
Die Normierungskonstante v ergibt sich aus der Normierungsbedingung
1 = /dgr ¢300<7’719780)
= 7 /oo r2e= /o gy
0
1
= %ng. (2.4.111)

Dies bedeutet also, dass die Normierungskonstante

1 3/2
,y B 2 () ‘
To

Damit ergibt sich also die Radialfunktion fiir ¢gg

1 3/2
Roo(r) = uo(;a(r) =2 <7’o) e "/m. (2.4.112)

Mit dieser Wellenfunktion kénnen auch andere Erwartungswerte berechnet werden. So
ergibt sich z.B. als Maf fiir den Radius des Atoms im Grundzustand der Erwartungs-
wert

3
570 (2.4.113)

was erstaunlich gut mit der Abschéitzung (2.4.93) {ibereinstimmt.

(n=1=0rln=1=0) = /0 r2drr RE,(r) =

Fiir den Grundzustand gibt es nur eine einzige Wellenfunktion, man sagt der Grund-
zustand ist nicht entartet oder einfach entartet*. Fiir die Zustinde mit der Hauptquan-
tenzahl N = 2 gibt es wegen (2.4.108) die Moglichkeiten

n=11=0 m=0 oder
n=0 (=1 m=-1,0,1. (2.4.114)

Wir haben also 4 Kombinationen von Quantenzahlen vorliegen, die alle zur gleichen
Hauptquantenzahl N = 2 fithren und damit die gleiche Energie besitzen. Die zugehorige
Energie ist also 4-fach (mit Beriicksichtigung des Elektronenspins 8-fach) entartet.

4Wie wir noch sehen werden, ist diese Aussage nicht ganz richtig: Wegen des Spins des Elektrons und
der damit verbundenen Entartung von 2 Zustédnden, die sich durch die Spinorientierung unterscheiden,
ist der Entartungsgrad dieses Modells ohne Beriicksichtigung des Elektronenspins mit einem Faktor 2
zu multiplizieren
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Die radialen Wellenfunktionen koénnen wieder wie fiir N = 1 angedeutet bestimmt
werden. Man beachte dabei, dass die Definition von p nach (2.4.97) von der zugehdorigen
Energie abhéngt. Sie ergeben sich zu

Rip(r) = 2 <1>3/2 (1 B r) o 7/2r0

27”0 27"0

1/ 1\%r
T L —r/2rg
Ralr) = (%) e, (2.4.115)

Die Zustande fiir [ = 0 werden in der Atomspektroskopie und in der Folge davon auch
in anderen Bereichen der Physik als s-Zusténde bezeichnet, die mit [ = 1,2... als p, d,
f, g ... Zustande (siehe auch die Bezeichnungen in Abb. 2.4).

Die s-Zusténde fithren zu kugelsymmetrischen Dichteverteilungen fiir den Aufenthalts-
ort des Elektrons relativ zum Atomkern. Wéhrend im Fall n = 0 diese Dichteverteilung
nur ein Maximum am Koordinatenursprung aufweist, gibt es im Fall n = 1 eine Null-
stelle in der radialen Wellenfunktion Ry (siehe (2.4.115)) was zu zwei lokalen Maxima
bei r = 0 und bei einem weiteren Wert von r fiihrt.

Die p-Zustdnde zeigen neben dem entsprechenden Laguerre Polynom eine weiteren
Faktor r in der Radialfunktion. Dieser Faktor ist eine Folge des Zentrifugalpotentials
und fiihrt dazu, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Elektronen in Zustianden
mit [ = 1 (und groBer) bei r = 0 identisch null ist.

Bei den p-Zustédnden ergibt sich durch die Kugelflichenfunktionen auch eine Richtungs-
abhéngigkeit in der Dichteverteilung. Als Beispiel ist im linken Teilbild von Abb. 2.5
die Dichteverteilung fiir n = 0, [ = 1, m = 1. In diesem Fall ist der Drehimpulsvektor
also parallel zur z-Achse ausgerichtet. Das hat zur Folge, dass die Dichteverteilung bei
z = 0 und einem endlichen Wert von |z| maximal wird.

Anders ist die Situation im rechten Teilbild von Abb. 2.5. Hier handelt es sich um die
Dichteverteilung fiir n = 1, [ = 1, m = 0. Die Dichteverteilung wird hier maximal auf
der z-Achse. Da wir hier n = 1 also die Hauptquantenzahl N = 3 vorliegen haben, hat
die Radialfunktion eine weitere Nullstelle und es gibt zwei Maxima fiir positive Werte
von z und zwei fiir negative Werte von z.

Als weiteres Beispiel sind in der Abb. 2.6 Dichteverteilungen fiir verschiedene f-Zusténde
(I = 3) mit n = 0 also einer Hauptquantenzahl N = 4 dargestellt.

Als weiteres Ergebnis geben wir ohne expliziten Beweis an, dass der Entartungsgrad
der Energieniveaus mit der Hauptquantenzahl N gegeben ist durch
N-1
Y (20+1) = N>, (2.4.116)
1=0
Ausserdem kann man ausrechnen, dass der Erwartungswert fiir den radialen Abstand
des Elektrons vom Atomkern in den verschiedenen Zusténden gegeben ist durch

(nlm|r|nlm) = /OOO ridrr R2,(r) = % (3( I+ =11+ 1)) : (2.4.117)
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Abbildung 2.5: Darstellung der Dichteverteilung fiir p-Zustinde des Wasser-
stoffatoms in der xz-Ebene. Im linken Teilbild ist die Verteilung fiir n = 0,
[ =1, m = 1 dargestellt, wahrend das rechte Teilbild die firn = 1,1 = 1,
m = 0 zeigt. Beachte, dass die Koordinate in Einheiten von p angegeben sind.

(vergleiche auch (2.4.113)). Der Erwartungswert wéchst also mit der Hauptquantenzahl
qudratisch an. Einerseits liegt das an den Polynomen in den Radialfunktionen, deren
Ordnung bei festgehaltenem [ mit n anwéchst. Andererseits liegt dies aber auch etwa
im Fall (n =0, N =+ 1) an der Zentrifugalbarriere, bzw. dem daraus resultierenden

Faktor r! in der radialen Wellenfunktion.



116 KAPITEL 2. DREHIMPULSE

Abbildung 2.6: Darstellung der Dichteverteilung fir f-Zustinde des Wasser-
stoffatoms in der xz-FEbene. In den Teilbildern sind fir n = 0 von oben links
nach unten rechts die Ergebnisse fir m = 0,1,2 und 3 dagestellt.
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2.5 Numerische Losung der Schrédingergleichung

Nachdem wir in den vorhegehenden Abschnitten einige Beispiele behandelt haben fiir
die man die stationédre Schrodingergleichung analytisch 16sen kann, wollen wir uns in
diesem Abschnitt ein Verfahren vorstellen, dies mit numerischen Methoden zu machen.
Auch in diesem Fall wollen wir ein Zentralfeldproblem behandeln, so dass wir fiir die
Wellenfunktion den Ansatz (siche Abschnitt 2.3)

\IJElm(ra 197 90) - UEI(T>

Yim(9, ),
machen konnen und die Radialfunktion ug; durch die Differentialgleichung

h? d? AL+ 1)
_ﬂﬁu}m + [W + V(T) - F Ug = O,

bestimmen. Diese Differentialgleichung konnen wir leicht umschreiben in die Form

r2 B2

& 2p [RAU(L+1)
2pur?

=V(r)

Fiir das Potential wollen wir voraussetzen, dass es fiir » — 0 schwécher divergiert als
der Zentrigugalterm, also schwicher als 1/r%. In diesem Fall ist also, wie wir bereits
im Abschnitt 2.3 diskutiert haben, die Losung der Differentialgleichung (2.5.118) fiir
r — 0 gegeben durch

up (r) = ar'tt. (2.5.119)

Wir wollen ausserdem voraussetzen, dass das Potential fiir grofle radiale Abstéande, r
gleich null ist, so dass sich fiir solch groBe Werte von r die Differentialgleichung (2.5.118)
vereinfacht zu ,

d 21

e = —?EUEI
Fiir negative Werte von F, also fiir Zustédnde bei denen das Teilchen der Masse p im
Potential V' (r) gebunden ist, hat diese Differentialgleichung die Losung

up(r) = Be~V2HIPIRT (2.5.120)

Mathematisch wére auch die Exponentialfunktion mit einem positiven Vorzeichen vor
der Wurzel im Exponenten moglich, diese Losung scheidet jedoch aus, da sie fiir r — oo
(damit also im Bereich fiir die diese Asymptotik betrachtet wird, divergiert. Nachdem
wir also den Verlauf der gesuchten Funktion in den asymptotischen Bereichen r — 0
und r — oo bestimmt haben verbleibt noch zu kléren:
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e Fiir welche Energien E' < 0 gibt es Losungen der Differentialgleichung (2.5.118)
?

e Welche Werte ergeben sich fiir die Konstanten o und 3 in den asymptotischen
Darstellungen von Gl. (2.5.119) bzw. (2.5.120) ?

e Wie sieht ug(r) allgemein aus ?

Zur Bestimmung von u g (r) wollen wir uns damit begniigen den Wert der Funktion an
diskreten Stiitzstellen r; = ixdr fiir i = 0,1, 2, ... zu kennen. Dabei soll die Schrittweite
dr natiirlich “klein” gewé&hlt sein. Deshalb konnen wir diese Schrittweite auch herneh-
men, um die zweite Ableitung der Funktion u(r) durch einen Differenzenquotienten der
Form?®

d? ' (r+dr/2) —u'(r —dr/2)
WU(T) = o . (2.5.121)

Dabei bezeichnet u/(r 4+ dr/2) die erste Ableitung der Funktion u nach dem Argu-
ment r an der Stelle r 4+ dr/2. Ersetzt man diese erste Ableitung wiederum durch den
entsprechenden Differenzenquotienten

r+dr) —u(r)
dr ’

' (r+dr/2) = u

und entsprechend fiir «'(r — dr/2) so ergibt sich aus (2.5.121)

CZ:U(T) _u(r+dr)+ uc(l;— dr) — 2u(r) ' (2.5.122)
Diese Gleichung kann man nun einfach umformen zu
2
u(r+dr) = drzﬁu(r) —u(r —dr) + 2u(r)
= dr?V(r)u(r) — u(r —dr) + 2u(r). (2.5.123)

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir die zweite Ableitung von u gemif
(2.5.118) ersetzt. Kennt man also die Funktion u an den Stellen r — dr und r (und
auch die Energie E, die ja in V verborgen ist) so kann man mit dieser Gleichung die
gesuchte Funktion u an der Stelle r + dr berechnen. Wir nehmen einen Wert fiir die
Energie F und beginnen nun am Koordinatenursprung mit der asymptotischen Form
von ug nach (2.5.119)

w(0)=0 und  wu(dr) =adr'tt.

®Das Ziel dieses Abschnittes besteht nicht darin ein besonders effizientes numerisches Verfahren
zur Losung von Differentialgleichungen 2. Ordnung zu présentieren. In der Tat ist das hier vorgestellte
Eulersche Verfahren recht einfach und es gibt z.B. Runge-Kutta Verfahren, die bei gleicher Schrittweite
dr zuverlissigere Ergebnisse liefern. Hier soll nur das Prinzip demonstriert werden.
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Mit (2.5.123) koénnen wir dann u(r = 2dr) numerisch bestimmen. Im néchsten Schritt
berechnen wir aus u(dr) und u(2dr) wiederum mit (2.5.123) die Funktion u an der
Stelle r = 3dr, usw. Die Differentialgleichung wird von innen nach aussen integriert.

Analog dazu konnen wir die Differentialgleichung aber auch von aussen nach innen
integrieren. Dazu schreiben wir (2.5.122) um auf die Form

u(r —dr) = drzcgiau(r) —u(r+dr) + 2u(r)
= dr*V(r)u(r) — u(r + dr) + 2u(r). (2.5.124)

Wir starten in diesem Fall bei einem Wert von r = R,,,. = Ndr bei dem die asympto-
tische Form fiir u nach (2.5.120) gerechtfertigt ist und bestimmen entsprechend w(Ndr)
und u((N —1)dr). Mit der Hilfe von (2.5.124) kann man nun sukzessiv v an den Stellen
(N — 2)dr, (N — 3)dr usw. berechnen.

Zu bestimmen sind nun noch die Konstanten «, 3 aus den asymptotischen Formen und
die Energie E. Hétte man die Integration von aussen nach innen mit einem Wert fiir
gestartet, der doppelt so grof} ist wie die erste Wahl, so wéren bei dieser zweiten Rech-
nung alle berechneten Werte der Funktion v genau doppelt so grof§ gewesen, wie bei
dem ersten Versuch, da in dem Iterationsverfahren (2.5.124) alle Werte der gesuchten
Funktion linear eingehen. Das entsprechende gilt natiirlich auch fiir die Konstante
und die Integration von innen nach aussen. Wir kénnen also durch eine einfache Skalie-
rung der Ergebnisse der Integration von aussen nach innen den Wert fiir 3 so festlegen,
dass das Ergebnis dieser Integration nach innen an einem ausgewéhlten Schnittpunkt
ndr mit 0 < n < N mit dem Ergebnis der Integration von innen nach aussen iiberein-
stimmt. Wir legen 3 also dadurch fest, dass wir fordern, dass die beiden Ergebnisse an
der Schnittstelle stetig ineinander iibergehen.

Damit wird aber in der Regel nicht gewéhrleistet sein, dass auch die Ableitung der
Funktion u an der Schnittstelle stetig ist. Eine stetige Ableitung ist ja erforderlich,
damit die zweite Ableitung der Funktion « und damit die Differentialgleichung f“ur u
definiert ist. Diese stetige Ableitung wird man nur fiir bestimmte diskrete Werte der
Energie finden. Wir werden weiter unten noch darauf eingehen. Wir sehen also auch
im Fall der numerischen Losung der Schrodingergleichung fiir gebundene Zusténde,
dass die asymptotischen Formen fiir » — 0 und » — oo nur bei bestimmten diskreten
Energien zu einer stetig differenzierbaren Funktion zusammengebracht werden kénnen.

Es bleibt noch die Bestimmung der Konstanten a. Diese ergibt sich aus der Forderung,
dass u normiert sein soll. Die Ergebnisfunktion wird also so skaliert, dass

1= /OOO (uEl(T)>27’2 dr =" (ug (i % dr))? dr .

r

Als ein Beispiel fiir die Anwendung betrachten wir im folgenden die Bewegung von
Nukleonen der Masse pc? = 938 MeV im sogenannten Woods Saxon Potential der
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Form

W
B 1—|—exp(w)'

a

V(r)

Dabei bezeichnet V;, die Tiefe des Potentials fiir r << rg, rq ist der Wert von r, bei
dem die Poentialtiefe auf —V; /2 reduziert ist und ist damit praktisch die Reichweite
des Potentials. a reguliert den Bereich von r iiber den das Potential von —Vj auf
den Wert 0 ansteigt und ist sozusagen die Randbreite. Als Beispiel betrachten wir
den Fall V5 = - 60 MeV, o = 3.5 fm und a = 0.4 fm, Parameter, die fiir Atomkerne
wie 1°Ca (also Calcium mit 20 Protonen und 20 Neutronen) typisch sind. Mit Hilfe
von Maple Befehlen ergibt sich folgende Definition und Darstellung

> woods:=(x)->-60/(1+exp((x-3.5)/0.4));

1
14+ (2500000000 z—8.750000000)

woods = x — —60

> plot(woods(x),x=0..8);

~10|
-20 *
-30 *
40|

—50

—60 -

Als néchstes definieren wir eine Prozedur fiir die Integration von innen nach aussen.
Dabei bezeichnet der Parameter e den Wert fiir die angenommene Energie, s den
Parameter «, dr die Schrittweite und n die Anzahl der Schritte. Als Output liefert
diese Prozedur die Werte der gesuchten Funktion u[i] an den Stiitzstellen r = i * dr.
Die Zahl 197 bezeichnet den Wert fiir fic in Einheiten Mev fm.

> euleri:=proc(e,s,dr,n,u::evaln,r::evaln)
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vV V. VvV Vv

\%

local i,ww;

ul[0] :=0;
ul[1] :=s*dr;
r[0] :=0;
r[1] :=dr;

for i from 2 to n do

ww:=woods (r[i-1]);r[i] :=i*dr;
ww:=(ww—e)*2%x938/ (197%197) *dr*dr;
uli] :=(wwxul[i-1]-uli-2]+2*%ul[i-1]);
od

end;

euleri ;= proc(e, s, dr, n, u::evaln, r::evaln)

local 7, ww;

ug = 0;
Uy =8 X dr;
rg:=0;
ry = dr;

forifrom2tondo
ww = woods(r;_1);
r; =1 X dr;
ww = 1876/38809 x (ww — e) x dr?;
U = WW X Ui — U9 + 2 X U
od
end

Es folgt jetzt die entsprechende Prozedur fiir die Integration von aussen nach innen,
der Output dieser Prozedur wird in ul abgespeichert.

>

>

>

vV V. VvV V V

Vv

eulero:=proc(e,s,dr,rm,n,ul::evaln,rl::evaln)

local i,ww,gg;

r1[0] :=rm;

r1[1] :=rm-dr;

gg:=evalf (sqrt (-2%938%e) /197) ;ul [0] :=s*exp(-gg*xr1[0]) ;
ul[1] :=s*exp(-gg*r1[1]);

for i from 2 to n do

ww:=woods(r1[i-1]);r1[i] :=rm-ix*dr;

ww:=(ww—e)*2*938/ (197%197) *dr*dr;

ull[i] :=(wwxul[i-1]-ul[i-2]+2*ul[i-1]);

121
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od

end;

eulero := proc(e, s, dr, rm, n, ul::evaln, r1::evaln)
local, ww, gg;
rlg = 1Tm;
riy :=rm —dr;
gg = evalf(1/197 x sqrt(—1876 x e));
ulp:=s xexp(—gg x rlp);
uly:=s xexp(—gg X rly);
forifrom2tondo
ww = woods(r1;_1);
rl;, :==rm—1 X dr;
ww = 1876/38809 x (ww — e) x dr®;
ul; :=ww X ul;_1 —ul,_o4+2xul;,q
od
end

Als néchstes definieren wir die Maple Prozedur, die aus ul das Ergebnis u2 durch
Skalierung so berechnet, dass die Funktionen am Schnittpunkt n % dr den gleichen
Wert liefert wie das Ergebniss der Integration von innen nach aussen in w.

> reno:=proc(u,ul,n,nl,n2,u2::evaln)
> local i,ren;
> ren:=uln]/ullnl]:
> for i from 1 to n2 do
> u2[i]:=ulli]*ren:
> od
> end;
reno := proc(u, ul, n, nl, n2, u2::evaln)
local i, ren;
ren = u,/ul ,; ; foriton2 dou?2; :== ul; x renod
end
In einem ersten Versuch nehmen wir fiir die Energie einen Wert von F = et = —40

MeV an, berechnen damit die Funktion w fiir die Integration von innen nach aussen mit
einer Schrittweite dr von 0.1 fm berechnet fiir 41 Stiitzstellen, sowie von aussen nach
innen startend bei r = 8 fm mit 30 Stiitzstellen, renormieren die letztere Funktion, so
dass beide Integrationen ein identisches Erbenis bei » = 3.5 fm liefern und plotten das
Ergebnis.
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et := —40.

> euleri(et,1,0.1,41,u,r);

> eulero(et,30,0.1,8.,51,ul,rl1);

> reno(u,ul,35,45,51,u2);

> plot([[seq([r[il,uli]],i=0..41)]1, [seq([r1[j],u2[j1],j=0..51)]1],style=
> point,symbol=cross,color=[red,blue]);
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Es zeigt sich, dass die Funktionen zu stark oszillieren, um an der Schnittstelle eine
stetige Ableitung zu erzeugen. Die zur Verfiigung stehende kinetische Energie ist of-
fensichtlich zu gross, sodass in einem zweiten Versuch die Energie auf £ = -48 MeV
abgesenkt wurde mit dem Ergebnis
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In diesem Fall scheint die kinetische Energie zu gering. Ein dritter Versuch mit £ =
-45 MeV liefert ein zufriedenstellendes Ergebnis
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Beachten Sie, dass diese Rechnungen fiir Zustédnde mit Bahndrehimpuls [ = 0 gemacht
wurden. Es ergibt sich fiir das hier behandelte Potential auch einen weiteren gebunde-
nen Zustand mit [ = 0 bei dem die Radialfunktion eine Nullstelle aufweist. Das Maple
Worksheet kann mit leichten Modifikationen auch fiir die Berechnung von Zusténden
mit [ = 1 und [ = 2 herangezogen werden.
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Kapitel 3

Spin und Rotationen

3.1 Stern - Gerlach Experiment

Ein Atom ist ein ideales Beispiel fiir ein System, bei dem Ladungen, der Atomkern und
die Elektronen, und damit auch bewegte Ladungen, also Strome, auf einem kleinen
Raum beschréankt sind. Wenn wir also die magnetischen Eigenschaften von Atomen
beschreiben wollen, liegt es nahe, dass wir die bewegten Ladungen der Elektronen oder
auch des Atomkerns als eine lokalisierte Stromverteilung auffassen und als wichtigstes
Charakteristikum fiir die magnetischen Eigenschaften das magnetische Dipolmoment
dieser atomaren Stromverteilung bestimmen.

Aus der Elektrodynamik wissen wir, dass sich das magnetische Dipolmoment einer
Stromverteilung j(7”) berechnet durch das Integral

1 .
7= 5/?’ x J(7) P (3.1.1)

Fiir eine elektrische Ladung ¢, die sich an der Stelle 7 mit der Geschwindigkeit ¢ bewegt,
ergibt sich eine Stromdichte
J(F") = qus(F — 7).

Die ¢-Funktion bewirkt, dass die Stromdichte nur am Ort der Ladung 7 von Null
verschieden ist und durch das Produkt aus Ladung und Geschwindigkeit charakterisiert
ist. Setzt man diesen Ausdruck fiir die Stromdichte in die Definition (3.1.1) ein, ergibt
sich fiir das magnetische Dipolmoment der bewegten Ladung

i = g/F’xﬁé(F—F’)d3r’
q. -
= X
27" v

_ 17
= 5l (3.1.2)
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Dabei bezeichnet M die Masse des geladenen Teilchens und bei dem Ubergang zur
letzten Zeile dieser Gleichung wurde benutzt, dass der Drehimpuls iiber

[ =Mrxdv

sich aus dem Vektorprodukt des Ortsvektors 7 mit dem Impulsvektor Mo des Teilchens
ergibt.
Befindet sich ein solches magnetisches Dipolmoment in einem Magnetfeld B , SO er-

gibt sich je nach der Einstellrichtung des magnetischen Momentes zur Richtung des
Magnetfeldes eine potentielle Energie der Form

AV = —[iB . (3.1.3)

Es ist energetisch giinstiger, die potentielle Energie ist negativ, wenn sich das ma-
gnetische Moment parallel zum Magnetfeld B orientiert. Benutzen wir ein Koordina-
tensystem, dessen z-Achse parallel zum Magnetfeld liegt und iibernehmen wir aus der
Quantenmechanik, dass die z-Komponente eines Bahndrehimpulses [, Eigenwerte (und
damit also auch Messwerte) besitzt, die ein ganzzahliges Vielfaches des Wirkungsquan-
tums A sind

l,=hm, mit m=-1—-1+1,...,1

so ergibt sich fiir die potentielle Energie einer bewegten Ladung in einem Magnetfeld
AV = ——I.B
= ——mB. (3.1.4)

Bringt man ein Atom, wie etwa das Wasserstoffatom, in ein Magnetfeld, so wird die
potentielle Energie des Elektrons, das sich in einem quantenmechanischen Zustand
befindet, der durch die Quantenzahlen n, die sogenannte radiale Quantenzahl, [ die
Quantenzahl fiir den Betrag des Drehimpulses, und eben m fiir die z-Komponente des
Drehimpulses geméf (3.1.4) verdndert. Die Verdnderung AV héngt natiirlich von der
Stirke des Magnetfeldes B ab, von der Quantenzahl m, die deshalb auch haufig als
magnetische Quantenzahl bezeichnet wird, und von dem Betrag der Zahl

eh

— 3.1.5
oy (3.1.5)

MB =
die man fiir den Fall, dass e den Betrag der Elementarladung des Elektrons und M
seine Masse bezeichnet, als Bohrsches Magneton definiert. Man sieht aus dieser
Abschétzung, dass die magnetischen Effekte eines Atoms durch das Elektron dominiert
werden. Héatten wir ndmlich das magnetische Moment berechnet, dass sich aus der
Bewegung des Protons im Atomkern ergeben wiirde, so miissten wir in (3.1.5) Ladung
und Masse des Protons einsetzen. Die Ladung ist bis auf das Vorzeichen identisch, die
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Masse des Protons ist aber fast 2000 mal grofler als die des Elektrons und deshalb ist
der entsprechende Betrag fiir den Kern g, das sogenannte Kernmagneton um einen
Faktor von etwa 1/2000 kleiner als das Bohrsche Magneton. Deshalb wollen wir uns
auch zunéchst auf die magnetischen Eigenschaften beschranken, die mit dem Elektron
zusammenhéngen.

Bei einem Atom mit mehreren Elektronen addieren sich die Beitriage der einzelnen Elek-
tronen zu einem gesamten magnetischen Moment. Werden dabei zu einem Zustand mit
Bahndrehimpuls [ alle Unterzusténde fiir m = —[...[ besetzt kompensieren sich die
Beitrédge der einzelnen Elektronen zum einem verschwindenden gesamten magnetischen
Moment des Atoms. Wegen des Pauli Prinzips, das wir noch zu einem spéteren Zeit-
punkt dieser Vorlesung genauer diskutieren werden, besetzen jeweils genau 2 * (21 + 1)
Elektronen alle Zusténde einer Schale mit definiertem [ und lassen keinen Platz fiir
weitere Elektronen in dieser Schale. Man spricht in diesem Fall von abgeschlossenen
Schalen. So fiillen insbesondere bei den Edelgasatomen He (2 Elektronen), Ne (10 ™),
Argon (18 e7) und Krypton (36 ¢~) die Elektronen jeweils genau die Zustdnden von
abgeschlossenen Schalen. Diese abgeschlossenen Schalen sind die Ursache dafiir, dass
alle Elektronen in diesen Atomen sehr stark gebunden sind, sodass die Edelgase che-
misch sehr reaktionstriage sind. Ausserdem aber auch kein magnetisches Moment durch
die atomar gebundenen Elektronen aufweisen.

Relativ zum Krypton besitzt Palladium zehn weitere Elektronen, die genau die zehn
Zusténde der 4D Schale (I = 2) auffiillen. Als néchstes Element finden wir mit wachsen-
der Kernladungs- und Elektronenzahl das Element Silber. Das bezogen auf Palladium
zusitzliche Elektron in einem Silberatom, besetzt ein Niveau der 5S (I = 0). Bezogen
auf seine Bahnbewegung um den Atomkern liefert auch dieses Elektron keinen Beitrag
zum magnetischen Dipolmoment. Das Silberatom hat also insgesamt ein magnetisches
Dipolmoment, wie dieses einzelne zusatzliche Elektron.

In diesem Sinne werden wir im folgenden auch abkiirzend vom Dipolmoment eines Elek-
trons reden, wenn wir das Stern Gerlach Experiment diskutieren, das mit Silberatomen
durchgefiithrt wurde. Wiirde man nédmlich einzelne Elektronen durch das Magnetfeld
eines Stern Gerlach Magneten schicken, so wiirde auf diese bewegten Elektronen vor
allen Dingen die Lorentzkraft
K= qu X B

wirken. Die Effekte der Lorentzkraft wiirden die Effekte der Wechselwirkung mit ato-
maren magnetischen Dipolmomenten {iberlagern. Im Gegensatz zu einem einzelnen
Elektron ist aber ein Silberatom elektrisch neutral, sodass die Lorentzkraft wirkungs-
los bleibt. Ein Silberatom trigt also das magnetische Dipolmoment eines Elektrons, ist
aber nicht der Lorentzkraft ausgesetzt.

Wir halten aber fest, dass das magnetische Moment eines Elektrons /i mit einem Dre-
himpuls [ iiber die Beziechung

—

B l
A= —npgy (3.1.6)
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miteinander verkniipft sind. Dabei sollte der Fakt g, das gyromagnetische Verhélt-
nis, den wir in diese Beziehung eingefiithrt haben, nach unseren Uberlegungen gerade
gleich eins sein.

Bis zu diesem Punkt haben wir die Eigenschaften der atomaren magnetischen Momente
in einem konstanten Magnetfeld betrachtet. Ist die Starke des Magnetfeldes, das nach
wie vor in Richtung é, orientiert sein soll, aber vom Ort 7~ abhéngig, so ergibt sich auch
fiir die Anderung der potentiellen Energie der magnetischen Dipolmomente in diesem
Magnetfeld eine Ortsabhéngigkeit (vergl. (3.1.4))

AV(F) = pupgm B,(¥) mit m=—1,...1.

Ein solches ortsabhéngiges Potenzial AV/(7) fithrt zu einer Kraft auf die Elektronen

der Form

d dB
F = ——A = — z

deren Betrag und Grofle von der Quantenzahl m, also der Projektionsquantenzahl des
Drehimpulses [ des Elektrons auf die z-Achse abhéngt. Wird ein Elektron, beziehungs-
weise das Quasielektron in Form des Silberatoms, im Stern-Gerlach Experiment durch
ein inhomogenes Magnetfeld gefiihrt, so erwarten wir eine Aufspaltung des Teilstrahls
in (2 + 1) Komponenten entsprechend der Anzahl der moglichen Werte fiir m.

Das iiberraschende Ergebnis des Stern Gerlach Experimentes war die Tatsache, dass
sich 2 Teilstrahlen ausbildeten, also ein Drehimpuls von [ = 1/2 vorzuliegen scheint. Im
Abschnitt 2.2 haben wir uns aber iiberlegt, dass wegen der Eindeutigkeit der Wellen-
funktion fiir einen Bahndrehimpuls nur ganzzahlige Quantenzahlen [ und m zuléssig
sind. Das Stern Gerlach Experiment wurde 1921 durchgefiihrt. Zusammen mit dem
Ergebnis des Einstein-de Haas Experimentes, das bereits 1915 durchgefiihrt worden
war, lagen zu diesem Zeitpunkt 2 rétselhafte Ergebnisse zum atomaren Magnetismus
vor, die dadurch gelost werden konnten, dass man einem Elektron neben seiner Masse
und seiner Ladung noch eine intrinsische Eigenschaft, eben den Spin zuordnet.

Dieser Spin verhélt sich in mancher Hinsicht wie ein Drehimpuls. So ist auch z.B.
mit diesem Spinvektor § ein magnetisches Moment verkniipft allerdings entsprechend
(3.1.6) mit einem gyromagnetischem Verhéltnis von g = 2. Ausserdem ist der Betrag
des Spins durch die Quantenzahl s = 1/2 definiert, so dass sich fiir seine z-Komponente
nur 2 Einstellmoglichkeiten m, = 1/2 und my = —1/2 ergeben.

Héufig versucht man den Spin auch als eine Eigendrehimpuls, also eine Rotation des
Elektrons um eine korperfeste Achse darzustellen. Diese Interpretation ist aber falsch.
Einerseits wére auch in diesem Fall ganzzahlige Werte fiir die Drehimpulsquantenzahlen
zu fordern. Andererseits wiirde bei der Annahme dass der Radius des Elektrons durch
den Klassischen Elektronenradius gegeben ist, dies zu Geschwindigkeiten fiihren, die
oberhalb der Lichtgeschwindigkeit liegen, was natiirlich nicht mit der Relativitétstheo-
rie vertraglich ist.
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Eine konsistente Beschreibung des Spins von Elektronen und anderen Elementarteil-
chen gelang erst 1928, als es dem Theoretiker Paul A.M. Dirac bei seinen Versuchen,
die Schrodinger Gleichung mit den Gesetzen der Speziellen Relativitédtstheorie zu ver-
kniipfen, gelang eine Gleichung, die Dirac Gleichung, zu formulieren, aus der sich
sowohl die Eigenschaften des Spins ergeben als auch insbesondere die Erkldrung fiir ein
anomales gyromagnetische Verhiltnis von g = 2. Wir werden auf diese Dirac Theorie
in der Vorlesung Quantenmechanik 2 eingehen.

Kehren wir aber zuriick zu einer einfachen mathematischen Beschreibung des Spins.
Dieser Spin des Elektrons ist charakterisiert durch die Quantenzahlen s = 1/2 und
ms = +1/2. Wir haben also zwei Eigenzustinde mit den Eigenschaften

3
§%s,ms) = hs (s + 1) |s,m,) = hQZ]s, ms) und s.|s,ms) = hmg|s,ms). (3.1.7)

Es liegt nahe, diese beiden Basiszustinde des Hilbertaumes der Spinzustdnde mit

|s,—|—;> N ( ; ) und|s,—;> o ( ; ) , (3.1.8)

darzustellen. In dieser Darstellung der Ket Vektoren durch Spaltenvektoren, die hidufig
auch als Paulispinoren bezeichnet werden, ergibt sich fiir den Operator s, die Ma-
trixdarstellung

. h . 1 0
5, =50 mit o, = < 0 —1 > ) (3.1.9)

Man kann sich leicht von der Giiltigkeit dieser Darstellung dadurch iiberzeugen, dass
man mit der gewihlten Darstellung die Eigenwertgleichungen fiir §, in (3.1.7) verifiziert.

Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass die Spinoperatoren s, und §, in dieser
Darstellung durch

Sy :%ax mit o, :<(1) (1)>
8, =lo, mit o, :(? BZ>, (3.1.10)

gegeben sind. Die 2 x 2 Matrizen o,, o, und o, tragen den Namen Pauli’sche Spinma-
trizen und sind nach dem Physiker und Nobelpreistrager Wolfgang Pauli (1900 - 1958)
benannt.

Man kann sich leicht davon tiberzeugen, dass die in (3.1.10) definierten Spin-Operatoren
hermitesch sind. So gilt ja z.B.
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In der Matrixdarstellung ergibt sich ja die Matrix des adjungierten Operators 0';5 durch
Transponieren (¢) und komplex konjugieren (x).

Ausserdem erfiillen die Spinoperatoren die Kommutatorrelationen, wie sie auch durch
die entsprechenden Drehimpulsoperatoren gefordert sind, wie z.B.:

h2

(82, 8y = Z{Uzay_ayaﬂ:}
R0 1[0 =i\ [0 —i\[01
4 10 t 0 t 0 10
(i 0
- 24(0 4)
hf1 0
- m2<0-4>
= hs,.
Ausserdem betrachten wir den Operator

§# = 8 +54+8
G U R AN G SR
4\t o i 0 0 —1
h2
_ a0
47\ 0 1

Die Spinzustinde sind also Eigenzustinde zu diesem Operator $2 mit dem richtigen
Eigenwert von (3.1.7).
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3.2 Die Kopplung von zwei Drehimpulsen

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt die Eigenschaft “Spin fiir das Elektron kennenge-
lernt haben, konnen wir ein Elektron in einem Eigenzustand des Hamiltonoperators fiir
das Wasserstoffatom vollstandig charakterisieren durch die Angabe der Quantenzahlen
[ und my fiir die Eigenwerte zu den Bahndrehimpulsoperatoren 12 und L., s = 1 /2 und
m, fiir die entsprechenden Spinoperatoren 52 und 3, sowie n fiir die radiale Quanten-
zahl der Relativbewegung, die zusammen mit [ ja auch den Energieeigenwert festlegt.
Der Ket Zustand wird also in der abgekiirzten Form geschrieben

In, l,my, s, mg >=|n,l,my > |s,mg >, (3.2.11)

was wir, wie auf der rechten Seite dieser Gleichung dargestellt, als einen Produktzu-
stand verstehen mit dem Zustand fiir die Bahnbewegung |n,l,m; > und einem Spin-
zustand |s, ms >. Wie bereits im vorherigen Abschnitt diskutiert gibt es fiir einen be-
stimmten Energieeigenwert, also vorgegebenen Quantenzahlen n und [ genau 2x (2/+1)
zueinander orthogonale Figenzustdnde, die mit unterschiedlichen Werten fiir m; und
mg charakterisiert sind. Man sagt diese Zusténde sind 2 * (2] 4+ 1) fach entartet.

Wir wollen zunéchst in diesem Abschnitt eine andere Basis von orthogonalen Zusténden
zu diesem 2 x (2] + 1) dimensionalen Unterraum definieren und betrachten dazu einen
neuen Vektoroperator, den Gesamtdrehimpuls eines Elektrons gegeben durch

—

j=1+75. (3.2.12)

Diese Definition ist so zu verstehen, dass wir einen Operator

definieren und entsprechende Definitionen fiir die y und z-Komponente einfiithren. Diese
Operatoren J, ,jy und 7, bezeichnet man mit Recht als Drehimpulsoperatoren, denn sie
sind hermitesch und besitzen die Kommutatorrelationen von Drehimpulsoperatoren.
Zum Beweis dieser letzten Behauptung sei z.B. ausgefiihrt

|+ ey 8]+ [3 Iy] + 5, 3]
T T

= ihl, +ihs,

= ihj,.

Jesdy) = [+ 50, (G +5)]
= i,

Der Kommutator zwischen einem Bahndrehimpulsoperator und einem Spinoperator,

~

also z.B. [l,, §,] in der zweiten Zeile dieser Gleichung ist identisch null, da die Opera-
toren [, und 5, ja auf die voneinander unabhingige Faktoren des qunatenmechanischen
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Zustandes eines Elektrons wirken. Der Bahndrehimpulsoperator wirkt in der Ortsdar-
stellung des Zustandes |n,l,m;, s,ms) auf den Bahnanteil |n,l,m; >, wéhrend der
Spinoperator auf die Spinfunktion |s,m) wirkt, die wir ja nach den Ausfithrungen im
vorausgehenden Abschnitt z.B. durch einen Spaltenvektor der Dimension 2 darstellen
konnen. Wenn Bahndrehimpuls- und Spinoperatoren aber auf unterschiedliche Fakto-
ren des Gesamtzustandes wirken, dann ist es auch gleich, in welcher Reihenfolge sie
angewendet werden, was ja bedeutet, dass der Kommutator identisch null ist. Analog
kann man natiirlich auch fiir die anderen Kommutatoren der 7, jy und 7, zeigen, dass
sie die Kommutatorrelationen von (2.1.3) erfiillen.

Wir betrachten das Quadrat dieses Gesamtdrehimpulses
P

Aus den allgemeinen Eigenschaften von Drehimpulsoperatoren, die im Abschnitt 2.1
diskutiert wurden, wissen wir, dass die Eigenwerte dieses Operators von der Form
7%5(j + 1) sind, wobei j entweder halb- oder ganzzahlig ist, und die entsprechenden
Eigenzustinde auch als Eigenzustinde zu j, gewéhlt werden kénnen mit Eigenwerten
hm; fir mj; = —j,—j + 1, ...+ j. Mit der Definition von j in (3.2.12) kénnen wir den
Operator ;’2 auch umschreiben

P+ 3425, (3.2.13)

wobei L ) )

15 = 1,5, + 1,5, + 1.5, . (3.2.14)
Damit konnen wir uns davon iiberzeugen, dass die folgenden Kommutatoren identisch
Null sind

72, P =7, 5] =0, (3.2.15)
wahrend z.B.
72 ) #0 wd 5., 5] £0. (3.2.16)
Zum Beweis dieser Kommutatoren betrachten wir z.B.
P = PP+ [ P 2is, P
T T

= 2|5, P]+2|l, P]§
—_—— ——
=0 =0
= 0.
Der Beweis fiir [32, 5’2} = 0 verlduft analog. Andererseits ist aber
P = [P0 [ 1] 2 )
P o

=0 =0
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- 2?[5, ZZ} 19 [f, ZZ} g
=0
= 2[5;, Zz] §x+2[iy, ZZ] §y+2[z;, ZZ] 3,
= —2ihl,8, + 2ihl.5,
# 0.
Aus den Gleichungen (3.2.15) wird deutlich, dass es ein gemeinsames Eigenfunktions-
system gibt zu den Operatoren l_é, 52, 52 und 7,. Wir bezeichnen dieses Eigenfunktionen
durch die jeweiligen Quantenzahlen:
Pll,s,j.my) = KA+ 1)L, s, 5,m;)
) = R%s(s+1)|l,s,5,m;)
52“7 S7j>mj> - hzj(] + 1)“? 37j7 mj>
J:ll, s, 3,my) = hmyll, s, j,m;) . (3.2.17)

_Q .
s°|l, s, 3, m;

Dies ist also eine Basis, die wir als Basis der zu j gekoppelten Zustdnde bezeichnen,
die wir als Alternative zur Basis der Eigenzusténde der Operatoren ﬁ 52, [, und §,:
(sieche auch (3.2.11))

\l,my, s,msg) , (3.2.18)

die wir hier als ungekoppelte Basis bezeichnen wollen. Natiirlich gibt es eine Transfor-
mation von der einen in die andere Basis etwa in der Form

Los,gymyy = > Ly, s,mg) (L, s,mll, s, j,mg) (3.2.19)
e Clebsch-Gordan Koeff.

oder auch in umgekehrter Weise
Lomy,s,mg) = Y (s, 4,my) (Ls, j,mgllmy, s,my) (3.2.20)
H Clebsch-Gordan KoefT.

Die Transformationskoeflizienten bezeichnet man als Clebsch-Gordan Koeffizienten.

Wir wollen hier nicht auf alle Details dieser Clebsch-Gordan Transformation eingehen,
sondern die Transformation und ihre generellen Regeln an einem Beispiel verdeutlichen.
Dazu betrachten wir den Fall der Zustédnde mit [ = 1 und s = 1/2.

In der Tabelle 3.1 sind die 6 Kombinationen von Quantenzahlen fiir m; und m, auf-
gefithrt. Da der Operator j, = L+, ist, muss fiir die Quantenzahl zum Operator J,
gelten

mj =my; + ms. (3.2.21)

Dies bedeutet auch, dass in der Summation von (3.2.19) nur solche Kombinationen von
my; und my zu beriicksichtigen sind, bei denen die Beziehung (3.2.21) erfiillt ist. Ent-
sprechendes gilt fir (3.2.20). Clebsch Gordan Koeffizienten, die die Beziehung (3.2.21)
nicht erfiillen haben den Wert 0.
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my ms | mj = my + ms mogliche 7
-1 -1/2 -3/2 3/2
-1 +1/2 -1/2 | 3/2 oder 1/2
0 -1/2 -1/2 | 3/2 oder 1/2
0 1/2 1/2 | 3/2 oder 1/2
1 -1/2 1/2 ] 3/2 oder 1/2
1 1/2 3/2 3/2

Tabelle 3.1: Basiszustéinde fiir ein Elektron mit [ = 1 und Spin s = 1/2.

Aus der Tabelle sehen wir, dass der minimale Wert fiir m; in unserem Beispiel der
Wert m; = —3/2 ist. Dies bedeutet aber, dass wir gekoppelte Zustdnde mit j = 3/2
erwarten konnen, denn m; muss ja Werte von —j bis j einnehmen konnen. Damit
kénnen wir also schon einen Unterraum der Dimension 2 * j + 1 = 4 den Zustdnden
mit j = 3/2 zuordnen. Im Beispiel der Zusténde, die in Tabelle 3.1 aufgelistet sind,
verbleiben also noch 2 Zustdnde mit m; = £1/2 die wir dann als Zustdnde mit einem
Gesamtdrehimpuls von j = 1/2 identifizieren kénnen.

Insbesondere kénnen wir z.B. identifizieren (hier und im folgenden werden wir darauf
verzichten, die Quantenzahlen [ = 1 und s = 1/2 aufzufiihren):

|7 :3/2, mj: =3/2) = |my : —1, ms: —1/2), (3.2.22)

die Transformation (3.2.19) ist also in diesem Fall trivial und beschrinkt sich auf einen
Summanden und dem Clebsch Gordan Koeffizienten

(L:1,my:—=1,5:1/2,mg:—1/2[l:1,5:1/2,7:3/2,m; : =3/2) =1.
Ein wenig komplizierter ist der Fall fiir
17 :3/2, mj: =1/2) = a|my : =1, my - +1/2) + Blmy : 0, my : —1/2), (3.2.23)

mit zwei Summanden in der Transformation. Zur Bestimmung der Koeffizienten oo und
(3 benutzen wir die Beziechung (2.1.22) in der Form

JHGm =G = m)G 4 m e+ Dl m 1>,
fir j = 3/2 und m = —3/2 und schreiben

1.
1 03/2,m; 1 —1/2) = i 3/2, m; o —3/2
7 :3/2, mj - —=1/2) h\/3le|] /2, mj 0 =3/2)
1 ~
= = (487 Iy —1,mg  —1/2)

h3
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Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurde |j : 3/2, m; : —3/2) nach (3.2.22) ersetzt
und j* = [T + §T, eine Beziehung die sich wegen der Definition der Operatoren j*
fiir beliebige Drehimpulse und der Definition (3.2.12) ergibt. Der Operator [* wirkt
nun gemdss (2.1.22) auf den Bahnanteil |l : 1,m; : —1 > und ldsst den Spinanteil
unverdndert, wihrend im Fall des §7 nur der Spinanteil modifiziert wird. Dies fiihrt
dann zu

j:3/2,m; : —1/2) = 1(mfmlomy—w2+mfml—1msum)

:\[mlom.lp x[ml ms: 1/2).

Der Vergleich mit (3.2.23) liefert also die folgenden Werte fiir die Clebsch-Gordan
Koeffizienten

a = (my:—1,ms:1/2|j:3/2,m;: —1/2) =

B = (my:0,mg:—1/2]j:3/2,m;:—-1/2) =

e Sl -

Aus der Tabelle 3.1 ersehen wir dass es noch ein zweiten Zustand mit m; = —1/2 gibt
fiir den wir den Ansatz

17:1/2, mj: —1/2) =~|my: =1, ms: +1/2) +my : 0, my : —1/2) , (3.2.24)
machen. Auch dieser Zustand soll normiert sein, also

1 = (j:1/2,m; : —1/2]5:1/2, m; : —1/2)
= Y <mp—1mg:1/2my: —1,mg: 1/2 > 462 <my: 0,my : —1/2|my - 0,my - —1/2 >
-1 =1
+2v0<my:—1,ms:1/2lm;: 0,ms: —1/2 >
—0
= 7?44 (3.2.25)

und orthogonal zum Zustand (3.2.23), also

0 = (j:1/2, mj:—1/2|j:3/2, m;:—1/2)
= ay+ 36 (3.2.26)

Diese beiden Gleichungen (3.2.25) und (3.2.25) werden geltst durch

A A
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Durch die sogenannte Condon-Shortley Phasenkonvention sind die Clebsch-Gordon Ko-
effizienten in diesem Fall festgelegt durch

v o=(my:—1,mg:1/25:1/2,m;: -1/2) = —
. 1
0 =(my:0,mg:—1/2|5:1/2,m;:—1/2) :\/;,

Wir wollen an dieser Stelle nicht weiter vertiefen, wie man weitere Clebsch-Gordan
Koeffizienten berechnet, sondern ledlghch vermerken, dass sich bei der Kopplung von
2 Drehimpulsen, wie etwa [und § zu j, Auswahlregeln zu beachten sind in der Form
(Vergleiche (3.2.21))

m; = M+ mg
—s| <j <Il+s. (3.2.27)

Ausserdem sei angemerkt, dass die hier behandelte Kopplung von Bahndrehimpuls und
Spin eines Elektrons zu einem Gesamtdrehimpuls j nur ein Beispiel fiir die Kopplung
von 2 Drehimpulsen ist. Ein weiteres Beispiel ist etwa die Kopplung von den Bahndre-
himpulsen [, und Iy von 2 Teilchen zu einem Gesamtdrehimpuls

L=0+10.

Auch in diesem Fall sind Beziehungen zwischen den Drehimpulsquantenzahlen analog
u (3.2.27) zu beachten.



3.3. ANWENDUNGSBEISPIELE FUR DREHIMPULSKOPPLUNG 139

3.3 Anwendungsbeispiele fiir Drehimpulskopplung

3.3.1 Feinstruktur in der Atomphysik

Zu Beginn dieses Abschnitts wollen wir uns noch einmal einige zentrale Ergebnisse aus
der Diskussion der stationdren Losungen fiir die Schrédinger Gleichung des Wasserstof-
fatoms aus dem Abschnitt 2.4 in Erinnerung rufen. Dabei wurde lediglich die Coulomb
Wechselwirkung zwischen dem Proton des Atomkerns und dem Elektron beriicksich-
tigt. Die stationdre Schrodingergleichung dieses 2 Teilchenproblems wurde dazu auf
Relativ- und Schwerpunktskoordinaten transformiert und schliesslich auf eine radiale
Gleichung der Form

n2 VA 2
{2];\4 B :} In,lmy, s,ms) = Enln,lmg, s,mg) (3.3.28)
~13.6eV
mit By = TQGT N=n+l+1, (3.3.29)

reduziert. Dabei ist Z die Kernladungszahl ist, was uns erlaubt auch die Bewegung
eines Elektrons um einen Atomkern mit Z Protonen zu beschreiben. M steht hier
und im folgenden fiir die reduzierte Masse der Relativbewegung des Elektrons um den
Atomkern. Die Energien hidngen also allein von der Hauptquantenzahl N = 1,2,...
ab. Fiir eine gegebene Hauptquantenzahl gibt es Zustidnde mit der Bahndrehimpuls-
quantenzahl [ = 0,1,... (N — 1) und fiir jedes [ wiederum Zustande mit m; = —[...1.
Ausserdem konnen wir die Eigenzustidnde noch mit den Spinquantenzahlen s = 1/2
und my = +1/2 fiir das Elektron charakterisiern.

Nach der klassischen Vorstellung fiir einen Zustand mit solchen Quantenzahlen kreist

das Elektron mit einem Bahndrehimpuls von %4/I(l 4+ 1) um den Atomkern. Aus der
Sicht des Elektrons stellt sich dieses Bewegung so dar, als ob das Proton des Atom-
kerns um das Elektron kreisen wiirde. Dies ganz in Analogie zur Planetenbewegung im
Sonnensystem: Aus unserer Sicht scheint ja die Erde um die Sonne zu kreisen, obwohl
natiirlich die Beschreibung der Bewegung der Erde als eine Kreisbahn um die Sonne
ein etwas zutreffenderes Bild ist.

Das Elektron “sieht” sich also von dem Kreisstrom einer Kernladung Ze an der Stelle
Tz, das ist der Ortsvektor der Kernladung ausgehend vom Koordinatenursprung am
Ort des Elektrons, mit einer Geschwindigkeit ¥ umgeben. Ein solcher Strom bewirkt am
Koordinatenursprung, also am Ort des Elektrons, nach dem Biot-Savartschen Gesetz
ein Magnetfeld der Form

Ze

B = ZZxrF
TSZ[U TGZ]

= 28 x (=)

r3
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Ze 1l -

= 3 Ml. (3.3.30)
Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, dass der Ortsvektor des
Kerns aus der Sicht des Elektrons, r.; bis auf das Vorzeichen dem Ortsvektor 7 des
Elektrons im kernfesten Koordinatensystem entspricht. Das Biot-Savartsche Gesetz lie-
fert nach (3.3.30) ein Magnetfeld am Ort des Elektrons, das proportional zu seinem
Drehimpuls ['ist. Bei der Riicktransformation auf das Ruhesystem des Atoms ergibt
sich noch ein weiterer Faktor 1/2, der sogenannte Thomas Faktor, der nur in einer
umfangreichen relativistischen Betrachtung begriindet werden kann. Die Wechselwir-
kung des mit dem Elektronenspin verkniipften magnetischen Momentes (siehe (3.1.6))
mit diesem Magnetfeld liefert einen magnetischen Beitrag zur potenziellen Energie der
Form

—

A‘/ls = _ﬁsB
UB Ze 1 - N
= —|—-——F7g)—=—I-5. 3.3.31

( h g) 23 M ° ( )
Die atomaren Strome sind sehr klein, das gleiche gilt aber auch fiir die Abstéande (r), so
dass die auftretenden Magnetfelder doch von der GroBenordnung von etwa einem Tesla
sind. Bertiicksichtigt man, dass das Bohrsche Magneton pp einen Wert von etwa 0.5
10~* eV /Tesla aufweist, so ergibt sich fiir den Betrag des magnetischen Korrekturterms
in (3.3.31) die Abschétzung

AV ~ 107 eV .

Verglichen mit den Energien durch das Coulombfeld in (3.3.28) ist diese Energiekor-
rektur sehr klein und es liegt nahe, die entsprechende Korrektur im Hamiltonoperator
als kleine Storung aufzufassen.

Auf die Behandlung von solchen Stérungen, die sogenannte Storungstheorie werden
wir noch spéter geneauer eingehen. An dieser Stelle wollen wir lediglich benutzen dass
man zur Abschidtzung der Energickorrekturen durch einen zusétzlichen Potentialterm
AV den Erwartungswert dieses Korrekturterms in der Basis der Eigenzustédnde des
Hamiltonoperators durchfiihrt, bzw die Matrix der Stérung in der Basis der zur gleichen
Energie entarteten Zustdnde diagonalisiert

(N, 1, my, mg| AV N, U m),ml) = (N, 1, my, mg|x- 5N, I',m), m.) . (3.3.32)

Dabei haben wir die Darstellung von AV, komprimiert um die Abhéngigkeit von den
Drehimpulsen [ und s herauszustellen.

Bevor wir nun diese Diagonalisation etwas genauer betrachten, wollen wir das Vorzei-
chen des Korrekturterms abschétzen. Da der Faktor x ein positives Vorzeichen besitzt,
erwarten wir also, dass

( 7 3 >0 wenn [ und § parallel zueinander (3.3.33)
X <0 wenn [ und 5 antiparallel zueinander stehen o
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Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass die Basis der gekoppelten Zustidnde, die
geeignete Basis fiir die Berechnung des Spin-Bahn Terms (3.3.31) darstellt. Dazu be-
rechnen wir den Operator 2

- 2 —
P=(+3) =2+F+2-7,
und 16sen diese Gleichung auf nach dem Operatorprodukt

. 2 _ (21
(5= *7(2+S) (3.3.34)

Ein Eigenzustand zu den Operatoren 52, 12 und 52, und das gilt ja fiir den gekoppelten
Zustand, ist also auch Eigenzustand zum Operator [ - § mit dem Eigenwert

2

R h 13
Fsltosgoms) = 5 (GG + D) =0+ 1) = 55 ) s gomy). (3.3.35)

Wenn wir also den Erwartungswert des Spin-Bahnterms Xf - § fir die gekoppelten
Zusténde eines p Niveaus (also [ = 1) ausrechnen, so ergeben sich fiir die Zusténde,
charakterisiert durch die Bezeichnung p;, die folgenden Korrekturen

. o , 1
P3/2 (1:1,5:3/2,m;|xl-5|l:1,7:3/2,m;) :h2x§
P (U 1,G 1 2mxd -1, 1/2,my) = —hP (3.3.36)

Durch die Spin-Bahn Wechselwirkung wird also der p;/, Zustand abgesenkt und der
P32 Zustand angehoben in der Energie, und zwar so, dass der Schwerpunkt, also die
Energiekorrektur gewichtet mit der Entartung der Zusténde (25 + 1) erhalten bleibt.
Das Vorzeichen dieser Energiekorrektur stimmt natiirlich mit der Abschétzung aus
(3.3.33) iiberein.

Wir haben bereits diskutiert, dass die Energieverschiebungen durch diesen Spin-Bahn
Term sehr klein sind (von der Gréfienordnung 1071 eV). Es zeigt sich, dass die Effekte
der relativistischen Kinematik von der gleichen Groflenordnung sind. Eine Quelle dieser
relativistischen Effekte liegt in dem Ausdruck fiir die kinetische Energie eines freien
Elektrons der Masse M und mit dem Impuls p:

2
M2c* + 2p? = MCQHIJFJ\/ZIU%Z
1 p2 1 p2 2
= M1+ = — -
‘ ( NESYEERE <M2c2 -

¥... (3.3.37)




142 KAPITEL 3. SPIN UND ROTATIONEN

Fiir kleine Impulse ist der Quotient p?/M?c? klein gegeniiber 1 und man kann die
Entwicklung der Wurzel beim Ubergang von der ersten Zeile zur zweiten Zeile nach
den fithrenden Gliedern abbrechen. Dies zeigt, dass in dem Grenzfall kleiner Impulse
die relativistische kinetische Energie iibergeht in eine Konstante, die Ruhenergie des
Elektrons Mc?, plus die nicht-relativistische kinetische Energie plus Korrekturen der
Ordnung p* und héher. Diese relativistischen Korrekturen sind im Fall des Wassersto-
fatoms von gleicher Groflenordnung wie die Spin-Bahn Wechselwirkung.

Eine konsistente Zusammenfassung dieser relativistischen Effekte, des Spins und der
Spin-Bahn Wechselwirkung erfolgt in der relativistischen Verallgemeinerung der Schro-
dinger Gleichung fiir Teilchen mit Spin 1/2: der Dirac Gleichung. Eine Losung der
Dirac Gleichung fiir das Wasserstoffatom fiihrt zu stationdren Losungen mit Energie-
eigenwerten der Form:

Ey a? 1 3
Bay= 20149 (2 2 )b, 3.
NIj N2{ + <j+§ 4N>} (3.3.38)

Dabei bezeichnet Ey = -13.6 eV das nichtrelativistische Ergebnis fiir das Wasserstoffa-
tom im Grundzustand und ) .
e
T he T 137
ist die Feinstrukturkonstante. Die Energieeigenwerte aus der Dirac Gleichung zeigen
also fiir das Wasserstoffatom eine 7 Entartung, d.h.: Zusténde mit verschiedenem Bahn-
drehimpuls [ aber gleichem j haben die selbe Energie.

3.3.2 Spinstruktur der Nukleon Nukleon Wechselwirkung

Auch die Bausteine des Atomkerns, also die Protonen und Neutronen, die man mit
einem Sammelbegriff Nukleonen zusammenfasst, besitzen wie die Elektronen ein ma-
gnetisches Dipolmoment . Auch im Fall der Nukleonen besitzt dieses Dipolmoment
bezogen auf eine Raumrichtung (die z-Achse) genau 2 Einstellmoglichkeiten: parallel
oder antiparallel zu dieser Raumrichtung. Deshalb liegt es nahe, auch den Nukleonen
die Eigenschaft Spin zuzuordnen mit der zu (3.1.6) analogen Verkniipfung

. s
A=nngy (3.3.39)
Das Bohrsche Magneton fiir ein Nukleon
eh
= 3.3.40
HUN 2Mx ( )

ist allerdings um einen Faktor von etwa 2000 kleiner als das Bohrsche Magneton fiir
ein Elektron, da die Nukleonen eine etwa 2000 mal gréBere Masse myy besitzen (Myc?
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= 938 MeV) als Elektronen (M.c* = 0.511 MeV) withrend die Ladung eines Protons
e bis auf das Vorzeichen mit der des Elektrons iibereinstimmt. Der g Faktor ist aber
im Fall des Protons nicht gleich 2 sondern etwa 5.585. Dieses anomale magnetische
Moment war ein erster Hinweis darauf, dass ein Proton keine Elementarteilchen wie eine
Elektron sondern selbst aus elmentaren Bestandteilen, den Quarks aufgebaut ist. Das
gleiche gilt fiir das Neutron. Da das Neutron insgesamt elektrisch neutral ist, diirfte es
als Elementarteilchen kein magnetisches Dipolmoment besitzen. Das Experiment zeigt
aber ein Dipolmoment, das mit dem Kernmagneton pn und dem Spin des Neutrons
durch eine Lande oder g-Faktor von g = —3.82.

Uns soll an dieser Stelle die Wechselwirkung zwischen 2 Nukleonen, also z.B. einem
Proton und einem Neutron, interessieren. Diese Wechselwirkung ist dafiir verantwort-
lich, dass Nukleonen in einem Atomkern gebunden sind. Die Bindungsenergien von
Nukleonen im Atomkern sind sehr viel grofer (typisch 8 MeV pro Nukleon) als die
von Elektronen im Atom (ungeféhr eV), was ja ein deutlicher Hinweis darauf ist, dass
die Nukleon-Nukleon Wechselwirkung sehr viel stéarker ist als die elektro-magnetische
Wechselwirkung zwischen Elektron und Proton. Deshalb bezeichnet man diese Wech-
selwirkung zwischen den Nukleonen ja auch als starke Wechselwirkung.

Wie wir im folgenden sehen werden, héngt diese Wechselwirkung zwischen den Nukleo-
nen unter anderem auch vom Spin der beteiligten Nukleonen ab. Zwei Nukleonen, die
ihre Spins parallel zueinander ausgerichtet habe spiiren eine andere Wechselwirkung
als zwei Nukleonen mit antiparallelem Spin. Stellt man diese Wechselwirkung durch
ein Potential dar, so ergibt sich fiir diese Spinstruktur der Wechselwirkung die folgende
Operatordarstellung

~ ~ ~

V - A+B§1§2

= A+ —B& & (3.3.41)

Dabei bezeichnet 57 bzw. 55 den Vektoroperator fiir den Spin des Nukleons 1 bzw.
des Nukleons 2. Entsprechend sind die Operatoren ¢; Vektoren gebildet aus den Pau-
lischen Spinmatrizen, die jeweils auf die Spinfunktionen der Nukleonen ¢ dargestellt
durch einen 2-komponentigen Spaltenvektor (Pauli-Spinor) wirken (siche auch 3.1.8).
Die Operatoren A und B bezeichnen Operatoren, die auf den Spinunabhéngigen Teil
der Nukleonzusténde wirken, kénnen also z.B. Potentialfunktionen sein, die vom Rela-
tivabstand der beteiligten Nukleonen anhéngen.

Um Eigenzustidnde zum Potentialoperator (3.3.41) oder auch dem daraus sich ergeben-
den Hamiltonoperator fiir 2 wechselwirkende Nukleonen zu erzeugen betrachten wir
den Spinanteil dieser Nukleonenzustéinde nicht einfach als Produkt der 2 ungekoppel-
ten Pauli Spinoren sondern den Spinzustand |sq, s2,S, M > in dem die einzelnen Spins
der beiden Nukleonen zum Gesamtspin S

§1+§2:S,
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gekoppelt sind. Diese Kopplung von 2 Spins erfolgt nach den gleichen Regeln, wie
die Kopplung eines Bahndrehimpulses mit einem Spin, die wir im vorhergehenden
Abschnitt diskutiert haben. Dies bedeutet, dass sich fiir die Projektionsquantenzahl
M, die den Eigenwert zu S, charaktersiert alle Kombinationen

M =m; +my

moglich sind, wobei m; = £1/2, die Projektionsquantenzahlen der Einzelspins be-
zeichnet. M kann also die Werte -1, 0 und 1 annehmen, woraus wir ersehen, dass der
gekoppelte Spin der beiden Nukleonen ganzzahlig und wegen der Dreiecksungleichung
(3.2.27)

1/2-1/2<5<1/2+1/2,

die Werte S = 0 und S = 1 annehmenn kann.

Analog zu (3.3.34) kénnen wir das Produkt der beiden Spinoperatoren in (3.3.41)
umschreiben in

1ra-
.z 2 a2 a2
51~32:§{S —31—52}

sodass sich fiir diesen Operator angewandt auf die gekoppelten Spinzustéinde ergibt

h? 1/1
S1 - Sa|s1, 89,8, M > = 5 [S(S—i— 1) — 25 <2 + 1)] |s1, $2,5, M >
—3K% firS =0
= { I firS = 1 (3.3.42)

In der Tat unterscheiden sich die Zustdnde von 2 wechselwirkenden Nukleonen durch
die Quantenzahl S, die den gekoppelten Spin bezeichnet. So gibt es fiir ein Proton und
ein Neutron genau einen gebundenen Zustand, das Deuteron, das ein magnetisches Di-
polmoment mit 3 moglichen Orientierungen besitzt. Dies bedeutet, dass das Deuteron
ein Proton-Neutron Zustand mit S = 1 ist, wahrend Proton Neutron mit zueiander an-
tiparallelem Spin, also S = 0 keinen gebundenen Zustand ausbilden, also ungebunden
bleiben.

3.3.3 Quarkmodell der Hadronen

Bereits bei der Diskussion der magnetischen Momente der Nukleonen wurde erwdhnt,
dass die Nukleonen keine elementaren Teilchen sind, sondern selbst wiederum eine Sub-
struktur besitzen. So geht die Elementarteilchenphysik davon aus, dass alle Hadronen,
das sind Teilchen, die die starke Wechselwirkung spiiren, aus Quarks oder aber auch
Quarks und deren Antiteilchen, den Antiquarks zusammengesetzt sind. Die Quarks
selbst habe nach heutiger Erkenntnis keine weitere Substruktur, sind also punktférmi-
ge Elementarteilchen mit einen Spin von s = 1/2. Ausserdem besitzen die Quarks
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eine Eigenschaft, die man als Farbe bezeichnet. Frei beweglich sind nur aus mehere-
ren Quarks zusammengestzte Hadronen, bei denen sich die Farbquantenzahlen der sie
konstituierenden Quarks zur Gesamtfarbe weiss kombinieren. Solche weissen oder auch
farblos genannten Objekte bestehen entweder aus 3 Quarks mit den 3 unterschiedlichen
Elementarfarben oder aus einem Quark mit einer Farbe und einem Antiquark mit der
zugehorigen Antifarbe, die auch ein farbloses Objekt bilden kénnen.

Die Objekte aus 3 Quarks bezeichnet man als Baryonen. Wir haben bereits im vor-
hergehenden Unterabschnitt diskutiert, dass man 2 Teilchen mit Spin 1/2 zu einem
Gesamtspin S = 0 oder S = 1 koppeln kann. Addiert man zu einem solchen Diquark
noch eine weiteres Quark mit Spin 1/2, so liefern die Auswahlregeln fiir die Drehim-
pulskopplung (3.2.27), dass der Gesamtspin des Baryons insgesamt die Werte S = 1/2
oder S = 3/2 annehmen kann. So findet man auch in der Natur Baryonen mit niedriger
Masse oder Energie nur fiir Spin 1/2, wie etwa das Proton oder das Neutron, oder aber
mit Gesamtspin S = 3/2 die sogenannte A(3,3) Resonanz mit einer Mass von Mac?
= 1263 MeV.

Ein Antiquark trégt wie ein Quark einen Spin s = 1/2. Daraus ergibt sich fiir die
gebundenen Systeme aus Quark und Antiquark, eine Gesamtspin S = 0 oder S = 1.
Beispiele fiir solche Mesonen, so bezeichnet man diese Quark-Antiquark Hadronen, sind
die Pionen mit S = 0 oder aber die p Mesonen mit S = 1.
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3.4 Translation und Rotationen

Der Translationsoperator fiir die Verschiebung eines quantenmechanischen Zustandes
um ein Stiick Az in Richtung der z-Achse ist natiirlich am einfachsten durch die
Anwendung auf einen Eigenzustand zum Ortsoperator in dieser Richtung also auf den
Zustand |z > definiert, er soll ja aus diesem Zustand |z > den Zustand |z + Az >
generieren also:
T(Az)|z >= |z + Az > .

Da er dies ja fiir jeden beliebigen Ortseigenzustand |’ > leisten muss, ist dieser Trans-
lationsoperator in der Basis der Ortseigenfunktionen definiert durch

T(Az) = /da;' o + Az >< o] (3.4.43)

Wir kénnen uns diese Wirkungsweise weiter veranschaulichen, wenn wir uns vorstellen,
dass wir den Translationsoperator auf einen Zustand |p, > wirken lassen, der in der
Ortsdarstellung durch eine Wellenfunktion, ¢, (x) =< x|p, > charakterisiert sein soll,
wie sie in 3.1 durch die Funktion mit einem Maximum an der Stelle x = a dargestellt
ist. Eine Translation um Az fiithrt zu einer Wellenfunktion ¢,,., () mit dem Maximum
an der Stelle x = a + Ax. Es ist offensichtlich, dass fiir diese beiden Funktionen gilt

Pneu() = @a(z — Ax), (3.4.44)

wie man insbesondere fiir das Maximum der jeweiligen Funktionen {iberpriifen kann.
Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass die Definition des Operators in (3.4.43) genau
diese Verschiebung bewirkt. Dazu schreiben wir

Preu() = T(A@@a(x)
< z|T(Ax)|p, >

= dr’ < x|z’ + Ax >< 2'|p, >
3.4.43

B /dx’é(x — (' + Az))pa (')
= pu(r—Ax) (3.4.45)

Mit der Definition von (3.4.43) ist aber noch nicht gekléirt wie der Operator T(Ax) z.B.
in der Ortsdarstellung explizit darzustellen ist. In einem ersten Schritt betrachten wir
dazu eine Translation um eine infinitesimale Stecke dx und entwickeln den infinitesimal
verschobenen Zustand nach (3.4.44)

A

T(dx)ﬁoa(x) = 90a<x_dx)

d
" g
_ <1—dx;ﬁx> alz). (3.4.46)

—_——
T(da)

= u(x) —dr—wp.(x) + ...
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T
a a+A
Abbildung 3.1: Verschiebung der Wellenfunktion ¢,(x) um eine Strecke Azx.

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurde die Funktion ¢ an der Stelle x in eine
Taylorreihe entwickelt, bei der wegen der infinitesimalen Grofle dz auf die nichtlinearen
Terme verzichtet werden kann. Die Abweichung des Transformationsoperators fiir eine
infinitesimale Transformation vom Einsoperator ist also durch den Impulsoperator p,
multipliziert mit dem Faktor —i/h und der Translationsdistanz dx. Man bezeichnet
deshalb p, auch als den Generator einer infinitesimalen Translation in Richtung z.

Fiir die Transormation um ein endliches, nicht infinitesimales Intervall Az verfahrt man
entsprechend (3.4.46) ohne jedoch die Taylorreihe nach dem zweiten Glied abzubrechen
T(Ax>90a($) = ¢u(z — Ax)
1 , d?

d
= u(x) — Ax%goa(m) + g(Ax) @goa(x) + ...
1

i i\’
— [1 + (—Al'hpx) + 5 <_Axhpx> +. ‘| gOa(fE)

[N
= exp (—A:Bhpx) wa() .

Damit ergibt sich als fiir den Translationsoperator in der Ortsdarstellung

T(Az) = exp (—Am%ﬁ» . (3.4.47)

Dabei ist die Exponentialfunktion mit einem Operator im Exponenten natiirlich durch
die entsprechende Reihenentwicklung der e-Funktion definiert. Ausserdem ist erwéh-
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nenswert, dass die Darstellung des Translationsoperators in (3.4.47) nicht nur fiir die
Ortsdarstellung der Zustédnde gilt, da ja die Operatorstruktur allein durch den Impuls-
operator p, gegeben ist. Je nach der Darstellung der Zustdnde muss also p, durch die
entsprechende Darstellung des Impulsoperators ersetzt werden.

Der zum Operator 7 (Ax) inverse Operator entpricht einer Translation um die Strecke
—Ax. Damit gilt also

TYAz) = T(-Ax)
0}
= A —9
o (4015)
= TT(Az).

Damit ist der inverse Operator gegeben durch den adjungierten Operator Tt = TT,
was ja bedeutet, dass T ein unitéirer Operator ist.

Ganz analog zur Translation in z-Richtung kann man natiirlich auch entsprechende
Translationen in y-Richtung (T(Ay)) und in z-Richtung definieren, wobei natiirlich
der Generator fiir eine infinitesimale Transformation in z-Richtung p, durch die ent-
prechenden Generatoren bzw. Impulsoperatoren in y und z-Richtung (p,, p.) zu erset-
zen sind. Bei der Verschiebung um ein Stiick Az in z- und Ay in y-Richtung ist das
Ergebnis unabhéngig davon, ob man zunéchst in - und dann in y- oder erst in y- und
dann in z-Richtung verschiebt. Es muss also gelten

T(Ay)T(Az) = T(Ax)T(Ay)

die Translationsoperatoren kommutieren. Diese Eigenschaft ist genau deshalb gewéhr-
leistet, weil die Generatoren der entsprechenden infinitesimalen Transformationen, die
Impulsoperatoren p, und p, kommutieren.

Diese Vertauschbarkeit ist offensichtlich nicht gegeben, wenn man einen Korper oder
auch eienen Zustand um unterschiedliche Achsen dreht. Eine Drehung um die z-Achse
gefolgt von einer Drehung um die y-Achse liefert im allgemeinen Fall ein anderes Re-
sultat, als wenn erst um die y- und anschliessend um die z-Achse gedreht wird. Die
Generatoren fiir die entsprechenden infinitesimalen Drehungen oder Rotationen kom-
mutieren also offensichtlich nicht.

Zur Diskussion dieser Rotationsoperatoren betrachten wir als erstes Beispiel eine Dre-
hung um die 2z-Achse mit einem Winkel a. Ein Punkt des zu drehenden Systems, der
vor der Drehung die Koordinaten x, y, z besitzt hat nach der Drehung die Koordinaten
Z,7, 2 mit

T Ccosa — ysin o

=N
|

Y Cos o + T sin o

ISR~
I

z
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Bezeichnet man also den entsprechenden Drehoperator mit Rz(a) so wiirde also die An-
wendung dieses Operators auf den entsprechenden Ortseigenzustand dargestellt werden
durch

A x rcosa — ysina
R.(a)|y > = | ycosa+ wsina > (3.4.48)
z z

In Analogie zur Definition des Translationsoperators in (3.4.43) ergibt sich also fiir die
Definition des Rotationsoperators

xcosoz—y sin a x
R.( /da: /dy /dz y' cosa + ' sina >< Yy’ (3.4.49)
2! 2!

Um die Wirkung dieses Rotationsoperators auf einen Zustand |W,;) gehen wir auch
hier wieder in die Ortsdarstellung und beschreiben den Zustand durch die entsprechen-
de Wellenfunktion (fiir eine kompaktere Darstellung stellen wir hier die kartesischen
Argumente der Wellenfunktion in Form eines Spaltenvektors dar)

X x
Var | v | = < Y qjalt)'
z z

Die Anwendung des Rotationsoperators auf diesen Zustand wird jetzt in Analogie zu
(3.4.45) durchgefiihrt und liefert

x x R
\I/neu Yy - < Y RZ(OZ) |\Ijalt>
z z

x' cosa — 1 sin v

x x’
= /dm’/dy’/dz’ < y || y cosa+ ' sina >< Y W)
Z/ /

z
— (2' cosa — ¢/ sina)) x
= /d:v /dy /dz 5 y (y’cosoH—:z: sina)) Yo | ¢/
z/
rcosa + ysina
= W, | ycosa— zsina (3.4.50)
z
Zusammengefasst gilt also
T T cosa + ysin «
R()VWay | ¥ | =Var | ycosa —zsina (3.4.51)

z zZ
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Bei einer Drehung um einen infinitesimalne Winkel € kénnen wir die trigonometrischen
Funktionen cos o und sin v durch die jeweils fithrenden Terme in der Taylorentwicklung
ersetzen, d.h. cosa — 1 und sina — a bzw. €. Damit erhalten wir also fiir die Rotation
um die z-Achse mit einem infinitesimalen Winkle ¢

K T r+ey
R.(e)¥V | vy = V| y—cx
z z

d d
—|—5(ydx :cdy>

7 7
= [1 e <ynpz —xhpy)] v

R
= 1—ei|U
[ 8/‘7}

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurde die Funktion ¥ an der Stelle ' = x + ey
entwickelt, wobei diese Entwicklung nach dem ersten nicht verschwindenden Glied ab-
gebrochen wurde, da ja ¢ infinitesimal ist. Ebenso mit ¢’ = y—ez. Insgesamt entnehmen
wir aus dieser Rechnung, dass der Operator fiir diese infinitesimale Rotation geschrie-
ben wird

R.(c) = [1 — Eéq (3.4.52)

Dies entspricht also weitgehend der Darstellung einer infinitesimalen Translation in
(3.4.46) mit dem einzigen Unterschied, dass der Generator fiir die Translation in z-
Richtung, p,, hier ersetzt wird durch den Generator einer infinitesimalen Rotation
um die z-Achse: die z-Komponente des Drehimpulsoperators L,. Selbstversténdlich gilt
dhnliches fiir die Rotationen um die y- und x-Achse mit den Generatoren Zy und I,

Zur Darstellung einer Rotation um einen endlichen Winkel, iiberlegen wir, dass eine
Rotation zunéchst um a und dann einen weiteren infinitesimalen Winkel € dargestellt
werden kann durch

A

R.(a+¢) = R.(¢)R.(a) = [1 - a;l;] R.(a). (3.4.53)

Andererseits ergibt sich fiir die Anderung des Rotationsoperators R, bei einer Ver-
grofferung des Drehwinkels

d - B R.(a+¢)— R.(a)
daRZ(a) N €

= ——LR.(a) (3.4.54)
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Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurde (3.4.53) verwandt. Die Differentialgleichung
(3.4.54) hat die Losung

R.(@) = exp (—a;l;) . (3.4.55)

Auch diese Darstellung fiir eine Rotation um einen endlichen Winkel entspricht der
Darstellung einer Translation in (3.4.47).

Wendet man diesen Operator Af%z(a) auf einen Zustand an, der Eigenzustand zu den
Drehimpulsoperatoren [ und [, also einen Zustand |lm >, wobei [ und m die iibliche
Bezeichnungen fiir die Eigenwerte zu diesen Operatoren sind, so ergibt sich

R.()|lm >= exp (—a;_ll;> lm >= e "™|lm > . (3.4.56)

Der Operator I, wurde also durch den Eigenwert hm ersetzt, sodass die Anwendung des
Rotationsoperators lediglich zu einer Multiplikation des Zustandes mit einer komplexen
Phase exp(—iam) fithrt.

Eine beliebige Rotation im 3-dimensionalen Raum kann durch 3 Euler Winkel darge-
stellt werden. Vereinbarungsgeméf sind diese 3 Eulerwinkel so definiert, dass in einem
ersten Schritt eine Rotation um die z-Achse mit einem Winkel « erfolgt. Bei dieser Dre-
hung eines Korpers oder eines Zustandes werden die “korperfesten Achse mitgedreht. In
einem zweiten Schritt wir eine Drehung um die korperfeste y-Achse mit einem Winkel
[ durchgefiihrt, und dann in einem dritten Schritt um die nach dieser zweiten Drehung
definierten z-Achse.!

Damit ergibt sich fiir eine beliebige Rotation, definiert durch die 3 Eulerwinkel der
Drehoperator

R(a, 3,7) = R.(7)Ry(B)R.() (3.4.57)

Der dazu adjungierte Operator ergibt sich zu

Ri(, 8,7) = RL(a)RI(B)RL(7) , (3.4.58)

und ist wegen

RIR.(7) =1,

und den entsprechenden Ergebnissen fur die verbleibenden Rotationsoperatoren gleich
dem Inversen Operator zu R(«, 3,7), so dass auch der Rotationsoperator unitar ist.

Der Rotationsoperator wirkt natiirlich nicht nur auf den Ortsanteil eines Zustandes
sondern ganz entsprechend auch fiir den Spinanteil oder den Gesamtdrehimpuls eines
quantenmechanischen Zustandes. In diesem Fall sind die Bahndrehimpulsoperatoren
lx, l und [, als Generatoren fiir die Drehungen eines Ortsanteils zu ersetzen durch

IDiese Konvention ist ein wenig anders als die Konvention fiir Eulerwinkel, die typischerweise in
der klassischen Mechanik benutzt wird. In der Literatur zur klassischen Mechanik erfolgt die zweite
Drehung in der Regel um die z-Achse.
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die entsprechenden Spin- bzw. Gesamtdrehimpulsoperatoren JA:B, jy und J,. Ausgangs-
punkt sei ein Eigenzustand zu den Drehimpulsoperatoren J2 und J,, bezeichnet in der
iiblichen Schreibweise durch |jm >. Die Anwendung eines Rotationsoperators auf einen
solchen Zustand ergibt

R(a, B,7)jm >= Y |j'm' > < j'm'|R(a. 5,7)|jm > . (3.4.59)

:6j/ij/m(0‘n67'Y)

Auf der rechten Seite dieser Gleichung wurde eine eins eingefiigt in der Form 1 =
S |7'm >< j'm/|. Da der Rotationsoperator definiert ist durch die generierenden
Operatoren J, und jy, die beide mit J2 kommutieren, kommutiert auch R mit J2. Dies
bedeutet aber, dass R andewandt auf |7m > einen Zustand mit dem gleichen Eigenwert
zu J? liefert, also R nur nicht verschwindende Matrixelemente vom Typ der Gleichung
(3.4.59) besitzt mit j° = j, was durch das Kronecker Symbol d;/; in dieser Gleichung
zum Ausdruck gebracht wird.

Damit kénnen wir fiir die allgemeinen Matrixelemente des Rotationsoperators schreiben

DiyleB.7) = < jmilem 1 emBhmeio M
_ ei'ym’ < jm/|efiﬂjy/h|jm > e ~tam
elm’=em)gi () (3.4.60)
In dieser letzten Gleichung wurden die sogenannten Wigner d-Funktionen ein-
gefiihrt, die den nichttrivialen Anteil der Matrixelemente fiir den Allgemeinen Dre-
hoperator liefern. Diese d-Funktionen sind damit definiert durch

&, (8) =< jm/|e" PN/ jm > (3.4.61)

Als ein Beispiel fiir die Bestimmung dieser d-Funktionen wollen wir den Fall des Spins
im Raum der Zusténde mit j = 1/2 betrachten. Der Rotationsoperator fiir die Rotation
um die y-Achse schreibt sich damit

¢S/ _ g=iBo /2. (3.4.62)

mit der Pauli Spin Matrix (siehe (3.1.10))

a§:<? _()i>2:<(1) _01>:1 (3.4.63)
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Entsprechend gilt
(—io¥)* = (=1)"  und 0" = (=1)"io, (3.4.64)
Die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion in (3.4.62) liefert
- B\ L1, BY
e—lﬁay/2 = n + <—20'y2> + 5 <—20y2> 4+ ...
B < q . ﬁ 2n 00 1 . ﬁ 2n+1
= 2. (‘%) +7§*(2n T (‘“’yz)
< q 5 2n 5 2n+1
- 15y — (£
2 Eails) = Eet ()
(3.4.64) ™
= 1 cos(f/2) —io,sin(3/2)
cos(8/2) —sin(5/2)
( sin(8/2)  cos(3/2) (3.4.65)

Aus der Matrix in der letzten Zeile dieser Gleichung kann man jetzt die entsprechenden
d-Funktionen ablesen. So zeigt also das erste Element in der Ersten Zeile die Funktion
dl/ > firm/ =m =1 /2 an, wihrend das zweite Element in der ersten Zeile die Funktion

fiir m’ = 1 /2 und m = —1 / 2 anzeigt. Insgesamt haben wir also
cos(f/2) =di, =d>,_,
22 2 2
sin(/2) =d*,, =-di_,. (3.4.66)
2 2 2 2
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Abbildung 3.2: Stern Gerlach Magnet als Filter fiir Elektronen mit Spinpro-
jektion +1/2

3.5 Spielereien mit dem Stern Gerlach Magneten

In diesem Teilabschnitt sollen einige Gedankenexperimente mit dem Stern-Gerlach Ma-
gneten diskutiert werden. An diesem Beispiel soll insbesondere die Rotationen von
Zustdnden und Operatoren verdeutlicht werden. Dazu betrachten wir einen Experi-
mentaufbau mit einem Stern-Gerlach Magneten, wie er in Abb. 3.2 dargestellt ist.

Der von rechts einlaufende Strahl von Elektronen? ist nicht polarisiert und enthilt
Elektronen mit einer Spinprojektion parallel (mg = 1/2) und antiparallel (ms; = —1/2)
zur Richtung des Magnetfelldes, die die z-Achse definiert. Durch das inhomogene Ma-
gnetfeld wird der Elektronenstrahl in zwei Teilstrahlen aufgespalten und wir fiihren
den Teilstrahl der Elektronen mit ms = —1/2 in einen Faraday Becher, so dass nur
noch Elektronen mit der Spinprojektion m, = 1/2 weitergefiihrt werden.

Mit dieser Anordnung ist der Stern Gerlach Magnet also ein Spin-Filter oder ein Polari-
sator fiir den Elektronenspin in z-Richtung. Wir kénnen diese Funktion des Polarisators
in der theoretischen Darstellung durch einen Projektionsoperator P, beschreiben in der
Form

P. = |y = 1/2){m, = 1/2|. (3.5.67)

Wendet man ndmlich diesen Operator auf einen eingehenden Zustand [in) an, so gilt

lout) = P.|in) = |ms = 1/2)(ms = 1/2]in) .

2Wir wissen natiirlich, dass das Stern Gerlach Experiment mit neutralen Atomen wie etwa einem
Silberatom durchgefiihrt wird (siehe auch Abschnitt 3.1). Trotzdem wollen wir an dieser Stelle von
Elektronen sprechen, da ja der Spin des Elektrons die entscheidende Rolle spielt.
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Der Ergebniszustand |out) ist ein Vektor des Hilbertraumes in Richtung des Basisvek-
tors |ms = 1/2) mit einer Amplitude, die durch das Skalarprodukt von |mgs = 1/2)
mit dem eingehenden Zustand gegeben ist. Stellen wir diesen Operator in der Ba-
sis von (3.1.8) dar, so ist der Ket Vektor |ms = 1/2) durch den Spaltenvektor mit
Komponenten 1 und 0 gegeben und der zughorige Bra Vektor (m; = 1/2| durch den
entsprechenden Zeilenvektor (mit komplex konjugierten Elementen, was natiirlich in
diesem Fall redundant ist), so ergibt sich der Projektionsoperator zu

7%:<é>(1 of:<é 8). (3.5.68)

Wenn man also einen einkommenden Elektronenstrahl hat, bei dem die Elektronen mit
der Wahrscheinlichkeitsamplitude « eine positive Spinprojektion besitzt und mit der
Amplitude 3 eine negative (damit der Zustand normiert ist sollte gelten: o + 5% = 1)
so ist dieser eingehende Strom von Elektronen durch den Vektor

mw®<g>,

beschrieben, und die Anwendung des Stern Gerlach Filters wird durch die Operation

lout) = P.Jin)
- (00)(5)
= <g>, (3.5.69)

mathematisch beschrieben: Der auslaufende Elektronenstrahl besitzt die Wahrschein-
lichkeitsamplitude 0 fiir Elektronen mit Spin m, = —1/2, ist also zu 100 Prozent
polarisiert. Wir sehen an diesem Beispiel sehr deutlich, wie die Durchfithrung eines Ex-
perimentes durch die Anwendung eines Operators auf einen Zustand dargestellt wird.

Natiirlich ist es nutzlos, den aus dem Stern-Gerlach Filter auslaufenden Teilchenstrahl
noch einmal durch einen identischen Filter laufen zu lassen. Mathematisch duflert sich
diese Tatsache, dass ein wiederholtes Anwenden des Filters das gleiche Ergebnis erzielt
wie ein einmaliges Anwenden darin, dass gilt

e (oo)(o0)
“o0)

= P., (3.5.70)

eine Beziehung, die Projektionsoperatoren definiert.
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Natiirlich kann iman aber auch daran denken, den Stern-Gerlach Filter um 90 Grad
um die Richtung des Strahls, die wir als y-Achse identifizieren zu drehen, so dass das
Magnetfeld nach der Drehung in z-Richtung zeigt, wir also so einen Filter beziiglich
der z-Komponente des Spins erhalten. Wie sieht die mathematische Darstellung eines
solchen Filters in xz-Richtung aus?

Zur Konstruktion des entsprechenden Operators P, vergewissern wir uns, dass der
Zustand

m? = 1/2) = ;5 < : ) , (3.5.71)

ein normierter Eigenzustand zum Operator §, mit dem Eigenwert //2 ist. Wir benutzen
dazu einfach die Darstellung dieses Operators aus (3.1.10) und berechnen

Slm? =1/2) = Z(? é)%(i)
h1 (1
46
= D=1/

Pr = |mg=1/2)(mi =1/2|

_ ;(1 }) (3.5.72)

Alternativ konnen wir aber den Eigenzustand von s, auch dadurch generieren, dass wir
den entsprechenden Eigenzustand von §, um die y-Achse mit einem Winkel ¢ = 7/2
drehen. Das bedeutet zunéchst einmal fiir einen beliebigen Drehwinkel ¢

Ry(@)|ms = 1/2 > = exp (—Z(g§y) |m5 = 1/2 >

< (e e ()
( cos(((p?Q)) ) . (3.5.73)

sin 2

'

Fiir den Drehwinkel ¢ = 7/2 ist dieses Ergebnis also genau identisch mit dem von
(3.5.71). Wir haben aber hier das weiterfithrende Ergebnis und nicht nur den Eigen-
vektor beziiglich der x-Achse sondern einer beliebigen Quantisierungsachse in der x — z
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Ebene generiert. Damit kénnen wir also den generalisierten Filteroperator bestimmen
gemaf

Plo) = Ry(e)m,=1/2>< m, = 1/2/R)(¢)
= () (coster2) sinor))

_ cos’(p/2)  cos(p/2)sin(p/2)
N <Sin(@/2)003(%0/2) sin(p/2) ) (3.5.74)

Damit haben wir aber auch das allgemeine Rezept kennengelernt, wie “ein Operator
gedreht wird, bzw. wie sich die Drehung einer Messapparatur, die in der Quanten-
mechanik durch einen Operator dargestellt wird, auf diesen Operator auswirkt. Jeder
Operator kann ja so dargestellt werden, dass man jedem beliebigen Eingangszustand
|i > den entsprechenden Ausgangszustand |out(i) > zuordnet. Bei linearen Operatoren
reicht es aus, diese Zuordnung auf die Basisizustédnde |i > des entsprechenden Hilber-
traumes zu beschrinken. Damit kann ein solcher Operator also dargestellt werden in
der Form

O =Y lout(i) >< 1. (3.5.75)

7

Fithrt man eine Drehung durch, deren Wirkung auf die Ket Zustdnde durch den Rota-
tionsoperator R beschrieben wird, |¢ >— R|gz§ > so ergibt sich also fiir den gedrehten
Operator

ODrep, = D Rlout(i) >< i| R

Allgemein kénnen wir also schreiben
Opye, = ROR' = ROR™' . (3.5.76)
Dabei haben wir in der zweiten Gleichung ausgenutzt, dass der Rotationsoperator

unitér ist, d.h. R~! = RT.

Zuriick zu unseren Spielereien mit den Stern Gerlach Magneten. Was erhalten wir
also, wenn wir hinter den ersten Stern-Gerlach Filter in z-Richtung einen zweiten in
z-Richtung aufstellen? Mathematisch erhalten wir das Resultat dadurch, dass wir den
Operator P, auf das Ergebnis von (3.5.69) anwenden also

louty) = Pylout)
111\ /[a
B 2(1 1><0>
_ ( ) (35.77)

Man erhélt einen auslaufenden Strahl, dessen Elektronen mit gleicher Wahrscheinlich-
keit ihren Spin parallel und antiparallel zur z-Achse orientiert haben.

[ 10]Q
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Dieses Ergebnis ist auf dem ersten Blick {iberraschend. Naiv wiirde man sagen, dass
der erste Filter nur Elektronen mit positivem s, durchlédsst und der zweite nur solche
mit positivem s,. Der auslaufende Strahl enthielte also nur Elektronen fiir die s, und
s, positiv sind. Bei dieser Argumentation ignoriert man aber die Tatsache, dass der
Kommutator von §, mit §, ungleich Null ist. Die beiden Observablen s, und s, kénnen
also nicht gleichzeitig bestimmt sein. In der Tat zerstort der zweite Filter, bei dem
die Orientierung des Spins beziiglich der z-Achse ausgewertet wird, das Ergebnis der
ersten Polarisation. Ein entsprechendes Experiment wiirde das Ergebnis von (3.5.77)
bestéatigen.
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3.6 Bellsche Ungleichung

Wenn zwei Teilchen, oder allgemeiner gesprochen 2 Systeme nichts miteinander zu tun
haben, also z.B. keine Wechselwirkung zwischen diesen Teilsystemen besteht, dann
kann man den Hamiltonoperator als Summe von 2 Hamiltonoperatoren schreiben, bei
denen einer dieser Summanden jeweils nur auf die Koordinaten eines der Teilsyste-
me wirkt. Wir haben bereits im Abschnitt 2.3 gesehen, dass in einem solchen Fall die
Losung der stationdren Schrodingergleichung fiir den Gesamtzustand als ein Produkt-
zusand von Losungen fiir das Teilsystem der beiden Untersysteme geschrieben werden
kann. Dariiber hinaus gibt es aber auch Zustdnde, die nicht als Produktzustand von
2 voneinander unabhéngigen Zustdnden geschrieben werden kénnen. In diesem Fall
spricht man von verschriankten Zustinden.

Als ein Beispiel fiir einen solchen verschrankten Zustand betrachten wir ein System
aus 2 Spin 1/2 Teilchen, die zu einem Zustand mit dem Gesamtspin S = 0 gekoppelt
sind. In der Basis der Produktzustéinde | + 4+ >, | + — >, ..., wobei sich das erste
Vorzeichen auf die Spinprojektion des ersten Teilchens beziiglich der z-Achse und das
zweite Vorzeichen entsprechend die Richtung des zweiten Teilchens beziiglich z angibt,
ergibt sich dieser gekoppelte Zustand in der Form

1S =0, M=0>= (3.6.78)

1 1
—| -+ >.
¥l ¥l
Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass dieser Zustand in der Tat verschrinkt ist.
Zum Beweis nehmen wir an, dass sich dieser Zustand als Produkt eines Zustandes fiir
das Teilchen 1
al+ > 40— >,

und fir das Teilchen 2
Y+ > +0|— >,

schreiben lésst. Dabei sind «, 3, v und 0 komplexe Zahlen. Der allgemeine Produkt-
zustand hat also die Form

ay| ++ > 4+ad| + — > 45y — + > +50| — — > (3.6.79)

Soll also der Zustand in (3.6.78) ein Produktzustand sein, so muss z.B. der Koeffizient
ay identisch null sein, was ja bedeutet, dass entweder o = 0 oder v = 0. Wére aber
o = 0 dann kann der Koeffizient a nicht den Wert 1/+/2 sein, wie es (3.6.78) erfordert.
Wiire aber v = 0 so kann (37 nicht gleich -1/v/2 sein, wie es in (3.6.78) steht. Durch
diesen Widerspruch ist also gezeigt, dass der Zustand in (3.6.78) kein Produktzustand
ist, was ja bedeutet, dass er verschriankt ist.

Fiir den S = 0 Zustand ist weiterhin interessant, dass er sich nicht nur in der Basis der
Zustinde mit Projektion auf die z-Achse mit den Clebsch-Gordan Koeffizienten 1//2
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und -1/4/2 darstellt. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass auch fiir die Pro-
duktzustinde mit definierten Projektionsquantenzahlen der beiden Teilchen beziiglich
der x-Achse, also | ++ >,, |+ — >,, ... ergibt

1S =0, M =0>= + >, . (3.6.80)

1 1
¥l V3
Da fiir den S = 0, M = 0 Zustand alle Raumrichtungen gleichberechtigt sind, gilt dies
auch fiir die y-Achse.

Dieser verschriankte Zustand, man spricht auch von einem Bell-Zustand ist aber nicht
nur ein theoretisches Konstrukt, sondern lédsst sich auch experimentell realisieren. Ei-
ne Moglichkeit besteht z.B. darin 2 Protonen zusammenzubringen. Wegen der Spin-
Komponente der Wechselwirkung zwischen den Protonen, bevorzugen diese Protonen
den Spin Singlett Zustand, als den Zustand, in dem die Nukleonen zu S = 0 gekop-
pelt sind. Auch die Cooper Paare, zu denen sich Elektronen in einem supraleitenden
Material verbinden, sind ein solches Spin Singulett. Solche verschrinkten Zustdnde aus
massiven Teilchen sind aber experimentell nicht leicht zu realisieren und zu handhaben.
Deshalb sind auch die Experimente zu verschrinkten Zustdnde vor allen Dingen mit
Photonen, die sich durch die 2 moglichen transeversalen Polarisationen unterscheiden,
realisiert worden.

Wir wollen jetzt den Fall betrachten, dass solche Spin 1/2 Teilchen eines Bell-Zustandes
in verschiedene Richtungen auseinanderlaufen und das 2 voneinander unabhéngige Ex-
perimentatoren, Alfred und Berta, die Spinprojektion dieser Teilchen an verschiedenen
Orten messen konnen. Dabei soll Alfred den Spin des Teilchens 1 und Berta den des 2.
Teilchens messen.

Dazu wollen wir 3 mogliche Szenarien betrachten:

1. Alfred macht gar keine Messung. Da die Wahrscheinlichkeitsamplitude der Kom-
ponenente | + — > in (3.6.78) gleich —1/4/2 ist, die Wahrscheinlichkeit dieser
Komponente also 1/2, misst Berta also mit einer Wahrscheinlichkeit von 50 Pro-
zent eine negative Spinprojektion in z-Richtung fiir den Spin des Teilchens 2.

2. Alfred macht eine Messung der z-Komponente des Spins 1 und findet eine posi-
tive Spinprojektion. Durch die Messung von Alfred kollabiert der Bell-Zustand
(3.6.78) instantan auf die Komponenten | + — > und Berta misst mit einer
Wahrscheinlichkeit von 100 Prozent eine negative Spinprojektion fiir Spin 2. Dies
allein ist nicht sehr aufregend, denn entsprechende Beispiele kennen wir auch
im nicht-quantenmechanischen Umfeld: Jemand hat ein Paar Handschuhe und
steckt jeweils einen Handschuh in einen Umschlag, die getrennt an Alfred und
Berta vesandt werden. Berta bekommt mit 50 Prozent Wahrscheinlichkeit den
Handschuh fiir die linke Hand. Macht aber Alfred seinen Umschlag auf und fin-
det den rechten Handschuh, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass Berta den linken
bekommen hat gleich 100 Prozent.
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3. Die Spins in der Quantenmechanik erlauben aber noch ein weiteres Experiment:
Alfred misst die z-Komponente des Spins 1 und findet eine positive Spinprojek-
tion. In diesem Fall kollabiert also der |[S = 0, M = 0 > Zustand von (3.6.80) in
die Komponente | + — >,. Aus (3.5.71) wissen wir, dass

1 1
|+ >= —=+>+—=|—> und |— >,= —

NZIYe vl > 4>

so dass
|+ — >.= H++>+H+ > H +>+H >
) 2 2 2 '

Misst also Berta wieder die z-Komponente der Spin Projektion, so sagt die Quan-
tenmechanik voraus, dass die Wahrscheinlichkeit, eine negative Spinprojection zu
erhalten, sich aus der vorstehenden Darstellung des Zustandes ergibt als Summe
der Quadrate der Amplituden mit einer negativen Komponente fiir Spin 2, also:

1\?2 1\? 1
<2> +_<2> 27

Vergleicht man die Szenarien 2 und 3 so stellt man fest, dass Bertas Experiment nicht
nur von Alfreds Ergebnis sondern auch von der Orientierung seiner Messapparatur
abhéngt. Insbesondere erhebt sich auch noch der Verdacht, dass durch die Messung
von Alfred instantan, also ohne Zeitverzogerung die Information iiber das Ergebnis zu
Bertas Labor iibertragen wird, was im Widerspruch zur Relativitéitstheorie steht, wo-
nach ja Information maximal mit Lichtgeschwindigkeit transferiert werden kann.® Des-
halb haben Physiker wie z.B. Einstein, Podolski und Rosen (im folgenden abgekiirzt
EPR) gefolgert, dass die Information, die im Rahmen einer quantenmechanischen Be-
schreibung verarbeitet wird, nicht die vollstdndige Information iiber den wirklichen
physikalischen Zustand enthélt. Neben der Information im Zustand der Quantenme-
chanik gibt es noch verborgene Parameter, iiber die die Quantenmechanik keine
Aussage machen kann.

Im Beispiel des verschrankten Systems aus 2 Spins, ist also der wirkliche Zustand so-
wohl durch die z-Komponente, als auch die z-Komponente des ersten Spins festgelegt.
Es gibt also die 4 Kombinationsmdoglichkeiten, die in der Tabelle 3.2 aufgelistet sind,
wobei die entsprechenden Spinprojektionen des 2. Spins in einem Spin Singulett durch
die Forderung s; 4+ so = 0, wie in der Tabelle aufgefiihrt, festgelegt. Messen kann man
bei einem Teilchen jeweils nur eine der Komponenten s, oder s,, die andere bleibt ver-
borgen. Misst also Alfred fiir das Teilchen 1 s, = +, so liegt in der EPR Interpretation

3Fiir 2 Raum-Zeitpunkte A und B, deren riumlicher Abstand (Ax)? gréBer als der zeitliche (cAt)?
ist, kann man mit einer Lorentztransformation Koordinatensysteme finden, in denen A vor B und
solche in denen B vor A liegt. Kénnte also Information zwischen A und B (mit einer Geschwindigkeit
v > ¢ ausgetauscht werden, so kénnen Ursache und Wirkung ausgetauscht werden.
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Spin 1 Spin 2

Fall | s, s, | s, s,
1 + 4+ - -
2 + -] - +
3 -+ -
4 - - |+ +

Tabelle 3.2: Kombinationsméglichkeiten fiir die Spinprojektionen von 2 Spins in einem
Spin Singulett Zustand, unter der EPR Annahme, dass sowohl die x als auch die z
Komponente festgelegt sind

Spin 1 Spin 2
Fall | s, sy Se | Sa Sp  Se
1 + + +| - - -
2 |+ + - |- - 4+
3 |+ - +1|- + -
4 1+ - - |- + +
5 -+ S+ + - -
6 -+ -+ -+
7 - -+ + 4+ -
8 - - -+ 4+ +

Tabelle 3.3: Kombinationsméglichkeiten fiir die Spinprojektionen von 2 Spins in einem
Spin Singulett Zustand, unter der EPR Annahme, dass Spinprojektion in Richtungen
a (Sa), b (sp) oder € (s.) gemessen werden konnen.

entweder Fall 1 oder Fall 3 vor. Eine Messung von Berta liefert also fiir s, des Spins
2 zu 100 Prozent den Wert s, = —. Misst aber Alfred s, = 4+, so liegen entweder
Fall 1 oder Fall 2 vor. Nehmen wir an, dass alle Falle mit gleicher Wahrscheinlichkeit
auftreten, so misst Berta mit einer Wahrscheinlichkeit von 50 Prozent s, = —.

Bei diesem Beispiel liefert also die Quantenmechanik und EPR das gleiche Ergebnis.
Im folgenden werden wir jedoch einen Fall konstruieren, fiir den Quantenmechanik und
EPR unterschiedliche Ergebnisse erzeugen, sodass ein Experiment wenigsten eine der
2 Deutungen falsifizieren kann. Dazu betrachten wir wiederum ein System aus 2 Spins,
die ein Spin Singulett bilden und stellen uns vor, dass Alfred und Berta ihre Spinanalyse
in 3 unterschiedliche Richtungen da, b oder & durchfithren kénnen. In der Tabelle 3.3
sind die 8 Kombinationsmoglichkeiten fiir die Spinprojektionen s,, s, und s.., die Alfred
fiir den Spin 1 erhalten konnte. Die entsprechende Komponente fiir Spin 2, gemessen
von Berta, hat dann das entgegengesetzte Vorzeichen (ganz analog zu Tabelle 3.2).

Im folgenden soll N; die Zahl der Félle bezeichnen, fiir die in einer Messreihe der Fall
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1 aus der Tabelle 3.3 realisiert ist. So soll also in N3 Féllen fiir Spin 1 s, = +, s, = —,
s. = + realisiert sein. Die N; sind natiirlich alle positiv, so dass gilt

N3+ Ny < (N3 + Ny) + (N + Ny) (3.6.81)

Nun sind die Félle 3 und 4 gerade die Félle, bei denen Alfred eine positive Spinpro-
jektion in Richtung @ und Berta eine positive Spinprojektion in Richtung b messen
wiirde. Bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit fiir diese Félle mit P(a+, b+) so ist die-
se Wahrscheinlichkeit gleich der Zahl der Falle N3 + Ny geteilt durch die Gesamtzahl

aller Fille Net N
+ Vg
Plat,bt) = ———t.
(a+,b+) TN,
Analog sind die Félle 2 und 4 die, fiir die gilt: Alfred misst + in Richtung a Berta +
in Richtung ¢, und die Félle 3 und 7 die, bei denen Alfred + in Richtung ¢ und Berta

+ in Richtung b. Damit bedeutet (3.6.81) aber auch

(3.6.82)

P(a+,b+) < P(at, c+) + P(c+, b+) (3.6.83)

Diese Gleichung bezeichnet man auch als Bell’sche Ungleichung, die fiir beliebige Raum-
richtungen erfiillt sein muss, wenn die EPR Interpretation der verborgenen Parameter
giiltig ist.

Was sagt die Quantenmechanik fiir dieses Szenario voraus? Dazu berechnen wir in
einem ersten Schritt die Wahrscheinlichkeit P(a+,b+) fiir den Fall, dass @ der z-Achse
entspricht und b in der zz-Ebene liegt, also aus der z-Achse durch eine Rotation um
die y-Achse erzeugt werden kann. Misst Alfred also a+, so ist der Fall durch den Spinor

des Teilchen 1
1
|+ >= ( 0 ) ,

realisiert. Wenn nun auch b in Richtung der z-Achse zeigt, so entspricht die Messappa-
ratur von Berta, die die Wahrscheinlichkeit messen soll, dass Teilchen 2 in Richtung b
positive Spinprojektion zeigt, einem Filter fiir das Teilchen 1 mit negativer Projektion,
also

Orpg = 1—><1—| = ( 8 ? ) . (3.6.84)

Damit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit
P(z4,24) = < +|Oupal+ >
00 1
- oo V) (o)
= 0 (3.6.85)

Das ist natiirlich auch klar, der Fall, dass beide Teilchen s, = + haben, widerspricht
dem Spin Singulett Zustand.



164 KAPITEL 3. SPIN UND ROTATIONEN

Im vorhergehenden Abschnitt 3.5 haben wir gelernt, wie man einen Apparat oder
Operator, der auf Spin 1/2 Zustédnde wirkt um die y-Achse dreht. Danach gilt also
fiir Bertas Messapparatur zur Bestimmung einer positiven Spinprojektion in Richtung
b nach (3.5.76)

Ops2 = RO.»RT
mit

o ( cos(p/2) —sin(p/2) )
sin(p/2)  cos(p/2) ’

wobei ¢ den Winkel zwischen der z-Achse und b bezeichnet. Angewandt auf OZ2+ aus
ergibt sich damit

O — sin®(yp/2) —sin(p/2) cos(p/2)
P27\ —sin(p/2) cos(¢/2) cos®(p/2) ’
sodass sich wie in (3.6.85) fiir die Wahrscheinlichkeit
P(z4,b4) =< +|Opya|+ >= sin?(p/2) (3.6.86)

ergibt. Ein entsprechendes Ergebnis erhélt man natiirlich fiir P(a+, b+) fiir beliebige
Achsen @ und b mit entsprechendem Winkel ¢ zwischen den beiden Achsen. Wéhlt
man also z.B. die Achsen so, dass

™ ™

Pab = 5 und Pac = Pecb = Z

so sagt die Quantenmechanik voraus
P(a+,b+) = sin*(7/4) = 0.5 P(a+,ct) = P(c+,b+) = sin®(7/8) = 0.1786 .

Dieser Ergebnis widerspricht aber der EPR Voraussage in der Bell’'schen Ungleichung
(3.6.83). Die Experimente bestétigen die Vorhersage der Quantenmechanik.
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3.7 Quanteninformation und Quantencomputing

Die Basisieinheit fiir die Speicherung von Information auf einem normalen digitalen
Computer ist ein Bit, also eine Informationseinheit, die genau 2 Werte z.B. 0 oder 1
annehmen kann. Zur Speicherung von komplexeren Zeichen und Informationseinheiten
bendtigt man “Worte, die aus mehreren Bits zusammengesetzt sind, Ein solches Wort
aus n Bits erlaubt die Speicherung von 2" unterschiedlichen Informationen.

Die physikalische Speicherung des Informationsgehalts eines Bits erfordert eine Da-
tenzelle, die genau 2 unterschiedliche Einstellungen zuldsst. Dies ist z.B. die Magne-
tisierung einer ferromagnetischen Zelle mit 2 Einstellrichtungen der Magnetisierung:
parallel oder antiparallel zu einer vorgegebenen Ausleserichtung. Auf elementarer Ebe-
ne konnte ein solches magnetisches Dipolmoment durch die Projektion eines Spins vom
Betrag 1/2 in Richtung einer z-Achse realisiert werden mit den beiden Einstellrichtung
+ und —, die man dann mit den digitalen Werten eines Bits, 0 oder 1, identifizieren
konnte. Ein solches elementares Spinsystem wird aber in der Regel mit den Methoden
der Quantenmechanik zu behandeln sein. Dies bedeutet, dass ein solcher elementa-
rer Zustand, vor jeder Messung der z Komponente durch einen quantenmechanischen
Zustandsvektor der Form

U >=a|0 > +4]1 >= ( g ) (3.7.87)

dargestellt wird. Dabei sind a und 3 komplexe Zahlen mit der Nebenbedingung fiir
den normierten Zustand

o> + 8P =1 (3.7.88)

Diese Normierungsbedingung kann so gewéhrleistet sein, dass fiir die Betrédge dieser
beiden Zahlen gilt

9 U
la| = cos 5 und |5] = sin§,
mit einem beliebigen Winkel ¢ aus dem Intervall [0, 7], sodass |a| und |3| positiv
definiert sind. Nachdem so die Betrége der komplexen Zahlen o und [ festgelegt sind,
ergeben sich ja die allgemeinen komplexen Zahlen aus dem Betrag der Zahl mutlipliziert
mit einer komplexen Phase vom Betrag 1, also
, 9 , 9
a=e%cos— und [ =¢e%?sin—.
2 2
Damit ist also der Zustandsvektor aus (3.7.87) gegeben durch

. v : 1V
U > = €% cos §|O > +e'¥2 sin §|1 >

‘ v, , )
= e |cos 5]0 > fellvz—en) Singﬂ > (3.7.89)
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Die globale Phase des Zustandes |¥ > (exp(ig;)) ist redundant, da sie durch keine
Messung bestimmt werden konnte. Der Informationsinhalt des Zustandes |¥ >, den
man als ein Qubit bezeichnet ist also durch den Informationsgehalt von 2 Winkeln
¥ (aus dem Interval [0,7]) und ¢ = s — ¢ (aus dem Interval [0,27]) gegeben und
entspricht somit der Position auf der Oberfliche einer Einheitskugel, wenn man diese
beiden Winkel als die Kugelkoordinaten fiir diesen Punkt interpretiert®.

Die Moglichkeit ein solches Qubit physikalisch zu realisieren ist, wie wir bereits disku-
tiert haben, durch den Spin 1/2 eines quantenmechanisch zu behandelnden Teilchens
gegeben. Andere Realisierung sind Quantensysteme mit 2 Energieniveaus oder die 2
moglichen transversalen Polarisationen eines Photons.

Naiv konnte man nun annehmen, dass, ganz analog zum Informationsgehalt von 2
Bits, sich der Informationsinhalt von 2 Qubits aus dem Produkt der Information von
2 unabhéngigen Qubits ergeben wiirde, also durch 2 Punkte auf einer Kugeloberfliche
gegebene ist. Dies entspricht allen Produktzustdnden aus 2 unabhéngigen Quantenbits.
Nun haben wir aber bereits gesehen, dass es verschriankte Zustdnde gibt, also Zusténde,
die sich nicht als Produkt zweier unabhéngiger Zusténde schreiben lassen. Allgemein
ist also ein Register oder ein Wort aus n Qubits gegeben in der Form

2774
U >=> ¢li > .

i=1

Dabei bezeichnet |[i > eines der 2" Basiszustédnde des Hilbertraumes der n Qubit
Zusténde. Diese Basiszustdnde konnen z.B. als die Produktzustinde gewéhlt werden.
Die Koeffizienten ¢; sind wieder komplexe Zahlen, mit der Normierungsbedingung, dass
die Betragsquadrate dieser ¢; sich zu 1 aufaddieren. Zusténde |¥ >, die nicht als Pro-
duktzustand dargestellt werden konnen bezeichnet man als verschrinkte Zusténde.

Man sieht an diesen Uberlegungen, dass ein Wort aus Qubits sehr viel mehr Information
enthélt als ein Wort entsprechender Léange, d.h. mit einer entsprechenden Anzahl von
Bits, aus klassischen Bits. Ein grofier Teil dieser Information in einem Qubit geht aber
verloren, wenn man eine Messung an dem System durchfiihrt. Eine solche Messung
reuziert ja den quantenmechanischen Zustand auf einen Eigenzustand.

Eine Messung kann gezielt durchgefiihrt werden. Eine solche Messung oder Wechsel-
wirkung mit der Umgebung kann aber auch erfolgen, ohne dass der Experimentator
dies will. In diesem Fall wird also die Phasenkohérenz des quantenmechanischen Zu-
standes ungewollt vernichtet und die prinzipielle Informationsgehalt des Qubits geht
verloren. Genau darin liegt das Grundproblem einer Realisierung eines Quantencom-
puters: Es muss gewéhrleistet sein, dass die Verarbeitung der Quanteninformation in

4Das Thema Quanteninformation und Quantencomputing wird in diesem Abschnitt nur sehr rudi-
mentér behandelt werden. Fiir eine etwas ausfiihrlichere Behandlung sei auf das Buch Quanteninfor-
mation von Dagmar Bruf3 in der Reihe Fischer Kompakt hingewiesen. Mehr Details finden sich z.B. in
der Monographie Quantum Computing and Quantum Information von M. Nielsen und U.L. Chuang
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einer Weise erfolgt, die jede Wechselwirkung mit der Umgebung, die die Kohérenz des
Quantenzustandes zerstoren wiirde, unterbindet.

Wir wollen uns aber in diesem Abschnitt nicht mit den praktischen Problemen ei-
ner Realisierung eines Quantencomputers beschéftigen, sondern rein theoretisch einige
Moéglichkeiten eines solchen Systems aufzeigen. Dazu gehen wir zunéchst einmal auf
die Frage ein, wie denn der Informationsinhalt eines Qubits verarbeitet werden kann.

Dies geschieht durch eine beliebige Anderunge eines Eingangs-Qubits in einen Aus-
gangs-Qubit, also z.B. eines Spin 1/2 Zustandes vom Typ (3.7.87) in einen entspre-
chenden Ausgangszustand

|\Ijout >= U|\I/,m > .

Diese Transformation, dargestellt durch den Operator U , soll natiirlich die Normierung
des Zustandes erhalten

< \I]out’\Ijout > = < \I’ln’UTU|\Ijm >
= < \Ilzn|\1[m >,

was ja bedeutet, dass Ut = U~ also U eine unitére Transformation ist. Beispiele fiir
solche unitédre Transformationen im Fall eines 1 Qubit Systems sind die Pauli Spin

Matrizen, also z.B.
5 01 B 1 0
X = ( 10 ) oder Z = ( 0 —1 ) (3.7.90)

Der Operator X , angewandt den Basiszustand |0 > liefert

wes(1 ) (1) ()0

Entsprechend gilt X|1 >= |0 >, d.h. der Operator X angewandt auf die Bit Zustiinde,
entspricht dem Operator NOT der klassischen Informationsverarbeitung. Ein weiteres
Beispiel fiir einen unitédren Operator im 1 Qubit Raum ist der sogenannte Hadamard
Operator

. 1 11
H—\/§<1 1>. (3.7.91)
Der allgemeine unitére Operator in dem 1 Qubit Raum kann durch eine Rotation des
Zustandes und eine zusétzliche Multiplikation mit einer Phase 6 dargestellt werden. Da
eine Rotation durch 3 Eulerwinkel definiert ist, kann also eine solche unitére Transfor-
mation durch insgesamt 4 Winkel dargestellt werden.

Eine Basis fiir den Raum der 2 Qubit Zustédnde ist definiert durch die 4 Produkt-
zustande |00 >, |01 >, |10 > und |11 >. Wir identifizieren diese 4 Basiszustinde mit
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la> —— |a>

lb> — b + a>

|~ g - | ~

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung der Wirkungsweise des Operators A aus
(3.7.93). Dabei hat das erste Bit den Wert a und das zweite Bit vor der Anwendung
von A den Wert b.

den Spaltenvektoren (1,0,0,0) (0,1,0,0)" usw. Die 4 Matrix

1000

- o100

A=|00 0 1 (3.7.92)
0010

definiert offensichtlich eine unitédre Transformation: Die adjungierte Matrix, das ist in
diesem Fall die identische Matrix, ist auch die zu A inverse Matrix. Ubersetzt in die
Darstellung der 2 Qubit Produktzusténde bewirkt A die folgende Operation

Aloo > = |00 >
Aol > = |01 >
All0> = 11>
Alll> = 10> (3.7.93)

Durch die Anwendung auf die 2 Bit Zustédnde wird also das erste Bit nicht verdndert
und in dem 2. Bit die Summe aus dem ersten und dem 2. Bit erzeugt. Dabei ist natiirlich
zu beachten dass in der vierten Zeile von (3.7.93) die Summe von 1 plus 1 natiirlich
den Bitwert 0 ergibt. Schematisch wird diese Wirkweise des Operators auch in Abb.
3.3 dargestellt.

Dieses Beispiel eines 2 Qubit Wortes soll jetzt generalisiert werden auf den Fall ei-
nes Quantensystems, dass n plus k£ Qubits verarbeiten kann. Dabei sollen die ersten
n Qubits den Eingangszustand charakterisieren und im folgenden unverédndert erhal-
ten bleiben, wie dies ja auch fiir das erste Qubit bei dem Beispiel des Operators A
der Fall war. Das Ergebnis einer Rechenoperation angewandt auf den Inputzustand
soll dann in den letzten k& Qubits gespeichert sein. Fiir jeden Basiszustand |i > der
moglichen Inputsustinde, dargestellt durch n Qubits erzeugt also die Anwendung der
Rechenoperation ein Ergebnis f(7) dargestellt durch k& Qubits

Ul i, 7 >=| o i@, > (3.7.94)

~~ ~
n Bit k Bit n Bit ¢ Bit
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Dabei deutet das 7 Im Einganszustand an, dass die Belegung dieser k Bits vor Ausfiih-
rung der Operation U irrelevant sein soll. Ist nun der Eingangszustand eine Uberlage-
rung von Basiszustdnden in der Form

Nl i ?
¥ > ZCZl i >

so ergibt die Anwendung des Operators U einen Ausgangszustand

U >=>"¢li, f(i) >,

2

in der durch eine Rechenoperation U die Ergebnisse f(i) fiir alle Basiszustdnde gene-
riert sind. Man kann in folgenden Schritten dann die Ergebnisse fiir einzelne Anfangs-
zustande |i > durch entsprechende Filter herausprojizieren. Man sieht, dass diese Art
der Quanteninformationsverarbeitung zu einer grofien Parallelisierung fiithrt. Durch ent-
sprechende Algorithmen konnen bestimmte Probleme, wie etwa die Primzahlterlegung
von groflen Zahlen, die auf herkommlichen Rechnern einen grofien Aufwand erfordern,
effizient gelost werden (Shor Algorithmus).

Mit der Darstellung (3.7.94) fiir die Verarbeitung von Quanteninformationen nach sind
wir auch in der Lage bestimmte Eigenschaften der Quanteninformationsverarbeitung
zu beweisen. Als erstes Beispiel wollen wir uns dem “No-Clone Theorem zuwenden,
nach dem es nicht moglich ist, eine Kopie eines Quantenzustandes zu machen. So kann
man ja nicht einfach den Zustand vermessen und die Messergebnisse in einer Kopie
abspeichern. Durch die Messung wird der Orginalzustand auf einen Eigenzustand des
Messoperators reduziert. Dadurch wird in der Regel das Orginal zerstort und das Ziel
eine Kopie des Orginals zu machen, bei der das Orginal erhalten bleibt, ist gescheitert.

Den Beweis des No-Clone Theorems konnen wir am Beispiel des Versuches eine Quan-
tenbit zu iibertragen. Ausgangspunkt unserer Operation ist der Anfangszustand

|V >= [0, ? > 4¢1]1,7 >,

Die Operation U sollte den Zustand mit einer 0 im ersten Bit iiberfiihren in einen
Zustand, bei dem diese 0 erhalten bleibt und auch der zweite Zustand diese 0 = f(0)
aufgepragt erhélt. Der Kopieroperator sollte also leisten

UlT >=¢0[0,0 > +¢,|1,1 > .

Damit dieser Endzustand aber in ein Orginal und eine Kopie getrennt werden kann,
miisste dieser Zustand faktorisiert werden kénnnen. Man kann sich aber leicht davon
iiberzeugen, dass die rechte Seite der vorstehenden Gleichung im Allgemeinen ein ver-
schrankter Zustand ist, sodass diese Faktorisierung unmoglich ist.

Dieses No-Clone Theorem besagt also, dass es unmoglich ist einen Quantenzustand
zu kopieren, ohne ihn dabei zu zerstoren. Andererseits kann man aber durchaus die
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Information eines Quantenzustandes |m > (m steht fiir Message) abhorsicher von einem
Ort zu einem anderen transportieren. Wir wollen zeigen, wie die Information iiber den
1-Qubit Quantenzustand

Im >= ¢p|0 > +c¢q|1 >, (3.7.95)

die zu Beginn der Prozedur bei Albert vorliegen soll, am Ende der Prozedur bei Berta
vorliegen kann. Dazu nehmen wir an, dass Albert und Berta im Besitz je eines Qubits
des verschrinkten Zustandes

1
V2

sind. Das erste Qubit des verschriankten Zustandes soll bei Albert bleiben, die zweite
geht an Berta. Diese Informationsiibertragung ist fiir einen moglichen Spion ohne jede
Information, der Zustand |®* > ist ja bekannt. Insgesamt haben wir also einen 3 Qubit
Zustand der Form

|PF >= —[]00 > +[11 >] (3.7.96)

Uy > = |m> x| >
Co C1
= — 1000 > +]011 >] + — [|100 > +|111 >] (3.7.97)
V2 V2

Auf die ersten beiden Bits, die sich ja bei Albert befinden, werde der Operator A aus
GlL.(3.7.92) bzw. (3.7.93) angwandt. Dies liefert

[T, >= A[Wy >= 2 [|000 > +]011 >] + —= [|110 > +]101 >] .
2

V2 V2

In einem zweiten Schritt wendet Albert den Hadamard Operator aus (3.7.91) auf das
erste Bit an. Dies fiihrt zu

- %0 000 > +|100 > +[011 > +|111 >] + % [010 > +[110 > +[001 > +|101 >]

1
= 5[yoo > % (o]0 > 41|l >) + |01 > X (co|l > 4610 >) +
10 > x (col0 > —e1[1 >) + [11 > x (co|1 > —¢1[0 >)]. (3.7.98)

In der letzten Zeile dieser Gleichung wurde der Zustand |V, > umgeschrieben in ein
jeweiliges Produkt aus einem Ket fiir die Bits 1 und 2, die ja Albert zur Verfiigung
stehen und dem jeweiligen Bit 3, das bei Berta lokalisiert ist.

Albert fiithrt im néchsten Schritt eine Messung an seinen 2 Bits durch, die den Gesamt-
zustand auf den entsprechenden Eigenzustand dieser Messung reduziert. Das Ergebnis
dieser Messung iibermittelt Albert dann auf konventionellem Weg an Berta. Dabei
miissen wir die folgenden Fiélle unterscheiden
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1. Albert misst fiir seine Bits das Ergebnis |00 >: Dies bedeutet, dass der Gesamt-
zustand kollabiert auf die Komponente

|00 > X (Co|0 > +61|1 >)

Teilt Albert dieses Ergebnis seiner Partnerin mit, so weiss diese, dass ihr Bit den
Zustand ¢p|0 > 4¢;|1 > enthélt, also genau den Zustand, der tibermittelt werden
sollte.

2. Albert misst [01 >: In diesem Fall hat Berta in ihrem Bit den Zustand co|1 >
+¢1]|0 > vorliegen. Durch Anwenden des Operator X aus (3.7.90) erhélt sie daraus
den Zustand |m >, der iibertragen werden sollte.

3. Albert misst |10 >: In diesem Fall muss Berta den Operator Z aus (3.7.90)
anwenden um den Zustand |m > zu bekommen.

4. Albert misst |11 >: In diesem Fall muss Berta den Operator X und dann den
Operator —Z aus (3.7.90) anwenden um den Zustand |m > zu bekommen.

Insgesamt wurde also durch die hier beschriebene Prozedur der Quantenzustand |m >
von Albert an Berta iibertragen. Zu beachten ist dabei:

e Diese Ubertragung der Quanteninformation von A nach B widerspricht nicht dem
No-Clone Theorem. Berta hat keine Kopie erhalten, denn das Original bei Albert
geht durch die Prozedur in irreversibler Form verloren.

e Die Prozedur ist abhorsicher, denn sowohl die Ubertragung der Bits aus dem
verschriankten Zustand |®* > von A nach B, als auch die Information iiber Al-
berts Messergebnis im Schritt 3 sind fiir einen “Spion” nicht ausreichend, den
Orginalzustand |m > zu rekonstruieren.

e Durch die Messung von Albert im Schritt 3 kollabiert der Gesamtzustand in-
stantan in eine der 4 Komponenten von |¥y > in der letzten Zeile von (3.7.98).
Dies widerspricht nicht dem Postulat der Relativitétstheorie, dass Informatio-
nen maximal mit Lichtgeschwindigkeit iibertragen werden konnen. Die Informa-
tionsiibertragung erfordert ja auch hier die Ubermittlung des Messergebnisses
von A nach B, die mit konventionellen Mitteln also nicht instantan erfolgt.
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Kapitel 4

Quantendynamik und
Storungstheorie

4.1 Stationire Storungstheorie ohne Entartung

Als Beispiel fiir die Anwendung der Stérungstheorie betrachten wir den Fall eines Was-
serstoffatoms in einem schwachen Magnetfeld B. Die Losung der stationéren Schrodin-
gergleichung fiir das Wasserstoffatom ohne Magnetfeld haben wir bereits ausfiihrlich
behandelt. Wir kennen also die Eigenwerte und Eigenzustdnde dieses Problems und
wollen im folgenden die entsprechende Eigenwertgleichung

als gelost voraussetzen. Dabei bezeichnet H,y den Hamiltonoperator des Wasserstoffa-
toms ohne die Storung durch das Magnetfeld, wir bezeichnen deshalb H, auch als den
ungestorten Hamiltonoperator. Der Hamiltonoperator mit eingeschaltetem Magnetfeld
ist dann gegeben durch

H=Hy+V =Hy,—[iB. (4.1.2)
Hinzu kommt also die Storung durch das Magnetfeld V die in diesem Fall durch
V= —uB also durch das Skalarprodukt des magnetischen Dipolmomentes des Was-
serstoffatoms i mit dem externen Magnetfeld B gegeben ist. Ziel ist es, eine gute
Néherung der stationéren Schrédingergleichung

H|U, >= E;|T; > (4.1.3)
zu finden, die insbesondere fiir schwache Storungen (was das genau bedeutet werden
wir weiter unten definieren) zuverlissige Ergebnisse liefert.

Um diesen Begriff “schwache Stérung zu kontrollieren wird der Hamiltonoperator aus
(4.1.2) verallgemeinert zu der Form

~

H(\) = Ho + \V.

173
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Der Parameter A in dieser Definition ist wie gesagt ein Kontrollparameter fiir die Va-
riation der Stérke der Storung. Alle Werte von A aus dem Intervall [0, 1] sind dabei
zugelassen. Von besonderem Interesse sind natiirlich die Grenzféille A = 0, der dem
ungestorten Fall H = Hy entspricht, und A = 1 fiir die volle Stérung.

Untersucht man jetzt Losungen der stationédren Schrédingergleichung
HN|W(A) >= E(A)|W() > (4.1.4)

fiir all diese moglichen Werte von A, so kann man davon ausgehen, dass die Eigenwerte
des Hamiltonoperators, die Energien F; stetig vom Wert des Parameters A\ abhéngen
werden. Diese Abhéngigkeit kann man in einer Taylorreihe entwickeln und erhélt somit

E;(\) = Ejg+ AEjy + NXEjp + N Ejg + . .. (4.1.5)

Im Grenzfall A = 0 reduziert sich die Losung auf das ungestorte Problem (4.1.1), sodass
sich

ergibt. Analog zu (4.1.5) erwartet man auch eine Entwicklung fiir die Eigenzustidnde
von H(\) in der Form

(W5 (N) >= Uy > +A[ Wy > + XU > +23 | Wi > 4. (4.1.6)
Auch hier erhalten wir fiir A = 0 die ungestorte Losung in der Form

Die Korrekturen zu dieser ungestorten Losung, |W;, > kénnen in der Basis der Eigen-
funktionen fiir den ungestorten Hamiltonoperator (4.1.1) entwickelt werden

Uiy >=>|®; > < &[Ty, > . (4.1.7)

Dabei ist es natiirlich plausibel, dass diese Korrekturen echte Anderungen des Zustan-
des sind, also orthogonal zur ungestorten Losung |®; > sind. Es gilt also

was gleichbedeutend damit ist, dass die Summation iiber den Index j in (4.1.7) auf die
Term j # i eingeschrinkt werden kann. Setzt man jetzt (4.1.5) und (4.1.6) in (4.1.4)
ergibt sich

(Ho + \V) {fj N, >} = [g)\’“Ek] {i N, >} : (4.1.9)
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Die Terme dieser Gleichung kann man sich nun auf der linken wie auf der rechten Seite
dieser Gleichung geordnet nach Potenzen von A vorstellen. Da die Gleichung fiir alle
Werte von A gelten soll, miissen die Terme, die auf der linken Seite mit der Potenz A"
verkniipft sind, denen entsprechen, die auf der rechten Seite bei der Potenz A" stehen.
So gilt also z.B. fiir die Terme bei \°

H0|\Iji() >= Fig| Wi > .

Mit W,y = ®; und E;y = ¢; (s.0.) entspricht dies also der ungestorten Schrodingerglei-
chung aus (4.1.1). Alle Terme proportional A\' aus (4.1.9) liefern

Allgemein gilt fiir die Terme, die mit A” (n > 2) verbunden sind

n—1

j=1

Bei einer Storungsrechnung bis zur Ordnung n werden all diese Gleichung beriicksichtigt
bis zur Ordnung A\".

Zunéchst werden wir die Storungsrechnung erster Ordnung behandeln und multiplizie-
ren dazu die Gleichung (4.1.10) von links mit dem Bra-Zustand < @;| und erhalten
SO

< O Ho Uy, > + < B[V, >=¢;, < BT, > +FEyq < O], > (4.1.12)
~———— ~———
—osiehe (4.1.8) =1

Durch die Anwendung des selbstadjungierten Hamiltonoperators Hy auf den Bra-
Zustand < ®| erhalten wir nach (4.1.1) fiir den ersten Term in dieser Gleichung

< (bz’ﬁO’\Dzl >=¢; < (I)Zl\pﬂ > = 0.
N
(4.1.8)

Damit ergibt sich aus (4.1.12) fiir die Energiekorrektur in erster Ordnung Stérungs-
theorie

Diese Korrektur ist also gegeben durch den Erwartungswert des Storoperators V be-
rechnet fiir die ungestorte Losung |®; >.

Fiir die weitere Auswertung der Korrekturen von der Ordnung A' multiplizieren wir
die Gleichung (4.1.10) von links mit dem Bra-Zustand < ®;| mit j # ¢ und erhalten

< (I)j|f{0|\l’ﬂ >+ < (I)]HA/’(I)@ >=¢g;, < (I)j“llil > +Fn < (I)j|(I)Z >
———

:€j<q>]'|\1’7;1> =0
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bzw. aufgelost nach )
< O | V|D; >
Cji1 =< (I)j|\1’2'1 >= # . (4114)
€ —¢&j
Da diese Gleichung fiir alle j # ¢ gilt erhalten wir mit (4.1.7) eine vollstandige Dar-
stellung der Korrektur [W;; >.

Zur Bestimmung der Korrekturen in zweiter Ordnung Stérungstrheorie betrachten wir
GlL.(4.1.11) fir n = 2 und multiplizieren sie in einem ersten Schritt wiederum von links
mit dem Bra-Zustand < ®;|. Draus ergibt sich analog zu (4.1.12)

Ey = < (I)Z|V|\I/Z1 >
= Y < ®|V|®; >< 0|y >
i

. < |V |D; >
5 caiiie - SV

(4.1.15)
i#i ST E

Bei dem Ubergang zur dritten Zeile in dieser Gleichung wurde die Darstellung der
Storungskorrektur erster Ordnung |y > aus (4.1.7) mit den Koeffizienten aus (4.1.14).

In einem zweiten Schritt multiplizieren wir die Gleichung (4.1.11) fiir n = 2 von links
mit dem Bra-Zustand < ;] fiir j # 4. Dies fithrt nach wenigen Schritten zu

< (I)j’\lfig >=

{< (I)J|V|\I’11 > —Fy < (I)j|\I/i1 >} .
€ —¢&j
Ersetzt man in dieser Gleichung F;; nach (4.1.13) und |W;; > gemé$ (4.1.14), so ergibt

sich fiir die Entwicklungskoeffizienten der Storungskorrektur in 2. Ordnung cj, =<
QW >

i — 1 {Z - @j‘f/‘@k > w_ < (I)i‘f/@i > w )
i T &5 | ket i~k €i &)
(4.1.16)
Die Energiekorrekturen E;, und Zustandskorrekturen |¥;, > in Stérungstheorie n-ter
Ordnung ergeben sich entsprechend durch die Nutzung der Gleichung (4.1.11) fiir das

entsprechende n.

Zur Zusammenfassung der Ergebnisse seien die folgenden Punkte herausgehoben

e Aus (4.1.14) und (4.1.16), entsprechendes gilt fiir die Terme hoherer Ordnung n,
sieht man, dass die Korrekturen zu den Eigenzusténden in der Storungstheorie
der Ordnung n, |¥;, > Terme vom Typ

<f/>>"

U, >
| (X( Ae
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enthalten. Dabei steht < V > fiir Matrixelemente der Storung berechnet zwi-
schen den Eigenzusténden des ungestérten Hamilton Operators |®; > und Ae
sind Differenzen von Eigenwerten dieses Operators H,. Die Storungstheorie als
Potenzreihenentwicklung sollte also konvergieren, wenn gilt

| <V > | << |Ag].

Damit ist auch definiert, was unter einer schwachen Stérung zu verstehen ist, eine
Frage, die ja zu Beginn dieses Abschnittes aufgeworfen wurde.

e Entsprechendes gilt auch fiir die Energiekorrekturen, die, wie man an den Bei-
spielen (4.1.13) und (4.1.15) schen kann, charakterisiert sind durch

<V s\""
Ae

Emo<<f/><

e Diese Uberlegungen zeigen, dass die Storungstheorie in der bisher skizzierten
Form nur dann anwendbar ist, wenn Ae # 0, d.h. die Energiezustinde des un-
gestorten Hamiltonoperators nicht entartet sind. Da dies im Allgemeinen nicht
der Fall ist, werden wir im néchsten Abschnitt die Stérungstheorie mit Entartung

behandeln.
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4.2 Stationidre Storungstheorie mit Entartung

Die Behandlung von Storungen, wie wir sie im vorhergehenden Abschnitt dargestellt
haben, ist nicht anwendbar, wenn Eigenzustinde des ungestérten Hamiltonoperators
Hj entartet sind. Genau dieser Fall soll in diesem Abschnitt aufgegriffen werden. Dabei
erhalten wir einen alternativen Zugang zur Storungsentwicklung, der auch fiir den Fall
ohne Entartung eine andere Sichtweise ermdoglicht.

Ausgangspunkt ist also ein Hamiltonoperator Hy der zu einem Eigenwert &; unter-
schiedliche, d.h. zueinander orthogonale Eigenzustinde |®;, > besitzt

f—:fo‘q)zk >= 81‘(13116 >, fir k= 1,...m;.

Die Anzahl dieser zueinander orthogonalen Eigenzustinde, m;, nennt man den Entar-
tungsgrad des Eigenwertes ;. Diese entarteten Zustdnden spannen einen Unterraum
des gesamten Hilbertraumes auf. Wir wollen uns im folgenden auf den Energieeigen-
wert €y mit einem Entartungsgrad m beschrdnken und bezeichnen den Unterraum,
der durch die Zustidnde |®g, > aufgespannt wird als Modellraum. Wir definieren die
Operatoren

P = Z |(I)0k > (I)Ok’
k=1

Q = Z |(I)]k > (I)Jk| (4217)
J#0.k

Wie man sich leicht iiberzeugen kann haben diese Operatoren die Eigenschaft
7)2 =P und Q2 = Q . (4218)

Man bezeichnett sie deshalb als Projektionsoperatoren. Der Operator P projeziert
aus einem beliebigen Zustand des Hilbertraumes die Komponente heraus, die im Mo-
dellraum liegt, wiahrend Q die Komponente herausprojiziert, die im Komplement des
Modellraumes liegt. Es gilt also

P+QO=1, (4.2.19)

wie man auch leicht aus der Definition in (4.2.17) entnehmen kann: Ergibt doch die
Summe gerade die Vollstandigkeitsrelation fiir die Basis der Eigenzustande zu Hy. Aus
der Projektionseigenschaft dieser Operatoren ist aber auch klar, dass die Zustédnde
im Modellraum FEigenzustédnde zu P mit dem Eigenwert 1 sind, wihrend solche, die
ausschliesslich im Komplement des Modellraumes liegen Eigenzustédnde zu P mit Ei-
genwert 0 sind. @ hat entsprechende Eigenzusténde allerdings mit den Eigenwerten 0
fiir den Modellraum und 1 fiir das Komplement. Damit ist deutlich, dass P und Hy ein
gemeinsames Eigenfunktionssystem besitzen. Entsprechendes gilt fiir Q. Hieraus ergibt
sich aber auch fiir die Kommutatoren (sieche Abschnitt 1.4)

[Hy, P| = [Ho, Q] =0. (4.2.20)
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Andereseits gilt fiir die Operatoren P und Q
POQ=090P=0. (4.2.21)

In der Basis seiner Eigenzusténde wird der Hamiltonoperator Hy natiirlich durch eine
Diagonalmatrix dargestellt. Dabei sind die ersten m Diagonalelemente, die sich gerade
auf die Zustdnde des Modellraums beziehen, alle identisch und nehmen den Wert ¢4 an.
Der Operator der Stérung wird im Allgemeinen in dieser Basis nichtiagonale Elemente
besitzen und zwar sowohl innerhalb des Modellraumes

< Doy | V| Dy >0,
als auch im Komplement des Modellraumes
< Ou|VI|Bj; >#£0,  fir i#0 und j#0
als auch in dem Bereich, der Modellraum und Komplement verbindet
< <1>ik|‘7]<1>0l >0, fiiri # 0.

Dies bedeutet, dass man zur Losung des Eigenwertproblemes fiir den gesamten Hamil-
tonoperator H = Hy+V die gesamte Matrix fiir den Modellraum plus Komplement
diagonalisieren miisste. Diese Matrix kann von der Dimension unendlich sein, und wir
nehmen an, dass eine solche direkte Bestimmung der Eigenwerte und -zusténde von H

H|U, >= E,|¥, > (4.2.22)

nicht moglich ist.

Das Ziel ist es im folgenden einen effektiven Hamiltonoperator I:Ieff zu bestimmen,
fiir den eine Diagonalisation im m-dimensionalen Modellraum ausreicht, um m dieser
Eigenwerte F, exakt zu bestimmen. Wir fordern fiir diesen Operator H.ss also

PH. PV, >= E,P|¥, >, a=1...m (4.2.23)

Die FEigenzustédnde dieses effektiven Operators ﬁeff sind also die Projektionen der
Eigenzustiande von H auf den Modellraum.

Ausgangspunkt fiir die Herleitung von f[ef s ist die Eigenwertgleichung (4.2.22), in die
wir zwischen H und |¥, > eine 1 = P + Q (siche 4.2.19) einfiigen

H(P+ Q)|U, >= E,|T, > .

Multipliziert man diese Gleichung von links mit den Projektionsopetratoren P bzw. Q
so ergibt sich

PHP|¥, > +PHQ|V, > = E,P|¥, > (4.2.24)
QHP|¥, > +QHQ|V, > = E,Q|U, > (4.2.25)
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Die zweite dieser Gleichungen wird aufgelost nach
{Ea— QHQ} QU >= QHP|V, >,

und man erhilt nach der Multiplikation dieser Gleichung von links mit dem zu { £, —
QH Q} inversen Operator

1

S
Ol == & 50

QHP|V,, > (4.2.26)

Da der Operator Hy mit P kommutiert, also

QH P = QPH, =0,

4.2.21
gilt ) )
QHP =QVP.
Analog gilt auch PHQ = PV Q. Fiigt man mit dieser Reduzierung den Ausdruck fiir
Q|U, > aus (4.2.26) in (4.2.24) ein, so ergibt sich

Q

PHP|V, > +PV——— VP, >= E,P|U, > . (4.2.27)
E,— QHQ

«

Das ist aber genau eine Eigenwertgleichung vom Typ (4.2.23) mit dem effektiven Ha-
miltonoperator

_° v

an - QHQ

Dieser Ausdruck kann umgeschrieben werden durch die Operatoridentitét

Hyp=Ho+V+V (4.2.28)

1 1 1 A1 1.1 +1
=~ A:T"—T—’— AB*A+TBTBT+
A-B A A A A

| —

s

Identifizieren wir A = F — Hy und B = V so ergibt sich aus (4.2.28)

_ 9 yyyp_ 9 ¢y 9
Ea - QHOQ Ea - QHOQ Ea - QHOQ

oder anders dargestellt

Heyp=Hy+V+V V4. (4.2.29)

A

Heff = ﬁ0+‘7eff, mit

o) N
a7 A Vers
Ea - QHOQ

~

Vg = V4V (4.2.30)

Aus der Darstellung in (4.2.29) wird deutlich, dass es sich hier um eine Entwicklung
des effektiven Hamiltonoperators H.;; nach Potenzen der Stérung V' handelt.
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In der Stérungstheorie erster Ordnung beschréinkt man sich demnach auf den Beitrag
der ersten Ordnung in V' und approximert

Y =Hy+V (4.2.31)

Das Ergebnis fiir die Energien und Zusténde in dieser Ordnung ergibt sich also durch
die Diagonalisation dieses Hamilltonoperators H é})f im Modellraum, also im Raum der
entarteten Zusténde. Im Grenzfall, dass der Modellraum aus genau einem Zustand be-
steht, entspricht dieses Ergebnis der Entwicklung der Stérungstheorie ohne Entartung,
bei der ja das Ergebnis fiir die Energie in der ersten Ordnung durch die Berechnung

des Erwartungswertes gegebeben war (siehe (4.1.13).

Der effektive Hamiltonoperator in der Stérungstheorie zweiter Ordnung ergibt sich un-
ter Beriicksichtigung der Definition des Projektionsoperators Q in (4.2.17) aus (4.2.29)
zZu

]:Ieff = ]:IO + V"— Z V|¢jk >

J#0,k

Man beachte, dass der Energienenner in diesem Ausdruck als Differenz der zu berech-
nenden Energie £ und der ungestérten Energie ¢; definiert ist. Dies bedeutet, dass
der effektive Hamiltonoperator von der zu berechnenden Energie abhéngt. Man spricht
bei dieser Entwicklung von der Brillouin - Wigner Storungstheorie. Die Lésung der
Eigenwertgleichung (4.2.23) erfolgt typischerweise in einem iterativen Verfahren: Man
nimmt einen Wert fiir die zu berechnende Energie E an, konstruiert H.sy und lost
das Eigenwertproblem im Modellraum. Fiir eine der resultierenden Eigenwerte F,, be-
stimmt man das H.ff(E = E,) neu und 16st in einem zweiten Iterationsschritt das
Eigenwertproblem fiir dieses leicht verénderte H.s¢. Dieses Verfahren muss dann ite-
riert werden bis der berechnete Eigenwert mit dem FEigenwert zur Bestimmung von
H, ¢ iibereinstimmt.

< Ou|V (4.2.32)

1
E—€j

Wenn der Modellraum mehrdimensional ist, muss dieses Verfahren fiir jeden Eigenwert
wiederholt werden. In diesem Fall sind also die Ergebnisse E, Figenwerte jeweils un-
terschiedlicher Hamiltonoperatoren H.sr(E,). Dies bedeutet, dass die Eigenzusténde
P|¥, > der Eigenwertgleichungen (4.2.23) in der Regel nicht orthogonal sind. Dieses
Ergebnis ist aber nicht erstaunlich. Denn bei orthogonalen Eigenzusténden |W, > des
urspriinglichen Hamiltonoperators H (die ja im gesamten Hilbertraum definiert sind)
ist nicht gewahrleistet, dass die Projektionen dieser |V, > auf den Modellraum (und
dass sind ja gerade die Eigenzustidnde zu H.ss) orthogonal sind.

Im Vergleich dazu ist der Energienenner im Ausdruck (4.1.15) aus der Stérungsent-
wicklung ohne Entartung definiert als Differenz von ungestoérten Energie €;. In diesem
Fall spricht man von der Rayleigh - Schrédinger Stérungstheorie. Die Frage welche
Storungsentwicklung, Brillouin-Wigner oder Rayleigh-Schrodinger, rascher konvergiert,
hingt vom betrachteten Problem ab.!

'In der Vielteilchentheorie bevorzugt man hiufig die Rayleigh - Schrédinger Entwicklung, da hier



182 KAPITEL 4. QUANTENDYNAMIK UND STORUNGSTHEORIE

4.2.1 Stark Effekt

Als erste Anwendung der Storungstheorie betrachten wir das Spektrum des Wasser-
stoffatoms in einem externen elektrischen Feld. Dieser Aufbau wurde experimentell im
Jahre 1908 zuerst von Johannes Stark? untersucht, sodass dieser Effekt in der Literatur
mit dem Namen Stark Effekt bezeichnet wird.

Der Hamiltonoperator fiir dieses System hat also die Gestalt

]32 62 .
%{_/ :‘A/
—Hy

Dabei bezeichent M die reduzierte Masse und e die Ladung des Elektrons. Effekte des
Spins und der Spin-Bahn Wechselwirkung werden hier vernachlassigt, so dass wir die
Eigenzustinde des ungestérten Hamiltonoperators H, wie im Abschnitt 2.4 durch die
Quantenzahlen n, [ und m charakterisieren kénnen.

Der Stéroperator V enthilt die Arbeit, die aufgebracht werden muss, um ein Elektron
im Kraftfeld eines homogenen elektrischen Feldes E vom Koordinatenursprung zur
aktuellen Position 7 zu bewegen. Legt man das Koordinatensystem so, dass E in 2
Richtung weist, so wird die Stérung in der Ortsdarstellung zu

V = |e||E|z = |e||E|rcos 9,

wobei wir in der 2. Gleichung die z-Koordinate durch Kugelkoordinaten r und 9 ausge-
driickt haben. Zur AAnwendung der Storungstheorie benotigt man die Matrixelemente
des Storoperators V' in der Basis der ungestorten Zusténde, also in unserem Fall

< nlm|V|n'l'm' >= |eE| < nlm|rcos9|n'I'm’ > .

In der Ortsdarstellung der Eigenzustédnde des ungestorten Wasserstoffatoms erhélt man
diese Matrixelemente durch das Integral

N o) +1 27
< nlm|V|n'l'm’ >= |eE|/ dr v Ry (r)r Ry (T)/ dcosq?/ de Y, cos VY .
0 -1 0

(4.2.34)
Der Azimuthwinkel ¢ taucht bei diesem Integranden nur in den Kugelflichenfunktionen
Yi, und Yy, auf. Die Orthogonalitét dieser Kugelflachenfunktionen liefert

< nlm|V|n'U'm' >=< nlm|V|n'U'm > 6 .

im Gegensatz zu Brillouin - Wigner Entwicklung keine unverbundenen Terme, sogenannte “unlinked
diagrams, auftauchen.

2Johannes Stark, 1874 - 1957, erhielt im Jahre 1919 den Nobelpreis fiir seine Untersuchungen von
atomaren Spektrallinien in elektrischen Feldern. Er unterstiitzte den Nationalsozialismus aktiv und
wurde so 1934 zum Présidenten der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft, dem Vorlaufer der
Deutschen Forschungsgemeinschaft
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Dariiber hinaus definieren die Kugelflichenfunktionen die Paritéit der Zustdnde. Bezo-
gen auf die Integration iiber die Variable x = cos ¥ bedeutet dies

Yin(=2) = (=1)'Yim(2).
Insgesamt gilt also fiir den Integranden
(=) Vi (=) Yim(—2) = (=) 2V (2) Vi (2) -

Dies bedeutet, dass das Integral iiber die Variable x = cos ¢ in (4.2.34) nur dann von
null verschieden ist, wenn [ 4+ I’ + 1 eine gerade Zahl ist. Insgesamt gilt also

/:m

SN, . m
<nlm|VIn'l'm" >#0 fir {l—i-l’ ungerade

(4.2.35)
Der Grundzustand des Wasserstoffatoms ist nicht entartet und ist definiert durch die
Quantenzahlen |nlm >= 000 >. In diesem eindimensionalen Modellraum ist also die
Bedingung der Gleichung (4.2.35) [ + I’ ungerade nicht zu erfiillen, so dass alle Ma-
trixelemente von V zwischen den Zustinden dieses Modellraumes identisch null sind.
Damit ist die Energiekorrektur fiir den Grundzustand in erster Ordnung Storungstheo-
rie identisch null.

Fiir die erste Anregungsenergie gibt es im Fall des Wasserstoffatoms (unter Vernachlis-
sigung des Spinfreiheitsgrades) 4 entartete Zusténde, namlich |nim >= {100 >, |010 >
, 011 > und |01 — 1 >. Nach den Auswahlregeln (4.2.35) ist daher nur ein Matrixele-
ment zwischen diesen Basiszustdnden von Null verschieden, ndmlich

< 100|V[010 >=< 010[V[100 >= W .

Damit hat also die Matrix von I—:Te ¢¢ in diesem Teilraum die Gestalt

e W o0 0 1100 >

| woe 0 o0 010 >
<Her>=1"%0 0 & o0 011 >
0 0 0 & 01— 1>

Die Diagonalisation dieser Matrix liefert die beiden Eigenzustande |011 > und [01—1 >
mit dem ungestorten Eigenwert ;. Die beiden anderen Eigenwerte sind gegeben durch
g1+ W und e; — W. Da der Wert des Matrixelementes W proportional zu der elek-
trischen Feldstirke E anwéichst, beobachtet man also fiir die Ubergéinge zwischen dem
Grundzustand und diesen angeregten Zustinden Energiedifferenzen, die linear mit F
wachsen bzw. kleiner werden. Dementsprechend éndern sich auch die Frequenzen der
Photonen, die bei diesen Ubergingen absorbiert oder emittiert werden linear mit E.
Diese lineare Abhéngigkeit bezeichnet man als den linearen Starkeffekt im Wasserstof-
fatom.
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Bei Atomen mit hoherer Kernladungszahl ist die Entartung zwischen den Zustédnden
|100 > und |010 > aufgehoben. In diesem Fall gibt es also auch fiir die angeregten
Zustédnde keine von null verschiedene Matrixelemente der Stérung V zwischen entar-
teten Zustdnden. Deshalb erhélt man im allgemeinen Fall von Atomen in elektrischen
Feldern Korrekturen zur berechneten Energie erst ab der zweiten Ordnung Stérungs-
theorie. Dies bedeutet aber, dass Energiekorrekturen zumindest von der Ordnung V2
und damit auch quadratisch in der Feldstédrke E sind. Man spricht deshalb hier vom
quadratischen Stark Effekt.

4.2.2 Zeemann und Paschen Back Effekt

Bei der Wechselwirkung von Atomen mit einem externen Magnetfeld muss natiirlich
der Spin der Elektronen beriicksichtigt werden. Auflerdem sind magnetische Effekte in
der Regel klein, sodass auch die Spin-Bahn Wechselwirkung zu beriicksichtigen ist. Der
Hamiltonoperator fiir das Wasserstoffatom in einem homogenen Magnetfeld der Starke
B in z-Richtung hat die folgenden Beitrége

A== S+ Vil 5 L2 B (L. + 25.) (4.2.36)

=Vg

Die Frage welche dieser Terme zum ungestérten Hamiltonoperator Hy und welche als
Storung V' anzusehen sind, hingt von der Stéarke des Magnetfeldes ab. Hier wollen wir
3 Fille unterscheiden:

e Fiir schwache Magnetfelder gilt Vz << Vj, wird man die Spin-Bahnwechsel-
wirkung zum ungestorten Hamiltonoperator hinzurechnen, sodass

und die ungestorten Zustiande durch die Quantenzahlen |nljm = j > klassifiziert
sind. In diesem Fall gilt es also Matrixelemente der Storung

~ . _Mi ~ “
V=-2"8 (L + 25.)
zwischen diesen ungestorten zu einem Gesamtdrehimpuls j gekoppelten Zustanden

zu berechnen. Man spricht dann vom Zeemann Effekt?.

3benannt nach Pieter Zeemann (1865-1941), der diesen Effekt 1896 erstmals beobachtete und im
Jahr 1902 dafiir den Nobelpreis erhielt
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e Im Fall starker Magnetfelder mit Vg >> V,, das gilt fiir Magnetfelder von
der Grofle 1 Tesla, wird man die Wechselwirkung mit dem Magnetfeld zum un-
gestorten Hamiltonoperator schlagen

3 P e up o, .
HO:W—7—?B<ZZ+2SZ)
In diesem Fall sind die ungekoppelten Zustande |nlm, mg > mit den Spinprojek-
tionen my die Eigenzustidnde zu |Hy und der Spin-Bahnterm ist als Stérung zu
behandeln. Dazu ist zu beachten, dass die ungekoppelten Zustédnde nicht nur Ei-
genzustande zum Operator kinetische Energie plus Coulomb Potential des Kern
sind sondern auch zum Operator VB, gilt doch

—’I%BB (l; + 2§Z) Inlm, mg >= —ugB (m + 2my) |nlm, ms > .

Man bezeichnet diesen Grenzfall, V3 >> Vj,, als den Pachen-Back Effekt*

e Der Zwischenbereich, in dem Vgz von der gleichen Groéflenordnung wie V, ist,
bearbeitet man am besten so, dass

R ]52 62 N - A
Hy=gor—— und V=Vi(r)l-5+ Vs,

gewdhlt wird. Dazu kann sowohl die ungekoppelte, als auch die gekoppelte Basis,
als Basis der Eigenzustinde zu H, gewéhlt werden.

4Friedrich Paschen (1865 - 1947) und Ernst Back (1881 - 1959) haben diesen Effekt im Jahre 1912
an der Universitdat Tiibingen untersucht. Der dabei verwendete Magnet befindet sich heute im 4. Stock
des Gebédudes D im Institutsbereich Auf der Morgenstelle
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4.3 Zeitliche Entwicklung im Schrodingerbild

In der Klassischen Mechanik wird die zeitliche Entwicklung eines Systems durch Bewe-
gungsgleichungen beschrieben. Im Fall der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen sind
dies Differentialgleichung zu Bestimmung der zeitlichen Entwicklung der generalisier-
ten Koordinaten ¢(t) und Impulse p(¢). Um die Entwicklung des Systems eindeutig
zu beschreiben benétigt man auflerdem den Startpunkt, d.h. den Wert dieser genera-
lisierten Koordinaten und Impulse zur Zeit ¢ = t5. Damit ist dann die Trajektorie des
Systems im Phasenraum eindeutig festgelegt.

In der Quantenmechanik, so wie wir sie bisher betrachtet haben d.h. im Schrédingerbild
wird die zeitliche Entwicklung des Sytems durch die zeitliche Entwicklung des Quan-
tenzustandes |¥(¢) > beschrieben. Auch in diesem Fall starten wir mit dem Quanten-
zustand zu einem gewissen Zeitpunkt ty. Zur Darstellung dieses Zustandes ziehen wir
eine geeignete Basis des Hilbertraumes |« > heran und charakterisieren den Zustand
in der Form

(U(ty) >= > Ja><a|¥(t) >,

=1
durch die Entwicklungskoeffizienten < «|W(¢y) >. Uns interessiert nun die zeitliche Ent-
wicklung dieses Zustandes von der Startzeit ¢y zu einer aktuellen Zeit. Diese Entwick-
lung wird durch den Zeitentwicklungsoperator U (t, ) dargestellt, der also angewandt
auf einen beliebigen Startzustand |W¥(ty) > den sich daraus entwickelnden Zustand
U (t) > generiert, also

|W(t) >= Ul(t, to)|¥(ty) > . (4.3.37)

Zunéchst sollen einige Eigenschaften dieses Zeitentwicklungsoperators zusammenge-
fasst werden

1. Wiahrend der Entwicklung des Zustandes soll die Norm erhalten bleiben. Dies
bedeutet

<U)|U(E) > = < U(te)|UT(t, to)U(t, to)|¥(to) >
= < U(t)|¥(to) > .

Da dies fiir alle Zustédnde gelten soll muss
Ut(t, to)U(t, tg) =1 (4.3.38)
also U ein unitdarer Operator sein.

2. Ist die Endzeit t identisch mit der Startzeit, so darf der Operator U den Zustand
nicht verdndern. Es muss also gelten

lim U(t, to) = 1 (4.3.39)
—l0
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3. Eine Zeitentwicklung von ¢, bis t; kann in zwei Schritten iiber eine Zwischenzeit
t; mit ty < t; <ty erfolgen. Es gilt demnach

Ulta, to) = Ulta, 1)U (t1, 1) . (4.3.40)

Wir wollen uns im folgenden davon iiberzeugen, dass fiir einen infinitesimalen Zeit-
schritt, also fiir eine Zeitentwicklung ty — to + dt, wobei dt infinitesimal klein ist, der
Zeitentwicklungsoperator dargestellt werden kann durch

Ulto +dt,ty) =1 —iQdt, mit Qf =Q, (4.3.41)

wobei der Operator 2 also hermitesch ist. Zum Beweis dieser Darstellung starten wir
mit der Entwicklung des Operators U(ty + dt,t;) in einer Potenzreihe nach Potenzen
von dt. Da dt infinitesimal ist, werden Beitrdge dt™ mit n > 1 ignoriert, so dass wir
den Ansatz erhalten

Ulto + dt, to) = & + fdt .

Wegen der Forderung (4.3.39) muss der Operator & = 1 sein und wir kénnen schreiben
Ulto + dt,ty) = 1 — iQdt .

Im Gegensatz zu (4.3.41) haben wir durch die Identifikation B3 = —iQ noch keine
Aussage iiber den Operator {2 gemacht. Die Forderung, dass (2 hermitesch ist, ergibt
sich nédmlich erst aus der zusétzlichen Forderung, dass der Zeitentwicklungsoperatot U
unitér sein muss (siehe (4.3.38). Wir erhalten ndmlich fiir den infinitesimalen Zeitschritt

Ut(to + dt, to)Ul(to + dt, to) = (1 + z’QTdt) (1 - ith)
_ NPT At 2
= 1+iQ'dt —1Qdt + Q'Qdt
=0da xdt2

= 1,

eine Bedingung, die genau dann erfiillt ist, wenn Q = Of. Weiterhin kénnen wir uns
davon iiberzeugen, dass (4.3.41) auch die Forderung (4.3.40) erfiillt. So gilt ndmlich

Uty + 2dt,to + dt)U (to + dt,to) = (1 —iQdt) (1 — iQdt)
= 1—Q2dt — QQdt?
~——
=0da xde?
= Uty + 2dt,ty).
Damit wire (4.3.41) also bewiesen.
Im néchsten Schritt wird jetzt gezeigt, dass dieser Generator einer infinitesimalen
Transformation in der Zeit bis auf eine Konstante identisch ist mit dem Hamilton-
operator H des Systems, dass namlich gilt

Q=-H. (4.3.42)

SEES
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Da H hermitisch ist erfiillt diese Beziehung die Forderung, dass ) hermitisch sein soll.
Dariiber hinaus betrachten wir die zeitliche Anderung eines Quantenzustandes |V (t) >:

Ut +dt,t) — Ut 1)

L d .
zh%|\11(t) > = ih o |W(t) >
L —iQdt
= ih 7 |W(t) >
(4.3.41)
= hQU(t) >
H|U(t) >

In der letzten Zeile haben wir den Ausgangspunkt dieser Gleichung in der ersten Zeile
gemaf der Schrédinger Gleichung umgeschrieben. Da diese Gleichung fiir alle Zusténde
|U > gilt, erhalten wir aus dem Vergleich der beiden letzten Zeilen die Behauptung
(4.3.42).

Héngt der Hamiltonoperator H nicht von der Zeit ab, so kann man den Zeitentwick-
lungsoperator explizit darstellen in der Form

H(t—t)

Ult,ty) = exp (—iQ(t - to)) = exp <—zh> : (4.3.43)

Zum Beweis dieser Darstellung unterteilen wir das Zeitintervall von At =t — ¢y in N
Zeitschritte der Léinge At/N und erhalten so die Zwischenzeiten

At
tj :to +j

W, fur j:O,Z\/T7

Mit der Faktorisierung nach (4.3.40) ergibt sich fiir den Zeitentwicklungsoperator
U(t,to) =U(t, ty_1)U(tn-1,tn—2) ... U(t1,%0) . (4.3.44)

Im Grenzfall N — oo werden die einzelnen Zeitintervalle infinitesimal, so dass man fiir
jeden der Faktoren in (4.3.44) den Operator (4.3.41) schreiben kann

—00

: : A AL
J\}LH;O U(tjsr, t;) = ]\}lm (1 — ZQN) :

Damit ergibt sich fur (4.3.44)

AN
. A N A \2N(N—-1)1
= &Eﬁ;(l — A+ (—i%Ar) —NF 3

W 3 N(N—1)(N—2)1
+ (—iQAt) ( N)3( >3!+...>
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Im Grenzfall N — oo sind die Quotienten der Form N(N — 1)(N — 2)/N? durch 1
ersetzbar, so dass

. N . 1 . 1
Ult,to) = lim (1 — QAT (—iQAt>2 5+ <—iQAt)3 R )

= exp (—iQAt) ,

womit (4.3.43) bewiesen ist.

Zum Abschluss dieses Abschnittes noch einige Anmerkungen zum Zeitentwicklungs-
operator:

Der Zeitentwicklungsoperator fiir den Fall, dass der Hamiltonoperator nicht von
der Zeit abhéngt in (4.3.43) erfiillt natiirlich die Anforderungen an eine Zeitent-
wicklungsoperator, so wie sie in (4.3.38) - (4.3.40) formuliert sind.

Fiir den Zeitentwicklungsoperator gilt eine Differentialgleichung

d A
ihaU(t,to) = HU(t, 1) (4.3.45)
die der zeitabhéngigen Schrodingergleichung fiir einen Ket Zustand |W(t) > ent-
spricht. Zum Beweis ziehen wir einfach die Schrédingergleichung fiir einen Zu-
stand |U(¢) > heran

d .
iho (W (t) >= HW (1) >,

schreiben den zeitabhéngiggen Zustand geméss (4.3.37) um

d X
und realisieren, dass diese Gleichung fiir beliebige Startzustande |U(ty) > erfiillt
1st.

Im Fall des zeitunabhéngigen Hamiltonoperators scheint der Zeitentwicklungs-
operator U(t,ty) in (4.3.43) fiir ein Zeitintervall At = t — ¢y nahezu dem Transla-
tionsoperator fiir die Verschiebung eines Zustandes in eine Raumrichtung = um
eine Strecke Az aus (3.4.47) zu entsprechen

i i
U(At) = exp (—iAth> < T(Azx)=-exp <—iA$Z;l>
Dabei ist jedoch zu beachten, dass der Zeitentwicklungsoperator einen Zustand
|W(ty) > in der Zeit verfolgt, also den gleichen Zustand zu einem spéterern Zeit-
punkt, d.h. zu einem verschobenen Wert der Zeitkoordinate ¢ generiert. Demge-
geniiber bewirkt der Translationsoperator T'(Ax) einen anderen Zustand, ndmlich
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den der um das Stiick Az verschoben ist. Dieser andere Zustand wird in der Orts-
darstellung dargestellt durch eine Wellenfunktion, bei der die Koordinate = um
den Wert —Ax verschoben ist (siche (3.4.45)). Demnach entspricht also dem Ge-
nerator fiir eine infinitesimale Transformation in der Koordinate x, eben dem
Impuls p,, der Generator fiir eine infinitesimale Transformation in der Zeit, der
Operator —H , also der Hamiltonoperator multipliziert mit einem Minuszeichen.
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4.4 Heisenberg - und Wechselwirkungsbild

Im Schrodingerbild der Quantenmechanik wird, wie wir im vorhergehenden Abschnitt
4.3 diskutiert haben, die Zeitanhéngigkeit eines Systems dargestellt durch die Zeit-
abhéngigkeit des Quantenzustandes |¥(t) >= U(t,ty)|V(ty) >. Zum Vergleich mit
experimentellen Daten wird also die Zeitabhéngigkeit von bestimmten Observablen
A(t) durch die Berechnung von Erwartungswerten (oder anderen Matrixelementen)
von den zugehorigen Operatoren A mit diesen zeitabhingigen Zustédnden gegeben:

Alt) =< WA () > = < W(t)|U'(t,t0) AU(L, t0)|¥(to) >

=<W(1)| =[w(t)>
= < U(t)| Ut t0) AU (t, to) |¥(to) >

=Ag(t)
= < W(to)|Ap(t)|¥(ty) > . (4.4.46)

Die erste Zeile dieser Gleichung entspricht dem Schrodingerbild, d.h. die Zeitentwick-
lungsoperatoren U und U' sind den Bra- und Ket-Zustéinden des Matrixelementes zu-
geordnet. In der zweiten Zeilen werden diese Operatoren zusammen mit dem Operator
der Observablen A zu einem zeitabhiingigen Operator Ay zusammengefasst. Bei dieser
Umdeutung des selben Ausdrucks fiir das Matrixelement wird demnach der Operator
zu einem zeitabhingigen Element wéahrend die Zustdnde zu einer bestimmten Zeit g
festgehalten werden und damit zeitunabhéngig werden. Bei dieser Interpretation des
Matrixelementes sprechen wir vom Heisenbergbild der Quantenmechanik, das
charakterisiert ist durch

W >y = |WU(ty) > also zeitunabhéngig
Ag(t) = Ut t)AU(t, o) also zeitabhéngig (4.4.47)

Im folgenden setzen wir ty = 0, um die Schreibweise zu vereinfachen. Wie entwickelt
sich also der Heisenberoperator Ay mit der Zeit? Zur Beantwortung dieser Frage sei
angenommen, dass der Operator Aim Schrodingerbild keine explizite Zeitabhéngigkeit
aufweist. Damit ergibt sich fiir die Zeitableitung

d - AUt AU
Ay = A tAZ
e ( dt ) VUi
_ (—ZFIU)TAU—ZUTA[:IU
— \n h
- ‘utgtuut Au - LutAvut AU
h =1 h =1
LN P
T g HOE T R
1 “ ~
= %[AH, Hyl . (4.4.48)
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Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurde (4.3.45) fiir die Zeitableitung von U, bzw.
die enetsprechend adjungierte Gleichung fiir die Zeitableitung von U benutzt. Wir
sehen also, dass die zeitliche Anderung des Heisenbergoperators Ay durch den Kom-
mutator (multipliziert mit 1/ih) des Operators mit dem Hamiltonoperator Hy im
Heisenbergbild gegeben ist. Man bezeichnet dieses Ergebnis auch héufig als die Bewe-
gungsgleichung im Heisenbergbild. Da in der klassischen Mechanik die Zeitableitung
einer Observable durch die Poissonklammer der Observable mit der Hamiltonfunkti-
on gegeben ist, wird durch diese Bewegungsgleichung noch einmal der Zusammenhang
zwischen den Kommutatoren der quantenmechanischen Operatoren, den wir bereits im
Zusammenhang mit Gl1.(1.3.68) als Quantisierungsbedingung identifiziert hatten
A A 1, -

C;t ={A, H  — ddtH == (A, Hy| . (4.4.49)
Das Schrodinger- und das Heisenbergbild sind die beiden extremen Moglichkeiten die
Zeitabhéngigkeit des Systems entweder nur auf die Zustédnde abzuwilzen oder aber sie
vollstandig in die Operatoren zu integrieren. Vorstellbar ist aber natiirlich auch eine
Mischform zwischen diesen beiden Extrema. Dazu nehmen wir an, dass der Hamilton-
operator H zerlegt ist in eine Anteil H, der nicht explizit von der Zeit abhéngen soll
und eine Wechselwirkung V' (t), die gegebenenfalls von der Zeit abhdngen kann

H=Hy+V(t) (4.4.50)
Da der Anteil Hy nicht von der Zeit abhéngen soll, kann man den Zeitentwicklungs-

operator, Uy, der nur die zeitliche Entwicklung, die durch den Operator H, gegeben
ist, beschreiben soll, explizit angeben in der Form (siehe (4.3.43))

Uo(#,0) = Up(t) = exp (-ff) | (4.4.51)

Damit kénnen wir den Erwartungswert einer Observablen wie in (4.4.46) schreiben
Alt) = < OU@)|UUS AUUL |10 (t) >
=1 =1
= < U)|U, ULAU, US| (t) >
—_—
1<¥(t)] Ar [ (t)>1

= < VY)|A®)|¥(t) > . (4.4.52)
Diese Darstellung bezeichnet man als Dirac- oder Wechselwirkungsbild der Quan-
tenmechanik. Der Index I am Zustand bzw. dem Operator steht dabei fiir Interaction.

In diesem Diracbild sind also sowohl der Zustand als auch der Operator zeitabhéngig
und definiert durch

U(t) >; = UI|W(t) >=exp G?) 0 (t) >

A Hot\ ; Hyt
Ar(t) = USAUy = exp (ZFS> Aexp <_i7§> (4.4.53)
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Durch die Anwendung des Operators Ul auf den Schridingerzustand |¥(t) > wird also
sozusagen die “triviale Zeitabhingigkeit des Zustandes, die durch die komplexe Phase
exp(—iet/h) mit den Eigenwerte € von Hy gegeben ist, eliminiert.

Zunéichst wollen wir die danach verbleibende zeitliche Entwicklung der Zusténde [¥(t) >,
die also durch das zeitabhéngige Potential V'(t) generiert wird, bestimmen und berech-
nen

d o (d I
ih o [W(t) > = ih (dtUo) W (t) > iU} 2 (1) >
= UJ{-Ho+ H} V(1) >
—,A_/
=V

= UV UUS () >
N——

=1

Zusammenfassen kann man dies zur Bewegungsgleichung fiir den Zustand im Wechsel-
wirkungsbild

ihjthlf(t) >=Vi(t)|W(t) > . (4.4.54)

Die zweite Bewegungsgleichung des Diracbildes beschreibt die zeitliche Anderung des
Operators A;(t) und kann geschrieben werden in der Form

d - 1, =

—A;(t) = — |Ar, Hy| . 4.4.55

SAre) = - [Ar, i (14.5)
Dabeli ist zu beachten, dass der Kommutator von Hy mit dem Zeitentwicklungsopera-
tor Uy identisch null ist, sodass der Operator Hy im Wechselwirkungsbild gleich dem
Operator Hy im Schrodingerbild ist

Hor = Ul HoUy = UlUyHy = H .

Der Beweis der Bewegungsgleichung (4.4.55) kann ganz analog zum Beweis von (4.4.48)
gefithrt werden.

Das Diracbhild kann auch als allgemeines Bild der Quantenmechanik angesehen werden.
Nimmt man in der Aufteilung des Hamiltonoperators in (4.4.50) an, dass Hy = 0
und damit H = V und Uy = 1, so entsprechen (4.4.53), (4.4.54) und (4.4.55) den
Definitionen und Bewegungsgleichungen des Schrodingerbildes. Der Fall Hy = H, also
V = 0 entspricht dem Heisenbergbild.

Die Aufspaltung des Hamiltonoperators in einen Anteil Hy und eine Korrektur V haben
wir bereits in der Storungstheorie fiir stationédre Zusténde im Abschnitt 4.1 betrachtet.
Diese Zerlegung soll hier noch einmal aufgegriffen werden, wobei wir hier wie dort
annehmen, dass die Losungen der stationdren Schrodingergleichung

Ho|®, >=¢,|®, > (4.4.56)
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bekannt sind. Uns interessiert die zeitliche Anderung des Zustandes |¥(t) >, die durch
die zeitabhéngige Storung V (¢) generiert wird. Dazu entwickeln wir diesen Zustand in
der Basis der Eigenzustiande |®,, >

(U (t) >=> [Py > < P, |T(E) > (4.4.57)
n —/_/
=cp (t)
Der Zustand des Wechselwirkungsbildes und damit auch seine Zeitabhéngigkeit ist also
durch dies zeitabhingigen Entwicklungskoeffizienten ¢, (¢) definiert. Mutliplizeiert man

nun die Bewegungsgleichung fiir den Zustand des Diracbildes (4.4.54) von links mit
dem Bra Zustand < ®,,| so ergibt sich

d .
ihﬁ <O,U(t) > = < ,|Vi(1)|¥(t) >

= 3 <0, [Vi(t)| @, >< B |T(E) >

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurde eine Vollstandigkeitsrelation eingefiigt. Mit
der Definition der Entwicklungskoeffizienten aus (4.4.57) kann man diese Gleichung
umschreiben in

ihjtcn(t) =3 < 0, |Vi(1)[ @y > cn(t) (4.4.58)

Diese Gleichung gilt fiir alle Basiszusténde n des Hilbertraumes. Sei N die Dimension
dieses Hilbertraumes, dann ist (4.4.58) ein Représentant fiir ein Gleichungssystem aus
N linearen Differentialgleichungen zur Bestimmungen der zeitabhéngigen Koeffizienten
¢m(t). Die Koeffizienten dieses Gleichungssystems sind gegeben durch die Matrixele-
ment des Wechselwirkungsterms im Dirac Bild (vergl. (4.4.53))

. Hot\ - Hot
< O, |Vi(1)]®,, > = < D,lexp <zf?> V(t) exp (—z;> D, >

~

t ot
= < ®,|exp (zg;z) V(t) exp (—zgh> o, >

~ exp (f" ;5’%) < &,V (t)Dy >

= Wl < B V()| > mit fiwg = &, — £44.4.59)

Als ein Anwendungsbeispiel fiir das Diracbild betrachten wir einen Hilbertraum der
Dimension 2. Der Hamiltonoperator Hy habe 2 nicht entartete Eigenzustinde |®; >
mit den Eigenwerten £; und €5 und kann damit dargestellt werden in der Form

f{Q = 51|(I)1 > (I)1| + €2|(I)2 >< (I>2| (4460)

Die zeitabhéngige Wechselwirkung setze ein zur Zeit ¢t = 0, oszilliere mit einer Frequenz
w und habe im Schrodingerbild die Matrixelemente

<PV|D > = < &|V]® > =0
<O V[P > = < BfV]Dy > = e (4.4.61)
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Diesen Hamiltonoperator kann man als einfaches Modell ansehen fiir ein Spin 1/2
Teilchen mit einem magnetischen Dipolmoment. Je nach Ausrichtung dieses Dipol-
momentes in einem externen Magnetfeld hat dieses Teilchen die Energie €; oder es.
Die zeitabhédngige Wechselwirkung V' (¢) représentiert ein Magnetfeld, das mit der Fre-
quenz w oszilliert. In diesem einfachen Beispiel reduziert sich das Gleichungssystem
von (4.4.58) auf die zwei Gleichungen

d - .
/Lhicl (t) =< @1|‘/j(t)|¢2 > C2(t> — ,}/el(w—le)t

dt
d . .
ihooa(t) =< B Vi(1)| @1 > 1) = e Hwtwa)t (4.4.62)

Wegen der Normierung der Zustdnde muss gelten
Gt)+at)=1.

Ausserdem wollen wir annehmen, dass bis zur Startzeit ¢ = 0 das Teilchen den Zustand
1, das sei der mit der niedrigeren Energie ; < g9 besetzt, also ¢;(0) = 1. Mit dieser
Randbedingung erhélt man eine eindeutige Losung fiir das Gleichungssystem und ex-
trahiert daraus fiir die Besetzungswahrscheinlichkeit des Zustandes 2 das Ergebnis

2 _ 2
lea(t)]? = A%sin® (\/:LQJF(W 4w21) t)

2
A2 = B 4.4.63
72+h2(w—w21)2/4 ( )

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Zustand 2 besetzt ist, c3(t) steigt also zu Beginn mit
der Zeit ¢ bis zu einem Maximalwert A? (sieche auch das linke Bild in Figur 4.1). Das
Teilchen nimmt also Energie aus dem Wechselfeld auf und besetzt mit einer Wahr-
scheinlichkeit ¢3 > 0 den energetisch héheren Zustand |®, >. Dieser Anstieg erfolgt
besonders rasch in dem Fall, dass die Frequenz der Stérung w identisch ist mit der

Frequenz wis, die durch die Differenz der Energien gegeben ist

€2 — &1

I

In diesem Fall ist die maximale Besetzung A? maximal, nimlich gleich 1 (siehe linkes
Teilbild der Figur 4.1). Uberraschend ist aber, dass fiir lingere Zeiten die Besetzung
des Zustandes 2 auch wieder abnimmt, sodass die typische Oszillation des linken Teil-
bildes erscheint. Diese Oszillation ist einerseits ein Hinweis auf die induzierte Emission,
also die Tatsache, dass magnetische Spins oder auch Atome aus elektromagnetischen
Wechselfeldern nicht nur Energie durch Absorption aufnehmen kénnen sondern eben
auch zur Emission von Photonen angeregt werden. Diese induzierte Emission ist ja der
Ausloser fiir das Laserprinzip. Die strenge Oszillation, die auch wieder auf den Aus-
gangswert co(t) = 0 zuriickfiihrt ist aber ein Artefakt des Models, das nur 2 Niveaus

(4.4.64)

W = W1 =
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>
IN)

c, ()

0
Zeitt

Abbildung 4.1: Grafische Darstellung der Losungen in (4.4.63) fiir co(t)? als Funkti-

on der Zeit im linken Teilbild und fiir die maximale Besetzung A? als Funktion der
Frequenz des Wechselfeldes w im rechten Teilbild

betrachtet. Eine realistischere Behandlung der Emission und Absorption von Photonen
eines elektromagnetischen Wechselfeldes wird in einem der folgenden Abschnitte dieses
Kapitels behandelt.
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4.5 Zeitabhingige Storungstheorie

In diesem Abschnitt greifen wir die Nomenklatur des vorhergehenden Abschnittes zum
Diracbild auf und zerlegen wie in (4.4.50) den Hamiltonoperator in einen zeitunabhéngi-
gen Anteil Hy und einen moglicherweise zeitabhingigen Term 1%

H=Hy+V(t).

Zusétzlich wollen wir aber noch annehmen, dass der Beitrag V im Vergleich zu H,
kleine Korrekturen liefert, sodass wir V' als Stérung entwickeln kénnen. Nach (4.4.53)
ist bei dieser Nomenklatur der Zustand |W(¢) >; im Dirac- oder Wechselwirkungsbild
gegeben in Bezug auf den entsprechenden Schrédingerzustand durch

U(t) >; = Ud)|¥(t) >=exp (ﬁ;ot) |W(t) >
= UlOUtt) L |P(t) >

=Uo(to) U (to)
= UL U(t, t0)Us(to) Ud (t0) ¥ (t) >

:Uj(t,to) :|\I/(t0)>[

= U](t,to)’\lf(to) >7 (4565)

Damit haben wir die Zeitentwicklung eines Zustandes im Wechselwirkungsbild iiber
einen Zeitentwicklungsoperator Uj(t,ty) definiert und gleichzeitig die Definition eines
Operators im Wechselwirkungsbild A;(t) in (4.4.53) konsistent erweitert auf den Fall,
dass die Anwendung des Operators mit einer zeitlichen Entwicklung verkniipft ist mit

Ur(t, to) = UL &)U (L, o) U (to) - (4.5.66)

Setzt man also die Darstellung des Zustandes |¥(¢) >; in die Bewegungsgleichung des
Wechselwirkungsbildes (4.4.54)

Zﬁ*I‘P( ) >r= Vi)W (t) >,
ein, so ergibt sich

Ld ~
Zh@U[(t,to)‘\D(to) >r= V[(t)U[(t,tQ)’\Ij(tQ) >

Da diese Gleichung fiir alle moglichen Anfangszustande |W(tg) > gilt, leiten wir daraus
die Operatorgleichung

L d -
ih Ui(t,t0) = Vi(t)Ui(t, %)
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ab. Die beiden Seiten dieser Operatorgleichung kann man nun umschreiben durch die
Ersetzung ¢ — t’ und einer Integration iiber diese Zeitvariable ¢’

td

i [ LU to)dt = iUt t) — i Us(to, to)

to dt’ ———
=1

(2N

- / V(UL (¢, 1) dt (4.5.67)
to

Beachtet man, dass Ur(to,to) = Ulto,to) = 1 ist (siehe (4.3.39)), kann man diese

Gleichung auflésen und erhalt

it
Ur(t,tg) = 1_ﬁ t dty Vi(t1)Ur(t1, to)
0

- 10 tdtlf/](tl) {1 _Lm dty Vi(t)Us(ta,to)| . (4.5.68)
h Jt, h Jto

In der zweiten Zeile dieser Gleichung wurde Uj(ty,ty) wieder entsprechend der ersten
Zeile eingesetzt. Dieses Einsetzen kann man natiirlich auch in der zweiten Zeile fiir
Ui(ta,to) wiederholen, was zu einer weiteren Integration fiithrt usw. Zusammengefasst
erhélt man also einen Ausdruck in der Form

it R N2 gt R t .
Ur(tty) = 1—+ dt1w<t1>+() dt Vi(ty) [ dts Vilts) +
h Jto h to to

_a\" gt ~ tn— ~
() [aavitey . [T i)+ (15.69)
h to to

Wir haben es also hier mit einer Entwicklung des Operators U; zu tun, bei der die
Glieder der Reihe nach Potenzen der Stérung V; geordnet sind. Fiir kleine Stérungen
kann man also davon ausgehen, dass diese Reihe konvergiert und durch die Terme
niedriger Ordnung in den Potenzen von Vi gut reprasentiert wird.

Fiir die weiteren Betrachtungen nehmen wir analog zum vorhergehenden Abschnitt
4.4 an, dass zur Zeit ty, also zur Zeit bei der die Storung einsetzt, das System sich in
einem wohl definierten Eigenzustand zu H, befindet nimlich dem Zustand |®; >. Dies
bedeutet also fiir den Zustand |W;(ty) > bzw. seine Entwicklungskoeffizienten gemafl

(4.4.57)

|\Ijj(t0)> = ’(I)l>
culto) = < Pu|Vi(to) > =dm

Uns interessiert natiirlich der Zustand |¥;(t) > fir eine Zeit t > t, oder auch seine
Darstellung durch die Koeffizienten ¢, (t)

enlt) =< | T, (t) >=< B, |Us(t, )| T (ty) > (4.5.70)
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In der Storungsentwicklung fiir den Zeitentwicklungsoperator nullter Ordnung in 1%
ersetzen wir geméaf (4.5.69) den Zeitentwicklungsoperator Uy durch eine 1. Damit ergibt
sich also fiir die ¢,(t) in dieser Néherung

O(t) =< @, |1V (ty) >= 6 (4.5.71)

n

also das selbe Ergebnis wie ohne jede Storung. In der Stérungstheorie 1. Ordnung
approximieren wir
en(t) = (1) + (1)

n

und erhalten demnach fiir die Korrektur

i ot R
() = % [t < @, |Vi(t)|@1 >
0
—j ot , , N
- % dt’ e (=) @ [V (#)|D) > . (4.5.72)
to

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile dieser Gleichung wurde das Matrixelement von 1%
im Wechselwirkungsbild nach (4.4.59) berechnet.

Analog ergibt sich fiir die Korrektur der ¢,(t) aus der zweiten Ordnung der Storungs-
entwicklung in (4.5.69)

—iNZ st t1 . .
(1) = (h) /todt1 ’ dty < @, |Vi(t1)Vi(t2)|P1 >

_ 2(4)2
~\h
—iN2 rt t1 , ' . X
= S (T [ [ a0 < @ Vi), > < @il 10 >
k 0 0

In der zweiten Zeile wurde an geeigneter Stelle eine 1 durch die Vollsténdigkeitsrelation
eingefiigt, wihrend bei dem Ubergang zur dritten Zeile wieder die Relation (4.4.59)
benutzt wurde.

t t1 ~ ~
/ dtl/ dty < B, |Vi(t1)|Bp >< O Vi(ts)| 1 > (4.5.73)
0 to

t

Um diese Ergebnisse weiter zu konkretisieren wollen wir zwei Beispiele etwas néher
betrachten:

e Im ersten Fall betrachten wir eine Storung, die bis zur Zeit t; = 0 nicht existent
sein soll und anschliessend zeitlich konstant ist. Es gilt also

. 0 firt <0,
V() _{ V. fiirt > 0.

Damit erhalten wir fiir die Entwicklungskoeffizienten in der ersten Ordnung Sto-

rungstheorie nach (4.5.72)
i, ¢
A1) = <o Ve > [ eentar
0
—1 < P, |VIDy >,
_ VP [ewmf—1] (4.5.74)

ihwnl
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Da

[eiwnlt _ 1} [G*iwnlt _ 1} = (2 — 2coswyt) = 4sin’ (W;1t>

und hw,; = &, — &1, erhalten wir also fiir die Wahrscheinlichkeit, das System zur
Zeit t im Zusatnd |®,, > anzufinden

" En — €1

2 .o (en—e)t
4 sin (271) (4.5.75)

Anstatt Zustdnde mit diskreten Energien e, zu betrachten, kénnen wir uns
natiirlich auch ein Kontinuum von Zusténden mit einer Zustandsdichte p(¢) bei
einer Energie €.° In dieser Darstellung wiirde also

SIPWPE = [ deple)lcV )

ersetzt. Fiir den Integranten ergibt sich dabei nach (4.5.75)

sin? (et
A — 1] < s Vo, > P2 ).

(e —¢e1)?
Beriicksichtigt man, dass
.2
i 2 ),
so ergibt sich daraus
: (1) ()2 . Amt 2
Jim /dep(5)|c (@) = Jim ﬁ/dd < ®(e)|V|®y > |°0(e — 1)
. 27t
nite,=e;

Aus diesem Ergebnis lasst sich folgendes ablesen:

—  Wenn man die Storung geniigend lange wirken lédsst (f — oo) dann muss
auch im Rahmen der Quantenmechanik die Energieerhaltung gewéhrleistes
sein, ndmlich die Energie des Endzustandes e, muss gleich der Energie des
Anfangszustandes sein

— Die UbQ.rgangswahrscheinlichkeit 1 — n ist proportional zur Zeit ¢, damit
ist die Ubergangsrate I', das ist die Zahl der Ubergéinge pro Zeiteinheit,
unabhéngig von der Zeit

°Der Grenzfall diskreter Energien wiirde dann durch eine Zustandsdichte p() dargestellt, die durch
eine Summe von Funktionen «,0(s — &,) gegeben ist. Dabei gibt «,, die Entartung des Zustandes n
wieder.
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Dies fithrt uns zu Fermis Goldener Regel: Die Ubergangsrate fiir Uberginge
von einem Anfangszustand |®; > zu einem Endzustand |®; > ist bei schwachen
Storungen unter Beriicksichtigung der Energieerhaltung gegeben durch

2
Ty = %| <OV|®; > 2 falls ef = e (4.5.76)

e Als zweites Beispiel fiir die Anwendung der zeitabhéngigen Storungstheorie sei
angenommen, dass die Storung beginnend mit der Zeit ¢ty = 0 mit einer kon-
stanten Frequenz w oszilliert. Als konkretes Beispiel konnen wir uns die Wechsel-
wirkung zwischen einem Atom und einem elektromagnetischem Wechselfeld der
Winkelfrequenz w vorstellen. Wie wir bereits an dem einfachen Beispiel des 2
Niveaumodells gesehen haben (siehe 4.4.61), kann man eine solche oszillierende
Storung darstellen in der Form

V(t) = Vet + Viemt, (4.5.77)

Wie wir dort bereits gesehen haben, ist der zweite Term erforderlich, um die
Hermitizitét des Stéroperators V zu gewihrleisten. Setzt man also diese Storung
in den Ausdruck fiir die Koeffizienten c{!)(¢) in (4.5.72) ein, so ergibt sich analog
zu (4.5.74)

V) =3 <@, |V[0) > [§ellmtllqy +%Z < ®,|VT|®; > / eilwn =)t qy!

t
n
0

_ T
_ —<Pu|V[P1> [ i(wtwn)t < CI)”’V ’(I)l > i(—wtwn1)t
- h((U-HUnl)l |:6 ( 1) o 1:| + h(_w _|_ wn1> |:€ ' o 1:|

Die weitere Rechnung mit diesen 2 Termen erfolgt analog zu den Rechnungen,
die dem einen Term in (4.5.74) folgen bis hin zu der Goldenen Regel in (4.5.76).
Wegen der zusétzlichen Beitrage +hw in dieser Gleichung erhalten wir aber hier
leicht verdnderte Energicauswahlregeln. So folgen aus dem ersten Term die méogli-
chen Uberginge

2
iy = %\ <O VD > |2 falls ef + hw =& (4.5.78)
Aus dem zweiten Term ergibt sich jedoch
2T t 9
Loy = ?\ <O VD, > |7 falls ey =¢;+hw (4.5.79)
Dieser zweite Term beschreibt also z.B. den Vorgang der Absorption eines Pho-
tons mit der Frequenz w und der Energie hw Durch diese zusétzliche Energie des
Photons wird das Atom aus einem Anfangszustand ¢ mit der Energie ¢; in ei-

ne Endzustand der Energie £ gehoben. Andererseits beschreibt die Rate (4.5.78)
den Vorgang der induzierten Emission des Photons. In diesem Fall gibt das Atom
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mit der Energie ¢; ein Photon der Energie hw ab und landet in dem energetisch
niedrigeren Zustand mit der e¢. Der Vergleich dieser beiden Prozesses zeigt aber
auch, dass die Ubergangsraten gleich groff sind, eine Beobachtung, die man als
“detailed balance” bezeichnet.
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4.6 Wechselwirkung mit elektromagnetischen Fel-
dern

4.6.1 Crash course in klassischer Elektrodynamik

Bevor wir auf die quantenmechanische Beschreibung der Wechselwirkung mit elektro-
magnetischen Feldern eingehen, sollen an dieser Stelle einige zentrale Ergebnisse der
Klassischen Elektrodynamik kurz wiederholt werden. Damit soll dann auch die No-
menklatur definiert werden.

Ausgangspuntk fiir die Klassische Elektrodynamik sind natiirlich die Maxwellgleichun-
gen zur Bestimmung einerseits des elektrischen Feldes E bzw. der dielektrischen
Verschiebung D und andereseits der Magnetischen Induktionsdichte B oder des
Magnetfeldes H. Der Zusammenhang zwischen diesen Feldern ist durch die Materi-
alkonstanten € und p gegeben

D=cE und B=uH. (4.6.80)

Wir wollen uns zunéchst auf die beiden homogenen Gleichungen Maxwellgleichungen
konzentrieren

— —

V-B = 0

. . 1dB .
EF+—-— = 4.6.81
V x +cdt 0, (68)

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bezeichnet. Die erste dieser Gleichungen
besagt, dass das Magnetfeld (bzw, die magnetische Induktionsdichte) quellfrei ist, also
als Rotation eines Vektorfeldes A dargestellt werden kann

B(F,t) =V x A(F)t). (4.6.82)

Setzt man diese Darstellung in die zweite homogene Maxwellgleichung ein und formt
diese entsprechend um, so ergibt sich

- L 1dA\
EFE+—-—| =0.
VX( +cdt)

Aus der Wirbelfreiheit des Ausdrucks in der Klammer folg, dass man diesen Ausdruck

als Gradient eines Skalarfeldes ®(7,¢) darstellen kann, also

. 1dA -

E+—-—=-V0o
T ’

beziehungsweise

. - 1dA(F,t
E(,t) = ~Vo(rt) - - C(;t“ ).

(4.6.83)
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Durch die beiden homogenen Maxwellgleichungen wird also gewéhrleistet, dass E und
B iiber die (4.6.82) und (4.6.83) eindeutig aus dem Skalarpotential ® und dem Vektor-
potential A berechnet werden kann. Der Informationsgehalt der elektromagnetischen
Felder F und B , das sind fiir jeden Raum - Zeitpunkt (7,¢) 6 Zahlen um die Vektorfel-
der E und B zu definieren, wird also reduziert auf 4 Zahlen (fiir ® und A) pro Raum
- Zeitpunkt.

Die aktuelle Form der elektromagnetischen Felder wird durch die inhomogenen Max-
wellgleichungen aus den Ladungsdichten p(7,¢) und den Stromdichten j(7,t) berechen-
bar

- —

V~D = 4dmp
H——-— = —'. 4.6.84
V x o J (4.6.84)

Wir werden im folgenden die elektromagnetlschen Felder im Vakuum behandeln. Dies
bedeutet, dass die Materialkonstanten ¢ = p = 1 sind und damit D=Fud B=H.
Ausserdem gibt es im Vakuum keine Ladungen und Stréme, sodass auch die rechten
Seiten der inhomogenen Maxwellgleichungen (4.6.84) identisch null sind. In diesem Fall
konnen die Potentialfelder in der sogenannten transversalen Eichung so geeicht werden,
dass

d=0 und V-A=0. (4.6.85)
Damit ist .
= 1dA
D= _-22
cdt’
und

VxH=Vx(VxA) =V(V-A)—AA.

Setzt man diese beiden Beziehungen in die zweite inhomogene Maxwellgleichung (4.6.84)
so erhélt man fiir A die folgende Wellengleichung

Man kann sich jetzt leicht davon iiberzeugen, dass
A7 1) = exe' Tt it wy = |k (4.6.87)

eine Losung dieser Wellengleichung ist. Dabei handelt es sich um eine ebene Welle mit
einer Ausbreitungsrichtung k. Die Bedingung der transversalen Eichung (4.6.85) wird
erfiillt durch .

G A ik eyt g

was bedeutet, dass

!

6y =0, (4.6.88)
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die Einheitsvektoren €, miissen also senkrecht zur Ausbreitungsrichtung k stehen. Diese
Eigenschaft, die ja impliziert, dass A transversal zur Ausbreitungsrichtung zeigt, ist der
Ursprung fiir die Bezeichnung transversale Eichung. Der Index A bezieht sich auf jeweils
eine von zwei orthogonalen Polarisationsrichtungen senkrecht zu k.

Im folgenden wollen wir uns auf ein endliches Volumen V' im Raum beziehen, z.B. ein
Kubus mit einer Kantenldnge L. In diesem Volumen gibt es ein vollstdndiges Funk-
tionensystem von ebenen Wellen mit diskreten Werte fiir den Wellenzahlvektor k. In
dieser Basis konnen wir das allgemeine Feld entwickeln in der Form

. 1
A ) =3 Az (Her—=e T (4.6.89)
EA 4

Der Faktor 1/ VV wurde eingefiihrt, damit die Basisfunktion im Volumen V' normiert
sind.6 Das Vektorfeld A ist also eindeutig definiert durch die Angabe der zeitabhédngigen
Entwicklungskoeffgizienten Az ,(t). In der Sprache der klassischen Mechanik {iberneh-
men also diese Entwicklungsko’efﬁzienten die Rolle der generalisierten Koordinaten des
Systems.

Der néchste Schritt besteht nun darin, die zugehorige Hamiltonfunktion zu bestimmen.
Dazu vergegenwiértigen wir uns, dass die Energie eines elektromagnetischen Feldes im
Volumen V' gegeben ist durch

—

1 — — —
Holmap, = 5 /V ér (E-D+H-B). (4.6.90)

Im Fall des Vakuums (E = D und B = H) und der transversalen Eichung (4.6.85)
erhalten wir fiir das Vektorfeld A in (4.6.89)

ax _ L > Ay, 1 @n
dt ¢ dt /\\/V

EX
1

B =V xA =Y ikx Ap ex—=e®".
kA \/V

E =-—

o=

Eingesetzt in (4.6.90) ergibt sich

1 1 . -,
Hot g = 5= (A%A + k%&%) . (4.6.91)

2

—

)

Die einzelnen Summanden in dieser Hamiltonfunktion erinnern an die Hamiltonfunk-
tion des Harmonischen Oszillators

H=—q¢ + -mwq, (4.6.92)

6Natiirlich kann man auch das Normierungsvolumen V unendlich gro werden lassen. In diesem
Fall geht die Summe iiber die diskreten Wellenzahlen {iber in ein entsprechendes Integral und die
Basisfunktion wiirden auf ¢ Funktionen normiert.
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wenn man identifiziert

q < Apy

m 1

—_ <>

2 8mc?
m o k?
— — 4.6.
5W < oo (4.6.93)

Aus den letzten beiden Beziehungen ergibt sich dann auch
w = clk|,

also das gleiche Ergebnis wie in der Dispersionsrelation (4.6.87).

4.6.2 Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

Damit haben wir aber auch die Werkzeuge fiir die Quantentheorie des elektromagne-
tischen Feldes zur Hand. Im Abschnitt 1.7 haben wir gelernt, dass man den Hamil-
tonoperator des Harmonischen Oszillators mit einer Hamiltonfunktion wie in (4.6.92)
darstellen kann in der Form

) 1
H:hw(de+2> ,

Mit den Auf- (a') und Absteigeoperatoren (@) kann man dann den Operator der gene-
ralisierten Koordinate ¢ oder auch des Impulses definieren z.B. durch

=12 (a+a).

Der entsprechende Operator im Heisenbergbild hat dann die Form

qu(t) = cMt/hgem it (4.6.94)
h ) )
= 5 (ae=™" + afer) . (4.6.95)
mw

In der zweiten Zeile wurde beriicksichtigt, dass die Anwendung des Aufsteigeoperators
a' die Energie des Oszillatorzustandes um den Wert Aw erhoht, wihrend der Abstei-
geoperfator den Energieigenwert um hw erniedrigt.

In Analogie zum Hamiltonoperator des Harmonischen Oszillators erhalten wir also fiir
den Hamiltonoperator des elektromagnetischen Feldes die Darstellung

A

a1
Hotmag. = 3 e (a%)\a,;)\ + 2) . (4.6.96)
kA
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Fiir jede Wellenzahl k und jede Polarisationsrichtung A erhalten wir also den Hamilton-
operator eines Harmonischen Oszillators. Die stationdren Zustédnde des Feldes sind in
dieser Darstellung durch die Quantenzahlen ng, charakterisiert, die angeben, wie viele
Energiequanten fiir den Oszillator kA vorliegen. Bezeichnet man einen solchen Zustand
mit

|...77,E)\ ...... >,

wobei die ... fiir die Quantenzahlen all der anderen Oszillatoren stehen, die hier nicht
explizit dargestellt sind, so wirkt z.B. der entsprechende Aufsteigeoperator in der Form

Dieser Operator sorgt also dafiir, dass die Energie des elektromagnetischen Feldes um
die Energie hwj erhoht wird. Das kann z.B. dadurch geschehen, dass ein Atom ein
entsprechendes Photon mit der Wellenzahl k und der Polarisation A emittiert. In diesem
Sinne kann man &Tﬂ\ als den Operator fiir die Erzeugung eines Photons bezeichnen.
Entsprechend wére ag, ein Photonvernichtungsoperator.

Mit den Identifikationen aus (4.6.93) konnen wir in Analogie zu (4.6.95) den entspre-
chenden Heisenbergoperator fiir die generalisierte Koordinate des elektromagnetischen

Feldes schreiben
A [2mhe A A
o ~ —iw AT dw
AE)\ = 7k‘ (CLE)\G Kt + GEAG kt) .

Eingefiigt in (4.6.89) ergibt sich also fiir den Operator des elektromagnetischen Feldes
der Ausdruck

-2 1 2mhe
AP t) =D ex—=\——
EA vV ki (

dEAei(E-rtwkt)er% ei(fﬁ-ﬂrwkt)) (4.6.97)

A

4.6.3 Wechselwirkung zwischen Ladungen und elektromagne-
tischen Feldern

In diesem Teilabschnitt soll die Wirkung von elektromagnetischen Feldern auf gela-
dene Teilchen behandelt werden. Wir beginnen auch hier zunéchst im Rahmen der
klassischen Mechanik und schreiben die Kraft, die von elektrischen und magnetischen
Feldern auf eine Ladung ¢ ausgeiibt wir in der Form

— — ]_ —
F:q(E+17xB).
C

Neben der Kraftwirkung des elektrischen Feldes muss auch die Lorentzkraft, die von der
Geschwindigkeit des Teilchens ¢ abhéngt, beriicksichtigt werden. Mit der Darstellung



208 KAPITEL 4. QUANTENDYNAMIK UND STORUNGSTHEORIE

der elektromagnetischen Felder iiber die Potential ® und A in (4.6.83) und (4.6.82)
ergibt sich dann

P q(_w_imﬁxmm)

_ q(_w_l“_(”.v)gmx(“.m.
c dt c c

Um die Struktur dieser Darstellung zu verdeutlichen schreiben wir die zweite Zeile noch
einmal hin fiir die z-Komponente des Kraftvektors
dd qdA, q ( dA, dA, dAx> q d -
v

F=—q 1% 4y, . 1% 4). (46
e Tl . + v, ) +v . + (0-A) (4.6.98)

Wir wollen uns nun davon {iberzeugen, dass diese geschwindigkeitsabhéngige Kraft im
Rahmen des Lagrange Formalismus durch ein geschwindigkeitsabhéingiges Potential der
Form

C

U=q <<I> 7 ff) (4.6.99)

generiert wird. Zum Beweis dieser Behauptung berechnen wir die x-Komponente der
Kraft aus diesem geschwindigkeitsabhéngigen Potential:

F — _aiU_i_i@iU

T Or  dt v,
= g oo U)o
B o q0 ,, - qgO0A, ¢ 0A, dx;
N q8x+cax (U A) c Ot czi: Ox,; dt

wobei die Summe iiber den Index ¢ bedeutet, dass wir fiir z; die 3 kartesischen Kompo-
nenten des Ortsvektors, z, y, z, betrachten und die entsprechenden Ableitungen dx;/dt
die kartesischen Komponenten der Geschwindigkeit v,,v,,v, bezeichnen. Ubersetzt
in die Schreibweise dieser Vorlesung entspricht dieses Ergebnis genau dem Ausdruck
(4.6.99), womit die Behauptung bewiesen ist.

Die kartesischen Komponenten des Ortsvektors des Teilchens, z;, sind die generalisier-
ten Koordinaten des Teilchens. Demzufolge ergeben sich die zugehorigen generalisierten
Impulse aus der Lagrangefunktion £ = 1/2mv* — U durch

pi = 0L vai—i*gAi-
ov; c

Fiir diesen generalisierten Impuls gilt die Poisson Klammer

{z;, pi} =1 und damit [z;, p;] = ih.



4.6. WECHSELWIRKUNG MIT ELEKTROMAGNETISCHEN FELDERN 209

Die Hamiltonfunktion erhélt man dann durch die Legendre Transformation
H = Y iip—L
1 S
= > (vi (+qA,-> v — mvf) +q® — 95. 4
- c 2 c
1 b
= —mu

5 4q

- 2

(- 14)

2m

Im Vergleich zum Hamiltonoperator des freien Teilchens wird also ersetzt

+q®. (4.6.100)

7 —p-1 (4.6.101)
C

und das skalare Potential ® multipliziert mit der Ladung ¢ addiert. Dieses Rezept zur
Beriicksichtigung der Wechselwirkung eines geladenen Teilchens mit dem elektroma-
gnetischen Feld nennt man haufig Minimale Substitution.

Damit sind wir in der Lage den Hamiltonoperator fiir ein System, bestehend aus einem
Teilchen der Masse m und der Ladung ¢, das sich in einem mechanischen Potential
V bewegt und ausserdem in Wechselwirkung mit einem elektromagnetischen Feld ist,
anzugeben

~ N2
. (r-A) o
H = —F—+~—"+ q(I) +V + Helfmag.
2m
LA U At AL g
= —+V+H pgo —— (D~ .
2m TV Hemag. 2mc - A+ A-p)+ 2mc? ta
Hpa'rt wa
= -Hpart + I:Iel—mag. + I:Iww . (46102)

Dieser Hamiltonoperator des Gesamtsystems enthélt also neben dem Operator H el—mag.
allein fiir das elektromagnetische Feld (siche 4.6.96) und dem Anteil allein fiir das
Teilchen, H,4,, auch den Anteil der Wechselwirkung zwischen Feld und Teilchen H,,,.

In einem ersten Schritt soll das elektromagnetische Feld klassisch und nur die Bewe-
gung des Teilchens quantenmechanisch beschrieben werden. Fiir einen Zustand |¥ >
dieses Teilchens bzw. der zugehorigen Ortsdarstellung W(7) =< 7]V > kann man die
potentielle Energie durch das skalare elektrische Feld (7, t) einfach berechnen durch
den Erwartungswert

< W@V >=g [ drp(PO(,1),

wobei p(7) die Wahrscheinlichkeistdichte und ¢p die Ladungsdichte darstellt. Die Wech-
selwirkung des Skalarfeldes erfolgt also mit dieser Dichteverteilung des Teilchens.
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Entsprechend berechnen wir den Wechselwirkungsbeitrag durch den Term linear im
Vektorfeld A mit dem Erwartungswert

L e oo L
1 g ArAp> = L 9NV A+ A-V]T >
2mc 2mc 7

- 2mic/dr( UV + UV - A7 1)

- 2 / &Bri(7) - A1) (4.6.103)

Dabei bezeichnet j(7) die Wahrscheinlichkeitsstromdichte des Teilchens (siehe (1.5.106)).
Man spricht deshalb in diesem Fall von der Stromkopplung des Vektorfeldes.

Der Wechselwirkungsanteil ]:Iww des Hamiltonoperators enthélt aber neben diesem
Term, der linear im Vektorfeld A ist, noch einen weiteren Term propotional zu A2,
Dieser Term ist relevant nur fiir sehr starke Felder A. Insgesamt erhélt man also fiir
den Wechselwirkungsterm mit dem Vektorfeld A

2
o p(MA%(Ft)| . (4.6.104)

< U|Hyp| ¥ >= /d% [—Z;’(F) CA(F ) +

In einem néchsten Schritt soll jetzt auch das elektromagnetische Feld im Rahmen der
Quantenmechanik behandelt werden. Zunéchst wollen wir die Wechselwirkung ver-
nachlédssigen und behandeln nur den Operator

HO - Hpart + Hel—mag. )

aus (4.6.102). Dies ist eine Summe von 2 Operatoren, von denen der eine I:Ipart nur
auf die Freiheitsgrade des Teilchens wirkt, wihrend der andere lflel,mag. lediglich die
Freiheitsgrade des elektromagnetischen Feldes berticksichtigt. Die Eigenzustéinde von
H,, also dieser Summe von 2 Operatoren mit unterschiedlichem Wirkungsfeld, sind
dann gerade die Produktzustdnde von Eigenzustinden der beiden Operatoren, also

i >=|U; > |...ng, ... >y, (4.6.105)

wobei dann |¥; > einen Eigenzustand zu Iflpm und | .. .My - .. >4, wie oben beschrie-
ben, einen Figenzustand zu ﬁel_mag. darstellt mit ny) Photonen der Wellenzahl k£ und
Polarisation A. Diese Eigenzustdnde zu H, sind dann natiirlich auch eine geeignete
Basis fiir die Darstellung des gesamten Hamiltonoperators Hy + Hyp. Der Wechselwir-
kungsanteil ]:Iww hat dabei natiirlich auch Matrixelemente zwischen unterschiedlichen
Basiszusténden [i > und |f >.

Um nun die Struktur dieser Matrixelemente von [:[ww naher zu durchleuchten, betrach-
ten wir die Operatordarstellung des Feldoperators in (4.6.97)

L 1 2rhe /. jFrin At (kW
Al t) =) EAT Tk (CL]‘C')\G ( 9 ap\€ e kt))
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und greifen einen speziellen Summanden heraus und bilden das entsprechende Matrix-
element von H,,,. In Analogie zu (4.6.103) ergibt sich dann unter anderem ein Beitrag
der Form

< f]ﬁwwh > — /d37"]fi(7#) cey <. ng\) C |d}%>\‘ My e > ei(_E'F—i_wkt) .

) (4.6.106)
Dieses Matrixelement beschreibt also einen Ubergang |i >— |f >, bei dem die Zahl
der Photonen im elektromagnetischen Feld um 1 erhoht wird (ng;) = ng, + 1) und
gleichzeitig der Zustand des Teilchens (oder Atoms) von ¥; — W, dargestellt durch
die nichtdiagonalen Matrixelemente ffi des Stromoperators, umgewandelt wird. Dies
ist also insgesamt ein Vorgang, bei dem das Atom ein Photon der Wellenzahl k und
der Energie hwy, emittiert und das Feld der Umgebung abgibt.

Analog gibt es natiirlich auch Matrixelemente von H,,, mit Faktoren
I ~
< ...n’%/\)...|a,;)\|...nl—5/\... >,
bei denen die Zahl der Photonen im Feld um 1 reduziert wird (ng\) = nj,—1). In diesem
Fall absorbiert das Teilchen oder Atom ein Photon mit entsprechenden Quantenzahlen.

Durch den Beitrag in Hy (4.6.104), der proportional zu A2 ist, treten natiirlich bei
der Quantisierung des Vektorfeldes auch Terme vom Typ < afa’ > und < aa > auf.
Dies entspricht der kohédrenten Emission und Absorption von jeweils 2 Photonen.
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4.7 Spontane Emission

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass der Wechselwirkungsterm Hop,
der z.B. die Wechselwirkung eines Atoms mit dem elektromagnetischem Feld beschreibt,
Terme vom Typ (4.6.106) enthélt, so dass der Operator Strukturen enthélt, die bezogen
auf die Abhéangigkeit von der Zeit t,

~

V= @(t) [de)\e—iwt + ‘A/TCALLAGth} s

vom Typ der oszillierenden Storung in (4.5.77) sind. Wendet man diesen Operator auf
einen Zustand an, in dem das elektromagnetische Feld gleich dem des Vakuums ist,
also alle Photon Besetzungszahlen nyy im Zustand |...ngy ... > identisch null sind, so
liefert nur der zweite Term fiir die Emission eines Photons einen Beitrag. Nach unseren
Uberlegungen im Abschnitt 4.5 bedeutet dies, dass wir eine Ubergangsrate berechnen
konnen fiir den Ubergang |i >— |f >, die entsprechend der Goldenen Regel in (4.5.78)
die Form annimmt

2 ~ 2
Piyin = 30 +hw—e)|< UV, >( (4.7.107)
27 q*27hc = el
= 35(5]0 + hw — Ei)? /d37"]fi(F) N

Dabei stehen 7 und ¢; fiir die Energiecigenwerte des Atoms im Endyustand |[¥y >,
bzw. im Anfangszustand |¥; >. Die ¢ Funktion besagt, dass nur solche Wellenzahlen
k erlaubt sind, fiir die gilt

- w € — €y

k = — = —
Rechnet man die Ubergangsstromdichte jfz(f) fiir ein atomares System aus, so wird
diese Stromdichte nur in dem Bereich von null verschieden sein, in dem auch die atoma-
ren Wellenfunktionen fiir den Anfangs- (|¥; >) und dem Endzustand (|¥; >) von null
verschieden sind, also fiir Absténde des Elektrons vom Atomkern in der Grofle eines
Bohrschen Radius 7o = 0.5107'%m. Andereseits gilt fiir die Wellenldnge des sichtbaren
Lichtes a, eine typischer Bereich, der bei atomaren Ubergéingen emittiert wird,

g

a  5001079m
Dies bedeutet, dass das Produkt k-7 ~ 1072 in dem Bereich, in dem der Integrand in
(4.7.107) deutlich kleiner als 1 ist, sodass in dem Integrand die Exponentialfunktion
entwickelt werden kann um den k- r =0

Ly o ‘/dgrffi(f?'éx (1 —z’E~F+...)

Man sprich hier vom Long Wavelength Limit. Der erste Term in dieser Entwicklung
entspricht der Emission von elektrischer Dipolstrahlung, wie wir im folgenden noch

2
(4.7.108)
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nidher erlautern werden. Der zweite Term fiithrt zur Quadrupolstrahlung. Da dieser
zweite Term um einen Faktor k - r niedriger ist, wird also im Long Wavelength Limit
die Dipolstrahlung dominieren, und Quadrupol und hohere Multipolaritdten mit einer
deutlich reduzierten Ubergangsrate beitragen, also wohl nur dann beobachtbar sein,
wenn der Dipolbeitrag verschwindet.

Zur Darstellung der Stromdichte jfi rufen wir uns in Erinnerung, dass der Operator
der Stromdichte dem Impulsoperator dividiert durch die Masse m entspricht. Haben
wir also einen Hamiltonoperator Hp,,; mit einem lokalen Potential, so gilt

~

. . /\2 A~
2 R (2 I 2N p A
ZH e == =7, 4.7.1
I [ part, 7”} i [2m7 7;| m J ( 7 09)

Damit gilt also fiir den fithrenden Term in der Entwicklung von (4.7.108)
<510 > = < \Ilf|% | Hpart, 7] |9 >

- %(ef — &) < VP, >

= 2oy —e) [ @O (4.7.110)

Aus diesem Ergebnis konnen wir verschiedene Ergebnisse ablesen:

e Das Matrixelement der Stromdichte in (4.7.110) entspricht also in dieser Nihe-
rung dem Dipolmoment, berechnet mit der Ubergangsdichte (Produkt aus v
und ¥;). Hieraus erklért sich der Name: Elektrischer Dipoliibergang.

e In einem atomaren System sind die Eigenfunktion von I:Ipart Zustande mit defi-
nierter Paritdt: (—1)!. Das Integral in (4.7.110) liefert nur dann einen von Null
verschiedenen Wert, wenn der Integrand positive Paritét besitzt, also

(_1)(li+lf+l) — 1’
gilt. Dies ist eine Auswahlregel fiir “erlaubte elektrische Dipoliibergéinge”.

e Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, dass die Komponenten des Ortsope-
rators einen sphérischen Tensor vom Rang 1 bilden. Das Wigner Eckart Theorem
(siehe ndchsten Abschnitt) fithrt zu der weiteren Auswahlregel

e Das Matrixelement in (4.7.110) ist proportional zu (¢ —¢;). Da die Ubergangsrate
proportional zum Quadrat des Matrixelementes ist, bedeutet dies, also einen
quadratischen Anstieg mit der Energie des Photons.

Fiir Ubergiinge, die die gerade skizzierten Auswahlregeln nicht erfiillen sind nur Uber-
gidnge unter Emission von Strahlung héherer Multipolaritdt moglich. Wie wir aber be-
reit diskutiert haben, sind aber die Ubergangsraten im Long Wavelength Limit deutlich
unterdriickt.
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4.8 Tensoroperatoren

4.8.1 Tensoren n-ter Stufe

Zur Beschreibungen in der Klassischen Mechanik werden vor allen Dingen Skalare und
Vektoren herangezogen. Skalare, wie z.B. die Masse eines Teilchens, haben die Eigen-
schaft, dass sie in jedem Koordinatensystem den gleichen Wert aufweisen, also invariant
sind unter einer Drehung des Koordinatensystems. Ein Vektor”, wie etwa der Ortsvek-
tor eines Teilchens ist durch 3 Koordinaten eindeutig festgelegt. Charakteristisch fiir
einen Vektor ist aber, wie sich diese 3 Koordinaten dndern, wenn das Koordinatensy-
stem gedreht wird. Charakterisiert man einen Ortsvektor also z.B. durch 3 karthesische
Koordinaten

X (&1
T = Yy = T2 s
z T3

so berechnen sich die Koordinaten dieses Vektors, ', v/, 2’ bzw. 7,75, r} in einem ge-
drehten Koordinatensytem durch eine orthogonale Transformation in der Form

ri=Y" Ayr; (4.8.111)
J

Diese Transformation kann also als Multiplikation des Spaltenvektors (r;) mit einer 3x3
Matrix A;; verstanden werden, wobei sich der erste Index in A;; auf die Zeile und der
zweite auf die Spalte bezieht. Nehmen wir als Beispiel die Rotation des Koordinaten-
systems mit einem Winkel ¢ um die z-Achse, so kann die orthogonale Transformation
durch die Matrix

cosep sinp 0

Aij=| —singp cosp 0

0 0 1

Diese Definition von Skalaren und Vektoren ldsst sich nun verallgemeinern auf die
Definition von Tensoren n-ter Stufe. Ein solcher Tensor n-ter Stufe wird durch 3" Zahlen
dargestellt, die man zu einer Grofle T mit n Indizes anordnen kann, wobei die Indizes
11 bis 7,, jeweils von 1 bis 3 laufen konnen. Bei einer Drehung des Koordinatensystems
wird dieser Tensor im rotierten Koordinatensystem durch Zahlen T” dargestellt, die
sich aus n-facher Anwendung der Transformation in (4.8.111) ergeben in der Form

T iin = O, AunAiia- - AijnTirioin (4.8.112)

jl,j27-~~;jn

"Wir werden uns zunichst im Rahmen der nichtrelativistischen Mechanik und Quantenmecha-
nik auf den 3-dimensionalen Ortsraum beschrinken. Die Erweiterung auf Tensoren in einer 4-
dimensionalen Raum-Zeit werden wir spéter aufgreifen
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Danach ist also ein Skalar ein Tensor nullter Stufe und ein Vektor ein Tensor erster
Stufe. Fiir einen Tensor zweiter Stufe gilt das Tranformationsverhalten

6y = 3 O = 5 Oy,

wobei die Matrix A* die zu A transponierte Matrix und damit (bei einer orthogonalen
Transformation) auch die zu A inverse Matrix darstellt. In der Sprache der Matrixmul-
tiplikation bedeutet diese Transformation also

0=A0A"=A0A"".

Ein aus der Mechanik bekanntes Beispiel ist der Tréagheitstensor eines starren Korpers,
der genau dieses Transformationsverhalten aufweist.

Bezeichnet man mit r; die karthesischen Komponenten des Ortsvektors eines Teilchens
und mit p; die seines Impulsvektors (7,5 durchlaufen 1,2 und 3), so kann man aber
auch leicht einen weiteren Tensor zweiter Stufe konstruieren durch die Vorschrift

Pz P2y Paz
Mij =pirj < | PyT Pyy DyZ (4.8.113)

Py DY D%

In analoger Weise kann man auch eine Tensor n-ter Stufe konstruieren.

Die 9 Elemente der Matrix M;; bilden also einen Tensor zweiter Stufe. Man kann aber
auch Linearkombinationen dieser p;r; bilden, die ein einfacheres Transformationsver-
halten aufweisen. So ist also z.B. die Summe der Diagonalelemente von M

me =p-T,

gerade das Skalarprodukt der beiden Vektoren p'und 7. Das Ergebnis dieses Skalarpro-
duktes ist aber, wie der Name schon sagt, ein Skalar, also eine Zahl, die unabhéngig
von der Orientierung des Koordinatensystems ist. Ebenso kann man auch die 3 Line-
arkombinationen

Mzy — Mys =p.y —pyz =l

Mz — M3, =p,z—p.x = ly

My — Moy =pyx —pyy =1
betrachten, die gerade die karthesischen Komponenten des Drehimpulsvektors [=F7x
p bilden. Insgesamt gilt, dass die 9 Komponenten des Tensors zweiter Stufe M;; so

kombiniert werden kénnen, dass sich

e 1 Skalar und damit ein sphérischer Tensor vom Rang 0,
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e 3 Kombinationen einen Vektor und damit einen sphérischen Tensor vom Rang 1,

e 5 Kombinationen die Komponenten eines sphérischen Tensors vom Rang 2

bilden.

Zum Abschluss dieses Unterabschnittes wollen wir noch auf die Unterscheidung zwi-
schen Skalaren und Pseudoskalaren, sowie zwischen Vektoren und Pseudovektoren ein-
gehen. Der Ortsvektor eines Teilchens transformiert sich unter einer Rotation des Ko-
ordinatensystems wie ein Vektor. Ausserdem geht er bei einer Spiegelung am Koor-
dinatenurpsrung iiber in den antiparallen Vektor —7. Der Ortsvektor besitzt also die
Paritét -1. Entsprechendes gilt fiir den Impuls eines Teilchens.

¥ — —r und p — —p.
Spiegelung Spiegelung

Man bezeichnet 7 und p deshalb als gewonliche Vektoren. Auch der Vektor des Dre-
himpulses [ eines Teilchens transformiert sich unter einer Drehung wie ein Vektor. Bei
einer Spiegelung am Koordinatenursprung gilt aber
[=7xj — (") x(=p)=1
Spiegelung
d.h. der Vektor éndert sich nicht, bzw. er besitzt die Paritdt +1. Solche Vektoren
bezeichnet man als Pseudovektoren.

Ein Skalar, wie die Masse eines Teilchens, ist invariant unter Drehung und offensichtlich
auch invariant unter einer Spiegelung des Systems. Sind nun 77, 75 und 73 gewohnliche
Vektoren, so ist
C:fi'(FQ XFg),
als Skalarprodukt aus 2 Vektoren 7 und (75 x 73) offensichtlich eine skalare Grofie. Bei
einer Spiegelung am Koordinatenursprung gilt aber
c — —c

~—
Spiegelung

Solche Skalare tragen den Namen Pseudoskalare.

4.8.2 Sphirische Tensoren

Wie ist aber ein sphérischer Tensor vom Rang [ definiert. Zur Definition greifen wir
auf die Drehimpulseigenzusténde |lm > und erinnern uns an den Abschnitt 3.4, in dem
wir in Gl1.(3.4.59) dargestellt haben, dass die Anwendung eines Rotationsoperators
R parameterisiert durch die Eulerwinkel «, § und ~, auf einen solchen Zustand den
gedrehten Zustand

R(a, 8,7)[lm >="3" Dl (cr, 3,7)|lm' > (4.8.114)
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Diese Beziehung definert nun sphérische Tensoren vom Rang [. Danach besteht also
ein sphérischer Tensor vom Rang [ aus (2/ + 1) Komponeneten (in unserem Beispiel
die |Im > mit m = —[...[), die sich bei der Anwendung einer Rotation mit den
Wignerschen D-Funktionen transformieren, wie in (4.8.114) dargestellt.

Diese Definition erscheint sehr theoretisch und abstrakt. Um sie etwas mehr zu konkre-
tisieren, betrachten wir die Ortsdarstellung der Eigenzusténde |lm > fiir [ = 1 also die
entsprecheden Kugelflichenfunktionen Y}, (1, ), die offensichtlich die 3 Komponeneten
eine sphéarischen Tensors vom Rang 1 darstellen

Yio = /& cos (4.8.115)
Y, = —L%y/Zsinde :—L i(sinﬁcosgo%—isinﬁsingp)
VAR N
Vi, ==/ Esinde ™ = 1\/?(81111900890 — isinvsin @)
V2V dm 2V 4r
(4.8.116)

Multipliziert man diese Kugelflichenfunktionen mit der Kugelkoordinate r, dem Ab-
stand vom Koordinatenursprung, also einer Grofle, die offensichtlich invariant unter

Rotationen bleibt, bezeichnet
[ 3
c=/—
47

und schreibt die Kugelkoordinaten r, 9 und ¢ um in karthesische Koordinaten, so ergibt
sich

rYig = cz
c
rYy = ———(x+1iy)
V2
& .
rYi, = —(x—iy) (4.8.117)

V2

Diese Transformation gilt nicht nur fiir den Ortsvektor 7 mit den karthesischen Ko-
ordinaten z, y und z und den entsprechenden Darstellung mit Komponenten eines
sphérischen Tensors vom Rang 1, 1Yy, Y71 und rY;_; sondern allgemein fiir Vektoren.
So kann man also z.B. das elektrische Feld E als ein Vektorfeld durch die 3 karthesischen
Koordinaten darstellen £, E, und £,. Diese 3 Komponenten bilden die Komponenten
eines Tensors vom Rang 1 mit einem Transformationsverhalten unter Rotationen wie
in (4.8.111) dargestellt. Man kann aber daraus auch die Komponenten

Ey = E,
1 .
E1 = _ﬁ (Ex + ZEy>

1
E, = E(Ex—z’Ey), (4.8.118)
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bilden, die sich unter einer Rotation wie die Komponenten eines sphérischen Tensors
vom Rang 1 transformieren. Die Umkehrtransformation ergibt sich durch

Ez — EO
1
B, = —(E,—F
\/5( 1 1)
E, = — (B, +E_) (4.8.119)

V2

Damit sind wir also in der Lage sphérische Tensoren vom Rang 1 zu identifizieren.
Trivial sind ausserdem sphérische Tensoren vom Rang 0, die durch Skalare realisiert
werden. Die entsprechende Wignerfunktion D, ist némlich die Identitét, sodass sich
mit (4.8.114) ergibt, dass sich sphérische Tensoren vom Rang 0 bei einer Rotation nicht
verdndern, eine Eigenschaft, die ja charakteristisch fiir Skalare ist.

Wie kann man aber Tensoren von einem héheren Rang konstruieren? Dazu sei daran
erinnert, dass Drehimpulseigenfunktionen |l;m; > und |lymy > mit Clebsch Gordan

Koeffizienten zu einem Zustand mit Gesamtdrehimpuls gekoppelt werden kénnen (siehe
Abschnitt 3.2 z.B. Gl (3.2.19)

’l17l27L7M >= Z ]ll,ml > ’lg,mg >< ll,ml,lg,mg‘ll,ZQ,L,M > (48120)

mi,m2

Dabei bezeichnet
< ll,ml, lz,m2|l1,l2,L,M >= C’(ll,ml,lg,m2|L,M) ,

den Clebsch Gordan Koeffizienten fiir die Kopplung der Drehimpulse zum Gesamt-
drehimpuls L. Die resultierenden gekoppelten Zustdnde transformieren sich wie ein
Drehimpulseigenzustand mit den Quantenzahlen L und M. Damit ist aber auch klar,
dass man aus den Komponenenten eines sphérischen Tensors vom Rang {1 (A{Y)) und
eines weiteren Tensors vom Rang [y (B,(,g)) die Komponenten eines sphérischen Tensors
vom Rang L konstruieren kann durch

AW B — S Oy, ma, by, ma| L, M) AL BY). (4.8.121)
M s 1 2
Die linke Seite dieser Gleichung bezeichnet dann die Komponente M des resultierenden
Tensors vom Rang L. Wegen der Auswahlregeln fiir die Clebsch Gordan Transformation
wird hierdurch deutlich, dass man z.B. aus 2 Vektoren, also 2 sphérischen Tensoren
vom Rang 1, durch (4.8.121) sphérische Tensoren vom Rang L = 0, 1, und 2 bilden
kann, nicht aber z.B. einen Tensor vom Rang L = 3.

Als ein Beispiel sei die Kopplung von zwei Vektoren A und B, also zwei Tensoren vom
Rang | = 1 mit Komponenten Ay, A; und A_; zu einem Skalar, also

Ax B = 3 C(1,m1,1,ms)0,0) Ay, B,

mi,ma2



4.8. TENSOROPERATOREN 219

= Y C(1,my,1,—m1]0,0) A, By,
1
- A (A1B_y — AgBy + A_1By) (4.8.122)

Bei dem Ubergang zur dritten Zeile wurden die Werte fiir die Clebsch Gordan Koeffi-

zienten ]
C(1,mq,1,—m;]0,0) = (=1)F™ — |
(1,m 110,0) = (=1) 7

explizit eingesetzt. Ersetzt man jetzt in der 3.Zeile von (4.8.122) die Komponenten A;

und B; durch die entsprechenden karthesichen Komponenten der Vektoren A und B
geméf (4.8.118) so ergibt sich

AxBO = — L (AB.+AB, +A,B,)

]_—»—;
- ——A.B

s

Das Ergebnis ist also in der Tat ein Skalar.

4.8.3 Wigner Eckart Theorem

Damit sind jetzt alle Voraussetzungen geschaffen, das Wigner Eckart Theorem zu for-
mulieren und zu beweisen. Das Wigner Eckart Theorem leistet Hilfestellung bei der
Berechnung von Matrixelementen wie etwa dem Dipolmatrixelement aus (4.7.110)

< WUyl |, >
<Usr; >« < Wylro| W, > (4.8.123)
< \Iff|7“_1|\11i >

bzw. deren Komponenten in der sphéarischen Darstellung. Etwas verallgemeinert geht es
also darum die Matrixelemente einer Komponente p eines sphérischen Tensoroperators
O vom Rang A zwischen Zustéinden mit definiertem Transformationsverhalten unter
Rotationen zu bestimmen, also z.B. |a, [;, m; > mit [; und m; den iiblichen Quanten-
zahlen, die das Transformationsverhalten dieses Zustandes unter Rotation bestimmen
und « einem Satz von weiteren Quantenzahlen, die diesen Zustand charakterisieren.
Dazu besagt das Wigner Eckart Theorem:

C(ZZJ mi, A, M|lf7 mf)
2L+ 1

Bevor wir den Beweis dieser Gleichung entwickeln, soll zundchst die Bedeutung dieses
Theorems verdeutlicht werden

< B, |0W |, I; > (4.8.124)

< B, 1y, mf\OALA)]a, l;,m; >=
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Die relevante Information, das soll hier heissen, die fiir den Operator und die
Anfangs- und Endzustidnde charrakteristische Information ist ausschliefllich in
dem reduzierten Matrixelement < ,1||O™||a,l; > enthalten und daher un-
abhéngig von den Projektionsquantenzahlen my, p und m;,.

Das Matrixelement auf der linken Seite der Gleichung (4.8.124) ist offensichtlich
nur dann von null verschieden, wenn der Clebsch Gordan Koeffizient C'(1;, m;, A, p|ly, my)
ungleich null ist. Dies bedeutet insbesondere

— Fiir einen skalaren Operator muss (A = 0) muss [y = [; sein.
— Fiir einen Vektoroperator (wie z.B. 7in (4.7.110) gilt |{y — ;| < 1.

—  Entsprechend gilt z.B. fiir den Quadrupoloperator, der als sphérischer Ten-
sor vom Rang 2 dargestellt werden kann |l — ;| < 2.

Bei Berechnung der entsprechenden Matrixelement reicht es also aus, dieses fiir
eine Kombination der Projektionsquantenzahlen my, ;1 und m; zu berechnen. Dar-
aus kann dann {iber (4.8.124) das reduzierte Matrixelement bestimmt werden, mit
dem man dann Matrixelemente fiir andere Kombinationen der Projektionsquam-
tenzahlen bestimmen kann.

Doch nun zum Beweis des Wigner Eckart Theorems:

Wir definieren eine Hilfsgrofie

oL >i= 37 Ol i, A, il m)OMa, 1, ;> . (4.8.125)
Mg, 4

Diese Grofie transformiert sich nach Konstruktion wie die Komponente m eines sphéri-
schen Tensors vom Rang [. Das Skalarprodukt dieses Objektes mit dem Bra Zustand

< B, 1y, myl

< B,lg,mgly, 1m >= X 6,1 Omyim (4.8.126)

ist offensichtlich eine Zahl X, die unabhéngig von der Orientierungsquantenzahl m =
my sein muss, da ein Skalarprodukt ja eine skalare GroBe und damit unabhéngig von
der Orientierung ist. Die beiden Kronecker 6 Symbole ergeben sich aus der Orthogo-
nalitdt von Eigenzustdnden zu [2 und [, mit verschiedenen Eigenwerten. Multipliziert
man nun die beiden Seiten der GI.(4.8.126) mit dem Clebsch Gordan Koeffizienten
C(li,mi, A, p|l; m) und summiert {iber die Quantenzahlen [ und m

Zc(liamiaA7U|l~v ’fh) < 67lf7mf|’}/>l~am > = ZC(ZZ,TI’L“A,M“N, m)X 5lf[5mf,ﬁ1
Im

I
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Setzt man jetzt auf der linken Seite dieser Gleichung die Definition (4.8.125) ein, so
ergibt sich damit

Xc(lzamnAvN“famf) - Z C(lzamszal’['ﬁam)o(llamZ7Aaﬂ|l~7m)
i, mg, i

< ﬂ?lf7mf‘OA;(1A)|a7 lumz >
= < B,15,mf|OWV]a, l;,m; > (4.8.128)

Dabei ergibt sich der Ubergang zur letzten Zeile wegen der Vollsténdigkeitsrelation der
Clebsch Gordan Koeffizienten

Z C(lz, m;, A, ,u|l~, m)O(lz, Thi, A, [NL|Z, m) = 6mi771i5/tﬂ .
I

Mit (4.8.128) haben wir aber das Wigner Eckart Theorem verifiziert, wenn wir identi-
fizieren

1 A
X = —— < 3,|0W]a,l; > .
21f+1
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4.9 Propagatoren und Greensche Funktion

Zu Beginn dieses Abschnittes sei noch einmal an den Zeitentwicklungsoperator U (t, to)
erinnert, der etwa im Schrodingerbild die Zeitentwicklung eines Quantenzustandes be-
schreibt in der Form

() >= Ult o) [ W(ts) >

1

Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit dem Ortseigenzustand < Z| und fiithren
auf der rechten Seite, wie gekennzeichnet eine 1 ein iiber die Vollstandigkeitsrelation

1= /d%’ |7 >< 7],
so konnen wir diese Gleichung umschreiben in die Form
/d3 < Ut 1) |7 >< Z|U(ty) >
beziehungsweise unter Ausnutzung, dass
< ZU(t) >= V(2 t),
also den Wert der Wellenfunktion am Ort & zur Zeit ¢ darstellt

/d3x/G 67 o) U(T to) - (4.9.129)

Dabei bezeichnen wir
G(Z, ;7 ty) =< DU (L, to)|7 >, (4.9.130)

als den Propagator vom Raumzeitpunkt (7', tg) zum Raumzeitpunkt (¥, ¢). Zur Inter-
pretation dieses Begriffs Propagator wollen wir den Fall annehmen, dass das Teilchen,
dessen Bewegung wir durch die Wellenfunktion W(Z,t) beschreiben wollen zum Zeit-
punkt to am Ort ¥ = 7, lokalisiert wurde. Die Wellenfunktion reduziert sich also zu
diesem Zeitpunkt auf die 6 Funktion

\Ij(ff,, to) = (5(52"/ - fo) .
Eingesetzt in (4.9.129) reduziert sich das Integral {iber ’ in einfacher Weise auf
\Ij(fa t) = G('fa t; an Z50) :

Der Propagator G(,t;Zo,to) gibt also danach die Wahrscheinlichkeitsamplitude an,
dass sich ein Teilchen, das zur Zeit ty am Ort ¥y war, zum Zeitpunkt ¢ am Ort 7' zu
finden ist, denn das ist ja genau, was in der Wellenfunktion W(Z,¢) zum Ausdruck
kommt.
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Damit bringt also G1.(4.9.129) zumAusdruck, wie sich die Wellenfunktion ¥(z,t) aus
der entsprechenden Wellenfunktion zu einem fritheren Zeitpunkt ¢, ergibt. Dies kann
man in Analogie sehen zu dem Zusamenhang zwischen dem elektrischen Potential,
() das aus einer Ladungsverteilung p(z’) mit Hilfe der Greenschen Funktion G(#, 2")
berechnet werden kann in der Form

O(7) = / &' Q7,7 )p(T) .

Der Zusammenhang zwischen der Ursache p(z) und der Wirkung ® (%) wird dabei ver-
mittelt durch die Greensche Funktion G(Z,2") die den Zusammenhang zwischen Ursa-
che und Wirkung gewichtet. Das resultierende Potential ergibt sich also dadurch, dass
man tiber die Ladung an allen Orten 7' multipliziert mit dem Gewichtsfaktor G(Z, )
integriert. Nicht zuletzt wegen dieser Analogie nennt man den Propagator G(&, ¢; 7, to)
aus (4.9.130) auch die zeitabhingige Greensfunktion. Mit der Einschrankung, dass die
Zeit der Ursache ¢y vor der Zeit der Wirkung liegen soll, also ¢ > ¢, spricht man auch
von der Kausalen Greensfunktion.

Welche Eigenschaft besitzt nun diese zeitabhéngige oder auch Kausale Greensfunkti-
on der Quantenmechanik. Halten wir fiir die folgende Diskussion, die Parameter der
“Ursache” (@', ty) fest und definieren G(Z,t) = G(Z,t; 27, ¢) so gilt fir diese Funktion
G(Z,t) eine zeitabhingige Schrodingergleichung in der Form

z’hth(f, t) = HG(Z1). (4.9.131)

Ausgangspunkt unseres Beweises ist die Schrédingergleichung fiir den Zeitentwicklungs-
operator (4.3.45). Multipliziert man diese Gleichung von links mit dem Ketzustand < |
und von rechts mit dem Brazustand |2’ >, so ergibt sich

od L d y
zh%G(az,t) = zhdt<x|U(t,t0)\x >

= < Z|HU(t,t)|7 >
= < ZHU® )7 >
= < HZ|U(t,tp)|Z >
HG(Z,1)
In der zweitletzten Zeile kommt zum Ausdruck, dass der Hamiltonoperator H auf
den Brazustand < 7| und damit auf die Koordinate & wirkt, womit (4.9.131) dann
bewiesen wire. Bei dem Ubergang zur dritten Zeile in dieser Gleichung haben wir die

Hermitizitat des Hamiltonoperators ausgenutzt und so in der 4. Zeile ermoglicht, dass
H auf den Brazustand < 7| wirkt.

Eine weitere Eigenschaft der der zeitabhéngigen Greenschen Funktion ist der Grenzwert

lim G(Z,t; &, to) = 0(% — @) . (4.9.132)

t—to
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Zum Beweis dieses Grenzwertes benutzen wir die Definition des Propagators (4.9.130)
und die Eigenschaft (4.3.39) des Zeitentwicklungsoperators

lim U(t, tg) =1
t—to
Daraus ergibt sich
lim G(f, t; f/, to) = lim < flU(t, to)f’ >
t—to t—to

= <F|T>=6F-1).

Als dritte Eigenschaft wollen wir die Fouriertransformierte des Propagators, die Leh-
mann Darstellung der Kausalen Greenschen Funktion behandeln und zeigen, dass
im Falle eines zeitunabhéngigen Hamiltonoperators gilt

G(Z, ;7 ty) = QL/ dw G(Z, 7 w)e w10 (4.9.133)
T J—o0o

wobei die Energiedarstellung des Propagators gegeben ist durch

G(Z,@w) = lim > < Z|a >

<ald > . 4.9.134
n0t 4 o Bufitin o (4.9.134)

Dabei lauft die Summe iiber alle Eigenzustinde |a > des Hamiltonoperators mit Ener-
gieeigenwert F,, sodass
< Za >=V,(7),

die Ortsdarstellung, d.h. die Wellenfunktion des betreffenden Eigenzustandes darstellt.
Der Grenzwert (n — 07) soll angeben, dass man bei der Limesbildung nur positive
Werte des Parameters 7 zulésst. Die Energiedarstellung des Propagators in (4.9.134)
wird auch haufig reduziert auf einen entsprechenden Operator fiir den Propagator eines
Teilchens mit der Energie hw der Form

R 1
Gw) = lim Y |a >

< «of. 4.9.135
n—0+ <= w— Eq/h+in o ( )

Zum Beweis der Lehmann Darstellung des Propagators soll zunéchst einmal bewiesen
werden, dass die Stufenfunktion

0 furt <0
o(t) := { 1 fiirt = 0 (4.9.136)
in der Form .
Ot) = — lim — / R (4.9.137)
=— lim — w .9.
n—0t 271 J -0 w + Z77 ’

dargestellt werden kann. Zum Beweis dieser Dartslellung betrachten wir in einem ersten
Teil den Fall ¢ > 0. In diesem Fall kann man das Integral in (4.9.137) ohne Verdnderung
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des Ergebnisses zu einem geschlossenen Wegintegral in der komplexen Ebene ergédnzen
durch einen Bogen iiber komplexe Zahlen mit negativem Imaginérteil der Integrations-
variable w und unendlichem Betrag, |w|. Durch den negativen Imaginérteil von w in
diesem ergénzenden Bogen wird der Zéhler des Integranden

—iwt

e e~ SWltg=W)t 0 (4.9.138)

(J(w) und R(w) bezeichnen den Imaginér- bzw. den Realteil von w) sodass also diese
Ergénzung nichts zum Integral beitrdgt. Mit dieser Ergédnzung liegt aber der Pol des
Integranden bei w = —in in dem Gebiet, der durch den geschlossenen Integrationsweg
umfahren wird. Damit ergibt sich also

) —iwt —iwt
/ do & = / do S — _opie™ (4.9.139)
—o0 WA Weg  w+1in

Dabei bezeichnet das Integrationszeichen mit dem Index “Weg” das Integral iiber den
gerade beschriebenen Integrationsweg, ¢~ ist das Residuum des Integranden an der
Polstelle w = —in und das Minuszeichen auf der rechten Seite entsteht dadurch, dass
der beschriebene im Sinne des Residuensatezes eine negative Orientierung besitzt. Im
Grenzfall n — 0 ergibt sich damit fiir positive Werte von ¢ die Darstellung von (4.9.137).
Ist aber ¢t negativ, so muss das Integral iiber die reellen Werte von w ergénzt werden
durch einen Weg in der oberen Halbebene der komplexen Ebene zur Darstellung von
w. Dies bedeutet aber, dass der Pol w = —in nicht vom Integrationsweg umschlossen
wird, womit das Integral in (4.9.139) den Wert null liefert. Damit ist (4.9.137) auch fiir
negative Werte von ¢ bewiesen. Fiir t = 0 ist der Zahler des Integranden null, sodass
auch hier die Darstellung null liefert.

Zum Beweis der Lehmann Darstellung des Propagators G(Z,t; 7', ty) nehmen wir fiir die
Startzeit den Wert t; = 0 und beriicksichtigen, dass bei einem Hamiltonoperator, der
nicht explizit von der Zeit anhéngt, der Zeitentwicklungsoperator dargestellt werden
kann in der Form

U(t,0) = e /n,

Damit ergibt sich fiir die kausale Greensfunktion

GT67,0) = <7 U0 |7 >0()

~—
1

= 3 < Fla><ale MG >< 1T > O(t)
a76
= Y < Fla><al@ > e POt

~~ ‘
1

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurden an den beiden gekennzeichneten Stel-
len eine Vollstéandigkeitsrelation in Form einer Summe iiber die Eigenzusténde | >,
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bzw. | >, des Hamiltonoperators eingeschoben. Setzt man nun die Darstellung der
Stufenfunktion aus (4.9.137) ein, ergibt sich

0o o—ilwtEa/h)t

1
GZ t:7,0) = =) <Za><al > U 7/ d
(@, :2,0) za: Tl o|z nggr 271 J -0 ~ w+in

i 00 e—i&;t
2m 43 =0t J—oo W — T4
womit die Lehmanndarstellung bewiesen ist. (Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile

haben wir eine Substitution der Integrationsvariable vorgenommen mit © = w+ E, /h.)

Mit diesem Ergebnis wollen wir noch einmal die Terme der zeitabhingigen Storungs-
theorie fiir den Zeitentwicklungsoperator aus dem Abschnitt 4.5 betrachten. Im Wech-
selwirkungsbild wurde ja die Zeitabhéngigkeit aufgteilt in eine Zeitabhédngigkeit, gege-
ben durch einen zeitunabhéngigen Anteil des Hamiltonoperators Hy, die dann durch
einen entsprechenden Zeitentwicklungsoperator Uy gegeben ist und eine Zeitabhingig-
keit, die durch die Stérung V(t) generiert wird. Fiir den Propagator gilt also entspre-
chend (4.5.66)

G(Z, ;7 ty) = < Z|U(t,to)|7 >
= < ZUy()U(t, t0)Ud ()| T >
= < Fe Y (8, 1) ettt /M 7 > (4.9.140)

Fiir den Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild ergab sich die Stérungsrei-
he, geordnet nach Potenzen von V' (t) (siche 4.5.69)

it R N2 gt . i1 .
Ur(t,ty) = 1_7/ dt1%(t1)+<> /dthI(tl)/ dts Vi (ts)
h t() h t() tU

_q n t ~ tn—l A
L <Z> dthI(tl).../ dt, Vi(t,) + ... (4.9.141)
h to to

Setzt man nun den Term nullter Ordnung in dieser Entwicklung in (4.9.140) so ergibt
sich in dieser Naherung fiir die Greensfunktion

G(Z, ;7 o) mo< Te Hol—t0)/M g > = Go(Z, 4, 7, to) (4.9.142)

sie entspricht also dem Propagator G, der sich ohne die Storung 1% ergeben hiétte.

Beriicksichtigen wir nun in einem néchsten Schritt den Beitrag erster Ordnung in der
Entwicklung (4.9.141) und setzen diese in (4.9.140) ein, so ergibt sich daraus die Kor-
rektur zu Go in der Form

7 [t s s ~ A s
AG([E, t, f’,to)(l) — % t dtl < f|6—zH0t/h ezHotl/hv(tl)e—zHotl/h GZHotO/h|f/ >
0

Vi(t)
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—1

t
_ dtl/d3y/d3z < Z|Uo(t,11)|7 > < 7V (11)|Z >
to —

h
=V(y)d(y—=)
X < 5|U0<t1,t0)’f/ >
it e
= 5 dt1/d3yG0(x,t;y,tl)V(y)Go(y,tl;x',to) (4.9.143)
0

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurde je eine Vollsténdigkeitsrelation der Ortsei-
genzustinde |¢ >, bzw. |2 > eingeschoben.

Die Korrektur erster Ordnung stellt sich also dar als ein Integral iiber alle méglichen
Zwischenzeiten t; aus dem Intervall [¢y, t|, sowie alle moglichen Zwischenorte ¢. Der In-
tegrand ist dabei das Produkt aus dem ungestorten Propagator vom Startpunkt (27, o)
zum Zwischenpunkt (7, 1), der Wechselwirkung am Ort ¢ und dem ungestorten Pro-
pagator von diesem Zwischen- Raum-Zeitpunkt zum Endpunkt des zu berechnenden
Propagators (Z,t). In einfachen Worten: Das Teilchen bewegt sich vom Start zu ei-
nem Zwischenpunkt, so als wére die Storung nicht vorhanden, erfiahrt eine Streuung
durch das Potential am Zwischenpunkt und bewegt sich von dort wieder ungestort zum
Endpunkt.

In ganz analoger Weise kann man nun auch den Term 2. Ordnung in V behandeln und
erhélt die Darstellung

o N2 —i\? [t f 3 3 —
AG(T, 7, 0)P = dty | dty [ dy | d°2Go(Z,t;7,t1)
to to
XV (§)Go(i]. t1: 2, 12)V (2)Go(Z,1a; & 1g)  (4.9.144)

In diesem Fall sind also 2 Zwischenpunkte eingefiigt. Interessant ist hier der Anteil des
Integranden, der aus den beiden Wechselwirkungen und dem Propagator zwischen die-
sen Wechselwirkungspunkten besteht. Da der ungestorte Anteil des Hamiltonoperators
H, zeitunabhéngig sein soll kénnen wir fiir den ungestorten Propagator die Lehmann
Darstellung benutzen und erhalten so

V@G, 1 20V (2) = V(D)5 [ doGo( 2 w)e -2V (Z) (4.9.145)

{ ~ 1 -
— v d — —| — —».
27TZO;/ wV(y)<y|Oz>w_Ea/h+m<a|z>V(z)

Durch die Lehmann Darstellung erhalten wir also eine Energieabhéngige Korrektur mit
Energienennern, die bis auf die infinitesimale Gréfle n im Fall Aw = Ey den Energie-
nennern der stationédren Stérungstheorie entsprechen.
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4.10 Wegintegrale und Quantenmechanik

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir den Propagator G(Z,,, t,; 1,1;) kennen gelernt
als die Wahrscheinlichkeitsamplitude, dass sich ein System vom Startpunkt (4, ¢;) zum
Endpunkt (Z,,t,) entwickelt. Entsprechend der Definition (4.9.130) ist diese Wahr-
scheinlichkeitsamplitude definiert als das Matrixelement des Zeitentwicklungsoperators

G(Zp, tn; 1, 11) =< Zp|U(tn, t1) |71 > .
Der Zeitentwicklungsoperator kann nach (4.3.40) zerlegt werden in Teilschritte
Ultn, t1) = U(tn, Ut 1),
sodass auch fiir die Greensche Funktion, bzw. dem Propagator gilt

O tidrt) = < E|Ultt) U, 0)|7 >
1

_ /d3y < T U(tn, )7 >< AU, 1)|71 >
— / &y G (T, 1.7, 1) (G 1 F1, 1) (4.10.146)

Dies Verfahren kann man leicht von 2 verallgemeinern auf viele Teilstiicke. Wir defi-
nieren dazu die Teilzeiten

t, —t1
n—1"

ti=ti+(j— 1At mit At=
Fiir den Propagator ergibt sich dann die Darstellung

Gt T1t1) = [ dvas . [ @02 Gt Tat ) o Gl 3T, 1)

(4.10.147)
Durch die Zwischenpunkte (Z;, t;) wird ein Weg vom Startpunkt (27, ¢;) dum Endpunkt
(Zp, t,) definiert. Mit den Integralen in (4.10.147) iiber die Zwischenpositionen z; sagt
diese Gleichung also aus, dass sich der Propagator als Summe (Integral) iiber alle mogli-
chen Wege ergibt mit einem Integranden, der sich aus dem Produkt der Propagatoren
entlang dieses Weges ergibt. Man konnte diese Darstellung also auch ausdriicken in der
Form

G(fn,tn;fl,tl) = Z G(fn,tn;fnfl,tnfl)...G(fg,tQ;fl,t1> (410148)
alle Wege

Dies ist schematisch in Abb. 4.2 dargestellt, wobei wir zur Vereinfachung der Darstel-
lung nur eine Raumdimension angenommen haben. In der Quantenmechanik sind im
Prinzip alle Wege moglich, auch wenn sie mit einem mehr oder weniger groffien Gewicht
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Ort x

Abbildung 4.2: Parametrisierung verschiedener Wege

zur Gesamtamplitude G beitragen. In der Klassischen Mechanik ist der Weg eindeutig
festgelegt. Das System bewegt sich genau entlang der Trajektorie, die durch das Ha-
miltonsche Prinzip festgelegt wird. Es wird danach genau der Weg verfolgt fiir den
die Wirkung, definiert durch das Wegintegral

tn
S = dt L(z, ), (4.10.149)
t1
minimal ist. Dabei bezeichnet £ wie iiblich die Lagrangefunktion in Abhéngigkeit von
den generalisierten Koordinaten x und Geschwindigkeiten &. Dargestellt in Form eines
Variationsproblems
tn
o dt L(x,2) =0. (4.10.150)
t1

Dabei sind die Variationen als Variationen iiber die moglichen Wege mit festgehaltenem
Start- und Endpunkt anzusehen.

Es sei daran erinnert, dass man aus diesem Hamiltonschen Prinzip die Gleichungen der
Klassischen Mechanik herleiten kann. Insbesondere ergibt sich auch die Newtonsche
Bewegungsgleichung aus diesem Hamiltonschen Prinzip.

Analog zu diesem Vorgehen in der Klassischen Mechanik wollen wir uns nun verge-
wissern, dass die Quantenmechanik nicht unbedingt vom Startpunkt der Schrédin-
gergleichung hergeleitet werden muss, sondern auch auf die Forderung, dass fiir die
Wahrscheinlichkeitsamplitude gilt

S
G(fnatn;fnflatnfl) X €exp [;/ dt £‘|
tn—1



230 KAPITEL 4. QUANTENDYNAMIK UND STORUNGSTHEORIE

= exp [;S(n, n— 1)} (4.10.151)

Setzt man diese Aussage fiir die einzelnen Wegelemente in (4.10.148) ein, so ergibt sich

- - - (A
G(xnytn;xlatl) X Z H €xXp |:h8(jaj - 1):|
alle Wege 7=2

= > exp [hZS(J,J - 1)]
alle Wege J=2

= Y exp [;S(n, 1)] (4.10.152)
alle Wege

wobei die Gesamtwirkung des Weges S(n, 1) sich als Summe (Integral) der Beitrige
as den einzelnen Wegelementen ergibt. Dieses Postulat fiir die Greensche Funktion
bezeichnet man auch als die Feynmansche Wegintegralformulierung der Quan-
tenmechanik.

Bevor wir uns dem Beweis dieser Formulierung der Quantenmechanik zuwenden seien
3 Anmerkungen gemacht:

e Diese Wegintegralformulierung ist nicht unbedingt geeignet praktische Ergebnis-
se zu erzielen. Zur Beschreibung der Eigenschaften von Atomen wird man in
der Regel die Schrodingergleichung heranziehen oder die Techniken (z.B. Varia-
tionsprinzip, Storungstheorie), die wir aufbauend auf der Schrodingergleichung
entwickelt haben. Die alternative Formulierun iiber die Wegintegrale ist aber bei
einigen Problemen z.B. der Feldtheorie angemessener. Wie in der Klassischen Me-
chanik ist auch hier eine Vielfalt von Methoden und Formulierungen vom Vorteil.

e Die Feynmansche Formulierung ist nicht unverniinftig: Unterschiedliche Wege
liefern unterschiedliche Werte fiir die Wirkung S(n, 1). Da wir in (4.10.152) kom-
plexwertige Amplituden aufaddieren, werden sich die Amplituden verschiedener
Wege typischerweise kompensieren, sodass diese Wege iiberhaupt nicht zum Pro-
pagator beitragen. In der Néhe des Klassischen Weges jedoch, gibt es eine Schar
von Wegen, die wegen des Variationsprinzips (4.10.150) sehr &hnliche Werte fiir
die Wirkung S liefern. Diese dhnlichen Beitrige addieren sich in koh&renter Wei-
se, so dass sich fiir die Wege entlang des Klassischen Weges insgesamt eine grofie
Wahrscheinlichkeitsamplitude ergibt.

e Die Formulierung in (4.10.152) suggeriert, dass sie Beitrige einer diskreten An-
zahl von Wegen aufzuaddieren sind. Natiirlich ist diese Zahl der Wege nicht dis-
kret sondern kontinuierlich. Deshalb formuliert man diese Summe iiber die Wege
auch besser in Form einer Differentialform

(o, t: T1, 1) = / Dlz(t)] exp [ésm, 1)} (4.10.153)



4.10. WEGINTEGRALE UND QUANTENMECHANIK 231

In einem ersten Schritt soll das Proportionalititszeichen in (4.10.151) durch die addqua-
te Normierung in ein Gleichheitszeichen umgewandelt werden, damit wir schliesslich
auch die richtige Normierung fiir die Differentialform D[z(¢)] generieren kénnen. Wir
fordern also

G(fna tn; fn—la tn—l) -

exp [iS(n, n— 1)} (4.10.154)

1
w(an s

Der Normierungsfaktor W(At) darf dabei natiirlich nur von dem betrachteten Zeit-
intervall At = t,, — t,_1 abhédngen und sollte auch unabhéngig von dem betrachteten
Problem sein. Auflerdem ist klar, dass dieses W(At) die Dimension einer Lénge zur
dritten Potenz haben sollte, bzw. in der hier betrachteten Vereinfachung, bei der wir
nur eine Raumdimension betrachten wollen die Dimension einer Lange. Aus (4.10.146)
wird ja z.B. deutlich, dass das Produkt zweier Greenscher Funktionen integriert {iber
alle moglichen Orte, wieder eine Greensche Funktion liefert.

Betrachten wir ein einfaches System eines Teilchens der Masse m in einem konservati-
vem Kraftfeld generiert durch ein Potential V' (x), so ergibt sich mit der Lagrangefunk-
tion

ma?

[,:T—V(a:),

fiir die Wirkung iiber ein infinitesimales Zeitintervall At

S(nn—1) = /::ldt lm; —V(x)]

m (x, — Tp_1)° <xn + :cn+1)
= At |——"-+"—— — . 4.10.1
tl 5 AR V 5 (4.10.155)
Bezeichnen wir die die Differenz x,, — x,_1 = —x und betrachten den Fall V' = 0, so

ergibt sich daraus fiir den infinitesimalen Anteil der Greensfunktion

(4.10.156)

1 im x>
G<xn>tn;xn717tnfl) = A ‘| .

W(At) P [271&

Wegen (4.9.132) also
Al%mo Gz, t+ Aty — x,t) = d(x) -

ergibt sich
1 = / dx G(x + x,t + At; z, t)

- [Ta Lo
N wian TP 2nae

1 [2minie
- W(AY) m
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was impliziert, dass

omihAt
W= an . (4.10.157)

Wir betrachten nun die Faktorisierung der Greenschen Funktion in der Form

G(l’n, tn; Ty, tl) - / dl’n,1 G(l’n, tn; Tn—1, tnfl)G(mnfb tnfl; xy, tl) 3
bzw. mit geeigneter Umdefinition der Variablen

Gz, t+ At,zq,t1) = /dx Gz, t+ At;z — x, )G(x — x, t; 21, t1) (4.10.158)

s
_ m imx” VAL B .
B 2mih At /dx P [QhAt 7 ] G(r — x,t; 71, 1)

Die einzelnen Terme in dieser Gleichung werden nun entwickelt in der Form

d
G(l‘7t + At,[)’}l,tl) = G(ZL’, t,[)&'l,tl) + At*G(CL’,t, Ty, t1> + ...

dt
imx> _ VAL imx> " {_iVAt]
PUorar T T | T Plonar| TP
. 2 .
1my 1V At }
= 1-— .. 4.10.1
exp [QMJ x{ —+ (4.10.159)
d
Glx—x, tx,t1) = Gla,t;x,ty) — X%G(x,t;xl,tl) +
1, &
+§X @G(iﬁ,t, $1,t1) + ...

Setzt man diese Entwicklungen in (4.10.159) ein, so kann man in einem ersten Schritt
auf beiden Seiten der Gleichung die Terme betrachten, die von nullter Ordnung in den
Abweichungen At, bzw. x sind. Dies liefert die triviale Gleichung

2

m m
G(x,t,m1,t1) = \/m/dx exp [QHXJ G(x,t,m1,t1).

=1

In einem néchsten Schritt sammeln wir auf beiden Seiten der Gleichung jeweils den
ersten nichttrivialen Term der Entwicklung. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass der
Term in der letzen Zeile von (4.10.160), der linear in y ist ignoriert werden kann, da
dieser bei der Integration iiber x verschwindet. Dies liefert

d m imx?] 1 d?
At— t,xy,t1) = 4/ /d 2 B txy,t
dtG(xa , L1, 1) 27TZhAt XX €Xp |\2hAlJ| 2dl’2G(l‘7 y L1, 1)

=ih &t
m
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, 2
s LS At) .
= [%At]( V=) Gla, tiw, )
=1

At d? A
= th——G(x,t;x1,11) — iV

2m da?

;c;(x,t;xl,tl) (4.10.160)
Dass unser Vorgehen konsistent ist, wird dadurch bestétigt, dass alle Terme in die-
ser Gleichung proportional zu At sind. Multipliziert man diese Gleichung mit % und
dividiert sie durch At, so erhélt man die Schrodingergleichung fiir die Greensche Funk-
tion (vergleich (4.9.131)). Damit haben wir aus der Feynmanschen Wegintegraldar-
stellung fiir den Propagator (4.10.153) die Schrodingergleichung fiir diesen Propagator
hergeleitet und so gezeigt, dass in der Feynmanschen Formulierung die Dynamik der
Quantenmechanik enthalten ist.



